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CHAPITRE  PREMIER, 

DE  L'INTÉGRATION  DES  DIFFÉRENTIELLES. 

Objet  du  Ccilcul  intégrai, 

406.  Nous  avons  fait  connaître,  clans  le  Calcul  diffé- 
rentiel, les  règles  au  moyen  desquelles  on  obtient  les 
différentielles  des  divers  ordres  des  fonctions  d'une  ou  de 
plusieurs  variables  indépendantes;  nous  avons  montré 
en  outre  qu'en  combinant  des  équations  données  où  figu- 
rent plusieurs  variables,  avec  celles  qu'on  en  déduit  par 
la  différentiation,  on  peut  éliminer  certaines  quantités 
arbitraires  et  former  ce  que  nous  avons  nommé  des  équa- 
tions différentielles  ou  des  systèmes  de  telles  équations. 

Le  Calcul  intégral  a  en  vue  les  problèmes  inverses.  Il 
a  pour  objet:  i^la  détermination  des  fonctions  d'après 
leurs  différentielles;  2°  la  recherche  des  relations  qui 
lient  entre  elles  plusieurs  variables  assujetties  à  satisfaire 

s.  —  Cale.  int.  ï 


2  CALCUL    IIVTÉGKAL. 

à  des  équations  différentielles  données.  Le  premier  pro- 
blème est  évidemment  compris  dans  le  second,  et  il  en 
constitue  le  cas  le  plus  simple  ;  un  grand  nombre  de 
questions  importantes  viennent  s'y  rattacher,  et  il  sera 
pour  nous  le  sujet  d'une  étude  approfondie. 

Nous  devons  faire  remarquer  ici  que  nous  avons  eu 
plusieurs  fois  l'occasion,  dans  le  Calcul  différentiel,  de 
traiter  des  questions  qui  appartiennent  proprement  au 
Calcul  intégral.  Ces  questions,  que  nous  avons  pu  ré- 
soudre au  moyen  des  propriétés  fondamentales  des  fonc- 
tions dérivées,  sont  une  utile  préparation  aux  théories 
que  nous  avons  à  exposer. 

Des  intégrales  indéfinies  et  des  intégrales  définies. 

407.  Soity  (a:)  une  fonction  réelle  d'une  variable  indé- 
pendante X,  que  nous  supposerons  continue  pour  les  va- 
leurs réelles  de  x  comprises  entre  deux  limites  Xq  et  X. 
Nous  avons  vu  (n°  187;  qu'il  existe  toujours  une  fonction 
ayant  pour  différentielley"(:c)  (i:r  ;  effectivement,  si  l'on 
trace  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oj,  que  l'on  con- 
struise la  courbe  CMD  dont  l'ordonnée  jy  soit  égale  àfi[x) , 
et  que  l'on  mène  deux  ordonnées  CA,  MP  qui  répondent 
à  deux  abscisses  comprises  entre  Xo  et  X,  l'une  de  ces 
abscisses  étant  déterminée  et  l'autre  x  étant  re^rardée 


y 

„    n 

c/^ 

/ 

~ 

\ 

i'    1 

î            £ 

comme  variable,  l'aire  ACMP  sera  une    fonction  de  x, 

qui  a  pour  dérivée/^i^  a:  )  et  pour  différenliellcy(j:)  dx. 

D'ailleurs,  pour  que  deux  fonctions  aient  la  môme  dif- 
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férentielle,  il  faut  et  il  suffît  que  la  différence  de  ces 
fonctions  soit  constante;  donc  il  existe  une  infinité  de 
fonctions  ayant  pour  différentielle  y( or)  ^x,  et  ces  fonc- 
tions ne  diffèrent  entre  elles  que  par  une  constante. 
Notre  construction  nous  indique  l'existence  de  toutes 
ces  fonctions,  puisque  l'ordonnée  fixe  CA,  à  partir  de 
laquelle  est  comptée  l'aire  ACMP,  a  été  choisie  arbi- 
trairement ;  si,  au  lieu  de  cette  ordonnée,  on  en  prend 
une  autre  C'A',  on  obtiendra  une  aire  nouvelle  A'G'MP 
qui  aura  encorey(a:)  dx  pour  différentielle. 

La  fonction  dont  la  différentielle  est  f{x)  dx  ren- 
ferme ainsi  une  constante  arbitraire  ;  elle  est  dite  Vinté- 
grale  indéfinie  ou  simplement  Vintégjvde  de  la  diffé- 
rentielle j\x)  dx,  et  on  la  représente  par 


/ 


f[x)dx. 

D'après  cela,  si  F(x)  désigne  l'une  des  valeurs  de  cette 
intégrale,  c'est-à-dire  l'une  des  fonctions  qui  ont /'(x)  dx 
pour  différentielle,  on  aura 

(0  jf[x)dx=Y[.v)+C, 

G  étant  une  constante  ai'bitraire. 

408.  Le  problème  qui  a  pour  objet  l'intégration  d'une 
différentielle  donnée  deviendra  déterminé  si  l'on  ajoute 
la  condition  que  l'intégrale  se  réduise  à  zéro  pour  une 
valeur  donnée  Xo  de  x.  Effectivement,  la  constante  G  de 
la  formule  précédente  devra  être  telle,  que  l'on  ait 

F(^o]+C  =  o, 
et  il  viendra 

(2)  p-(^î^=:F(.r)_F(^o); 

cette  expression  sera  celle  de  l'aire  ACMP  considérée 
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plus  haut,  si  l'on  suppose   que  l'ordonnée  fixe  CA  ré- 
ponde à  l'abscisse  Xq. 

Si  l'ondonneàxla  valeur  déterminée  X,  l'intégrale  (2) 
prendra  une  valeur  déterminée  égale  à 

F(X)-F(x„); 

on  la  représente  par 


X 


X 


et  elle  est  dite  Vintegrale  définie  de  la  différentielle 
f[x)  dx  prise  à  partir  de  x  =  Xq  jusqu'à  a:  =  X  ;  ainsi 
l'on  a 

(3)  r  /(^)rf^  =  F(X)-F(:ro). 

Cette  intégrale  a  pour  valeur  l'aire  ACDB,  comprise 
entre  la  courbe  dont  /(x)  est  l'ordonnée,  l'axe  des  x  et 
les  ordonnées  CA,  DB  qui  répondent  aux  abscisses  ^r^ 
et  X.  Or  nous  avons  vu  (n°^  40  et  188)  que  si  Ton  divise 
l'intervalle  X  —  Xq  en  n  parties  égales  ou  inégales  re- 
présentées généralement  par  Ax,  puis  que  l'on  construise 
des  rectangles  intérieurs  et  extérieurs  ayant  pour  bases 
ces  diverses  parties  et  pour  hauteurs  les  ordonnées  cor- 
respondantes de  la  courbe  CD,  la  somme  de  ces  rec- 
tangles/ [x)  ^x  tend  vers  une  limite  égale  à  l'aire  ACDB, 
quand  les  ùx  tendent  vers  zéro  et  que  leur  nombre 
augmente  indéfiniment.  Il  en  résulte  que  l'on  a 

a-  =  X 

(4)  /    /(.r)f/x  =  lim  \  /^xjAx, 

ce  qui  exprime  la  proposition  suivante  : 

Zj' intégrale  définie  de  la  différentielle  f[x)dx  prisa 
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de  x=z  x^  à  X  ^=1L  est  la  limite  vers  laquelle  tend  la 
somme  des  valeurs  que  prend  la  différentielle  f  [x)dx 
ouf{x)ùkX,  quand  x  varie  de  Xq  àlL  en  prenant  des 
accroissements  successifs  infiniment  petits. 

C'est  en  raison  de  cette  propriété  qu'on  a  choisi  le 
signe  f,  initiale  du  mot  somme,  pour  représenter  les 
intégrales. 

Le  raisonnement  que  nous  venons  de  faire  ne  suppose 
pas  que  la  fonction /^(x)  conserve  le  même  signe  quand 
x  varie  de  Xq  à  X,  ou  que  la  limite  supérieure  X  soit 
plus  grande  que  la  limite  inférieure  x^  ;  si  l'on  a  X<^Xo? 
les  accroissements  ùx  sont  négatifs  et  chaque  produit 
f[x)ù^xes\.,  dans  tous  les  cas,  positif  ou  négatif,  selon 
que  ses  facteurs  ont  le  même  signe  ou  des  signes  con- 
traires. 

409.  La  notation  dont  nous  faisons  usage  pour  repré- 
senter les  intégrales  définies  peut  être  employée  avec 
avantage  dans  le  cas  des  intégrales  indéfinies.  Reprenons 
en  efîet  la  formule  (3)  et  considérons  la  limite  supérieure 
X  de  l'intégrale  comme  une  variable;  on  peut  alors 
écrire  x  au  lieu  de  X,  et  il  viendra 


'  ti\ 


j^f[œ]d.T  =  Y[x)-Y[.x,]s 


cette  expression  représente  l'une  des  valeurs  de  l'inté- 
grale indéfinie  de  la  à.iïïéTenXie\\ef(x)dx,  savoir,  celle 
de  ces  valeurs  qui  s'annule  pour  x  =^Xo',  on  a  donc 

(6)  Çf[x]dx=    C  f{x]dx-hG, 

C  étant  une  constante  arbitraire. 

La  limite  Xq  peut  être  choisie  à  volonté,  en  excluant 
cependant  les  valeurs  particulières  pour  lesquelles  F  (xo) 
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serait  infinie  ;  si  on  la  regarde  comme  une  constante  ar- 
bitraire, F(xo)  sera  elle-même  une  constante  arbitraire, 
et  l'on  pourra  écrire  simplement,  à  cause  de  la  for- 
mule (j), 


Çf{:r:)cLr  =  j    f[r)dx- 


mais  il  vaut  mieux,  en  général,  se  réserver  le  droit  de 
fixer  la  limite  à  partir  de  laquelle  commence  l'intégrale 
et  laisser  subsister  la  constante  arbitraire  dans  le  second 
membre  de  la  formule. 

Des  procédés  d^ intégration. 

■410.  Quelle  que  soit  la  fonction  explicite  ou  implicite 
f{x)  de  la  vai-iable  réelle  x,  pourvu  qu'elle  soit  continue 
dans  un  certain  intervalle,  il  existe,  comme  nous  l'avons 
démontré,  une  fonction  bien  déterminée  qui  a  pour  diffé- 
TenùeWe  f[x)  dx  et  qui  se  réduit  à  zéro  pour  une  valeur 
donnée  quelconque  x^  de  x.  Nous  sommes  convenus  de- 
représenter  cette  fonction  par  la  notation 


f[x)(Lx, 


mais  il  est  naturel  de  chercher  à  l'exprimer,  quand  cela 
est  possible,  parle  moyen  des  éléments  analytiques  con- 
nus, c'est-à-dire  parles  fonctions rt/^e'^/'/^/ue^,  logarilh- 
iniques,  exponentielles  et  circulaires.  Cette  recherche 
constitue  ce  que  l'on  nomme  Vintégrationdc  la  di ITé- 
renliclley(x)f?x;  elle  fera  l'objet  des  développements 
que  nous  nous  proposons  de  présenter  ici  et  qui  sont 
nécessairement  bornés  à  un  petit  nombre  de  cas. 

41).  Cas  d'une  intégrale  exprimable  par  une  fonc- 
tion  SIMPLE.  —  Nous  devons  avant  tout   rappeler  les 
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résultats  auxquels  nous  a  conduits  la  diflerentiation  des 
fonctions  simples,  car  ces  résultats  nous  font  connaître 
les  intégrales  qui  s'expriment  par  une  telle  fonction. 
On  a 

' •  =:  x'^'da:,        d  svax  =  ces  a;  dx,        d  cet  j:  ::=  —  -^—^r~  '> 

n  H-  I  sui"^ 

,  e"'-"^  ^  .        ,  ,    ,  ?>\\\.rdx 

d  z=ze"'^ax,     «cosa- =  —  sn\.xdx,     asecx  =  • ^ — 5 

,V2  ces-  X 

dx  d.r.  ,  ces  X  dx 

d  log.i-  =  — ,         rftan^jr  = — ■>       d co^qcx  =: —  ■   .   . — -; 

X  cos-o:  sin-^ 

-4-  dx  dx 

d  arc  sm.r  =  -^==  •>      d  arc  cot^  = 7 

\J  i  —  X-  I  -^  ■*"' 

—  dx  ,  -i-  dx 

darc  cos.r  = 1    rfarc  secr  = .■  j 

\/ 1  —  x^  X  \,'x- I 

dx  ,  —  dx 

darctSLïigx  ^  -j      aarccosecx  = 


l   ^  X' 


X 


six-  —  I 


et  l'on  en  conclut  immédiatement,  en  désignant  par  G  une 
constante  arbitraire, 

x"-dx  zrzz h  C,       I  cos^  dx  =  smx  -;-  C,  î    .  „     =  —  cota;  +  G, 

n  -\-  i  J  ■  J  sin-x 

e"^^dx=^ hC,  J  sinxdic=  —  cosa;-~hG,       / —  =  sec^ -1- C, 

m  J  J     cos-^ 

^dx       ,  ^  r     dx  feosxdx  ,  ^ 

—  =  log.r  -1-  G,  I    ;—  =  tangjc  --  G,  I  —.-;, —  =  —  cosec.^-h  G, 


f 
I 


dx  .  >-,  r^ 

=  arc  sm  a:  -:-  G  =  —  arc  cos,r  -j-  G, 

\Jl  — x- 

dx 

=  arctango:  -f-  C  =:  —  arc  cotx  -1-  C, 

I  +  X- 

arc  sec  j:  ^-  G  =  —  arc  cosec^  -h  C. 


x\lx^  —  I 
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On  peut  aussi  écrire,  en  désignant  par  a^o  une  valeur 
quelconque  de  x, 


r 


x'^  dx  =  

n  -\-  i 


gmx g 


mx„ 


—  z=  log.r  —  logOTo  =  log  —  ■ 


La  troisième  formule  de  ce  groupe  est  comprise  dans 
la  première,  et  elle  se  déduit  de  celle-ci  en  faisant  tendre 
n  -+- 1  vers  zéro  ;  on  a  effectivement,  par  la  règle  du 
n«  124, 


£ 


—  =  log j:  —  log jta  =  iiin — —    pour  «  +  i  =  o. 

X  °  °  «H-i 


Si  l'on  suppose  oto  =  i  dans  la  formule  précédente,  il 
viendra 


/' 


dx       , 

—  =loga:; 


on  trouverait  de  même,  en  prenant  a:o==Oî 
r    dx  r^     dx 


arcsm  x. 


La  fonction  logx  et  les  fonctions  circulaires  inverses 
telles  que  arc  tangx,  arcsinx,  sont  donc  des  intégrales 
de  difTérentielles  algébriques,  ainsi  que  nous  en  avons 
déjà  fait  la  remarque  (n"  44),  et  si  l'Algèbre  et  la  Tri- 
gonométrie n'en  avaient  préalablement  constitué  la 
théorie,  elles  se  seraient  présentées  dès  le  début  du 
Calcul  intégral  comme  des  éléments  analytiques  nou- 
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veaux  indispensables.  Cette  remarque  suffit  pour  faire 
pressentir  dès  à  présent  que  l'intégration  doit  donner 
naissance  à  une  infinité  de  fonctions  nouvelles  irréduc- 
tibles aux  types  déjà  connus,  ce  qui  ouvre  à  l'analyse  un 
champ  de  recherches  illimité. 

412.  Cas  n'r^E  différentielle  égale  av  produit 
d'une  différentielle  donnée  par  une  CONSTANTK.  -r- 
Soit  la  différentielle  audx,  dans  laquelle  a  est  une  con- 
stante et  u  une  fonction  de  x  ;  il  est  évident  que  l'on  a 


1  au  dx  z=  a   i  u  dx. 


car  les  deux  membres  de  cette  égalité  ont  la  même  diffé- 
rentielle et  chacun  de  ces  membres  renferme  d'ailleurs 
une  constante  arbitraire. 

Si   l'on  veut    prendre  l'intégrale  au  dx  de  manière 
qu'elle  s'annule  pour  x  ■=^  Xq^  on  écrira 


au  dx  =:  a   j     u  dv. 


égalité  évidente,  puisque  les  deux  membres  ont  la  même 
différentielle  et  qu'ils  s'annulent  tous  deux  pour  x  =  Xo- 

413.  Cas  ou  la  différ.entielle  donnée  est  la  somme 
DE  plusieurs  différentielles.  — Soient  u,  w,  w,  ...,  s 
des  fonctions  données  àe  xi  si  l'on  pose 

y  z=  u  -\-  V  -\-  iv  -{-  .  .  .-T-  s, 

il  est  évident  que  l'intégrale  indéfinie  de  la  différentielle 
ydx  aura  pour  valeur 

I  ydx  =    1  udx  -h    j  vdx  -f-    /  wdx  -\- .  .  . -\-   I  sdx.^ 
car  les  deux  membres  de  cette  égalité  ont  la  même  diffé- 
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rentielle,  et  en  conséquence  ils  ne  peuvent  différer  que 
par  une  constante;  chaque  intégrale  entraîne  d'ailleurs 
avec  elle  une  constante  arbitraire. 

Si  l'on  veut  prendre  l'intégrale  de  la  différentielle /r/jc 
de  maniqre  qu'elle  s'annule  pour  x  =  Xo,  on  aura 

ydx^=    I     ud.r -h    j     vd.v  •+-    1      iv dx  -+-... -h    j     sdx, 

puisque  les  deux  membres  de  cette  formule  s'évanouis- 
sent pour  X  =z  Xo- 

Si  M  et  p  sont  deux  fonctions  réelles  de  la  variable 
réelle  x  et  que  l'on  fasse 

on  aura  (n°  3o9) 

ïjdx=:     j   udX'\-\J — I    j  i>dx, 

ou 

'    jdx=   j     udx -r- sj — I    I     vdx. 

Xo  *^Xo  ^x^ 

414.  INTÉGRATION  PAR  PARTIES.  —  Le  procédé  dit  de 
V intégration  par  parties  est  d'un  usage  fréquent  en 
Analyse,  où  il  offre  de  précieux  secours  ;  voici  en  quoi  il 
consiste.  Soient  m  et  p»  deux  fonctions  quelconques  d'une 
même  variable  x,  on  a 

diuv]  dv  du 


=-;  u 


dx  dx  dx  ' 


multipliant  par  dx  et  prenant  ensuite  l'intégrale  indé- 
finie de  chaque  membre,  on  aura 
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OU 

nous  n'ajoutons  pas  de  constante,  puisque  chaque  inté- 
grale comporte  une  constante  arbitraire. 

La  formule  précédente  exprime,  comme  on  va  voir, 
la  règle  de  l'intégration  par  parties.  Soitjj^Jo:  une  diffé- 
rentielle donnée  ;  parmi  les  manières  en  nombre  indéfini 
de  décomposer  j'"cfx  en  deux  facteurs,  choisissons-en 
une  telle,  que  l'un  des  facteurs  soit  la  différentielle  d'une 
fonction  connue  v,  et  désignons  par  u  l'autre  facteur; 
alors  on  aura 

ydx  =  u  ——  dx, 

^  dx 

et,  d'après  la  formule  (i),  l'intégrale  de  la  différentielle 
ydx  pourra  être  décomposée  en  deux  parties,  savoir  : 
une    partie  intégrée  uv   et    une  partie   non  intégrée 

—  /  (^  7~)  ^•^'  ^'est  donc  à  l'intégration  de  la  différeîi- 

dll 

tielle  V  — -  dx  que  se  trouve  ramenée   celle  de  la  diffé- 

dx         *■ 

rentiellej^d/x  ou  «.  —  dx.  Sila  nouvelle  différentielle  est 

])lus  simple  que  la  proposée,  on  aura  fait  un  emploi 
avantageux  de  l'intégration  par  parties. 

Si  l'on  veut  prendre  les  intégrales  de  la  formule  (i)  de 
manière  qu'elles  s'annulent  pour  :r  =  Xo,  il  est  nécessaire 
de  tenir  compte  de  la  constante  arbitraire  qui  accom- 
pagne l'intégrale  de  l'un  des  membres,  celle  du  second 
membre  par  exemple.  Cette  constante  est  évidemment 
égale  à  la  valeur  changée  de  signe  que  prend  la  partie  in- 
tégrée MP-pour  a:  =  Xo  ;  donc,  si  l'on  désigne  par  «o  et  Vq 
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les  valeurs  de  u  et  de  v  qui  répondent  à  x  =  Xo,  on  aura 
on  écrit  aussi,  quelquefois, 

X:(4:)-=m:-x;(4:)-. 

le  symbole  [«»^]J^  exprimant  la  différence  up»  —  Uo  Vq  ou 


.^rale  I 


1  intei^rale  |      — - — -  dx. 


415.  Exemples.  —  Nous  aurons  l'occasion,  dans  ce 
qui  va  suivre,  de  faire  des  applications  nombreuses  du 
procédé  que  nous  venons  d'indiquer;  il  convient  cepen- 
dant d'en  présenter  ici  des  exemples. 

1°  Considérons  d'abord  l'intégrale 


/■ 


los  X  dx 

et  prenons 

dv 
u  =  logo:,     v=z  X,      d'où     ---  dx  —^  dx, 

dx 

on  aura 

I  loga?  dx^z  X  loga:  —    \  x  —  • 

l'intégrale  du  second  membre  se  réduit  à   I  dx,  c'est-à- 
dire  à  .r  -j-  une  constante  ;  on  a  donc 


/ 


log.r  dx  1=  X  logx  —  -c  -t-  C, 

G  étant  une  constante  arbitraire.  Dans  cet  exemple,  l'in- 
tégration par  parties  permet  de  trouver  la  valeur  de  l'in- 
tégrale proposée. 
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2°  Considérons  l'intégrale 


i3 


/^ 


j.m  Q—x  ^ly, . 

décomposons  la  différentielle  en  deux  facteurs 

x"-^     e~^  dx, 

dont  le  second  est  la  différentielle  de  — e~^\  les  fonc- 
tions que  nous  avons  désignées  par  u  et  p»  sont  ici  x^  et 
—  e~^  ;  on  a  donc 

I  x'"  e— ^  dx  =  —  x^c-"^  -^m  j  x'"-^  e"^  dx. 

L'intégrale  proposée  est  ramenée  à  une  autre  intégrale 
de  même  forme  et  qui  ne  diffère  de  la  première  qu'en 
ce  que  l'exposant  ?n  de  x  est  remplacé  par  m  —  i .  Si  le 
nombre  west  positif,  la  nouvelle  intégrale  est  plus  simple 
que  la  première  ;  le  contraire  a  lieu  quand  m  est  négatif, 
et,  dans  ce  dernier  cas,  c'estl'intégrale  du  second  membre 
qu'il  faudra  regarder  comme  réduite  à  celle  du  pre- 
mier; écrivant  —  Tn~\-  i  au  lieu  de  tu,  la  formule  précé- 
dente donnera 

/^l—m^—x                  j  n 

x-"'e-^dx= ! \  x^-"'e-=^dx. 
i  —  m           I  —  171  J 

Supposons  que  m  soit  un   entier  positif,   et  posons, 
pour  abréger, 


""=/ 


x'"-  <r-^  dx,      K„j  =  —  x""-  e-^, 


on  aura,  par  la  formule  trouvée  plus  haut,  en  remarquant 
que  a^  s'annule  pour  a:  =  o, 

"m  =  «/«  -î-  "2"m  -1, 
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et,  en  donnant  à  m  les  valeurs  i,  2,  3,...,  m,  il  viendra 
«1  —  «1  -+-  «o> 

«2  =  «2   ~*~  2«i, 
«•      1 

ajoutant  ces  équations,  après  les  avoir  multipliées  res- 
pectivement par  les  facteurs 


I  I  I 

I,  •) T.")     '  '  '  •)         > 

1.2         1.2.0  1.2.  ../M 


il  viendra 


"m        _  „     .    °^  _j_  J^ 
ï.n. . .m  I  1.2 


or 

|.-«<^  =  -.-«-:- cens.., 

d'où 

'  dxz=z  I  —  c" 


«0=   /    er-^^ 


on  aura  donc 

/»x 

'~^  dx 


1  .  2  .  3  .  .  .  /« 


X 


I  -i i 

I  I  .2 


416.  Iatégtiation  par  substitution.  —  Le  procédé 
d'intégration  qu'il  nous  reste  à  indiquer  consiste  dans 
le  changement  de  la  variable  indépendante  ;  ce  procédé 
et  celui  de  l'intégration  par  parties  constituent  les  res- 
sources principales  de  la  partie  du  Calcul  intégral  dont 
nous  nous  occupons. 

Soit /"(xjffo:  une  difTérentielle  donnée;  si  l'on  prend 
une  nouvelle  variable  indépendante  t  liée  à  x  par  une 
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équation  telle  que 

(l)  CC=fD't'^, 

on  aura 

dxz=z  o'  [t]  dt^ 
et,  par  conséquent, 

f[x)  dx  =/[o  [?;,!]  i  [t]dt  =  ^  [t]  dt  ; 
il  en  résultera 
{2)  \f'x]dx  --  {-bif-dt. 

Si  l'on  sait  intégrer  la  difFérentielle  i|'(f)f?£  et  que  l'on 
ait 


/ 


^[t)dt=i'^[t]  -hconsl.. 


on  aura  aussi 

1/(a:)f/;r  =  Y(0  -f-const.. 


/^ 


et,  en  remettant  au  lieu  de  t  sa  valeur  exprimée  en  x,  on 

f[x^dxr=Y[x]  -;-  const., 


/> 


F(j:)  étant  une  fonction  connue. 

L'emploi  de  la  méthode  de  substitution  peut  être  très- 
utile,  même  lorsqu'elle  n'a  pas  pour  effet  l'intégration 
de  la  différentielle  donnée;  elle  permet  en  effet,  dans 
un   grand  nombre   de  cas,  de   substituer  à  l'intégrale 

\  f{oc)dx  de  cette  différentielle  une  autre  intégrale  plus 

simple  I  '^(^t)dt. 

Supposons  qu'on  veuille  prendre  l'intégrale  de  la  dif- 
férentielle f{x)  dx  de  manière  qu'elle  s'annule   pour 
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x=  Xo',  alors  l'intégrale  de  la  difTérentielle  égale  ^[t)dt 
devra  être  prise  aussi  de  manière  qu'elle  s'annule  pour 
ia  même  valeur  de  x.  Par  conséquent,  si  to  désigne  la 
valeur  qu'il  faut  donner  à  t  pour  que  x  se  réduise  à  Xq, 
on  aura 


/ 


417.  Exemples.  • —  i°  Considérons  d'abord  l'intégrale 

[ax -i-  b)"'-dx.  Posons 


t—hdt 

ace  -\-  b  =■  t^      a:  =:  — 9       dx  =  —  • 

a  a 


il  viendra 


[ax  -^  b\"'dx  =  -    I  t"'dt= . , ;-  const., 

aj  [m-'r-i)a 


OU 


/' 


ax  -h  h]"'-dx  =  ^^ — , —, h  const. 


m  -;-  I 


r          dx 
2°    Soit    en   second    lieu   l'intégrale    |  — ^ 


px-,-fJ 

p  et  q  étant  des    quantités  données,  telles  que  l'on  ait 
p'  —  4^  <Co-  S^  ^'o'^  pose 


il  viendra 

r      dx        _       I        r  dt 

or  ou  a 

dt 

arc  tang  t  m-  const.  ; 


/ 


r^-t-  I 
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donc 


I  -i = ; :=•  arc  tang 


X^^ 


sj^-'i       sj^-'i 


--  const. 


Intégration  des   différentielles  rationnelles. 

418.  L'étude  des  différentielles  algébriques  va  d'abord 
nous  occuper,  mais  cette  étude  doit  êti-e  bornée  ici  aux 
cas  les  plus  simples;  nous  considérerons  en  premier  lieu 
les  diflérentielles  rationnelles. 

?{x) 

Toute  fonction  rationnelle  — — r  de  la  variable  x  est 

décomposable  (n°  392)  en  une  partie  entière  qui  peut 
être  nulle,  et  en  diverses  fractions  simples  ayant  pour 
numérateurs  des  constantes  et  pour  dénominateurs  les 
puissances  des  binômes  linéaires  par  lesquelles  le  déno- 
minateur y(x)  est  divisible.  Ainsi,  en  supposant 


'    Ff.r) 

A  ,  A,  ,  ,      A,_, 


[x  —  aY        (.r  — a)"-' 


X  —  a 


(x—  b    S~^  [x—br—'  "^'  ■  •~^  a:~b 


^1  .       -Lv.-i 


\  '  (-^  —  0^     (•^  —  0^"*      •  '  '  .r~r 

A,  A, ,  . . . ,   B,  . . . ,  L,  . .  . ,  rto,   rt) , .  . .  étant  des  coeffî- 

S.  —  Cale.  ini.  2 
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cients  constants.  Or  on  a 

X 


f 


y-d:::  z= ]-  const.; 


on  a  aussi,  quand  fx  est  diffcrent  de  i, 
dx  I 


/i 


-;-  const. 


sr 


a  —  1 1  .  X 


et,  dans  le  cas  de  |ui  =  i, 
dx 


/.. 


=r  log  (.r  —  g- ^  -1-  const. 


si  donc  on  intègre  les  deux  membres  de  la  formule  [\ ,, 
après  les  avoir  multipliés  par  dx,  il  viendra 

^  '  "^  '  r/x  =  -^"-  x"'+'  H-   -  .t"'  -t-  .  .  .  -r-  '-^^^^  .r*  -!-  rt,„  j:  -I-  conSt. 
m  ~T  \  m  2 

-1-  Aa-ilog^-îJ  — a) 


ÇYix 


a  —  I    Nr  —  «  ■''  —  « 


—  \]\  X  —  b  i^-~^         '  '  '       X  —  h 


V    -(X —  -i-  Bs_Jog  [x  —  b) 

de  cette  formule  résulte  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  L'intégrale  d' une  différentielle  ration- 
nelle est  toujours  exprimable  par  des  Jonctions  algé- 
briques et  logarithnii(fues. 

Conditions  pour  que  l'intégrale  d'une  différentielle 
rationnelle  soit  algébrique. 

4-19.  Pour  que  l'intégrale  de  la  dill'érenticlle  ration- 
nelle -7—-  dx  soit  algébrique,  il  faut  et  il  suffit  que,  dans 
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Ff.r^ 

le  développement  de  — — -  en  fractions  simples,  il  n'y  ait 

J  y  '  ] 

aucun  terme  dont  le  dénominateur  soit  du  premier  de- 
gré. Ces  conditions  pour  qu'il  ea  soit  ainsi  sont,  en  con- 
servant les  notations  du  numéro  précédent, 

A.a_i  =  o,     Bg_i  =  o,     C.^_i  =  o,    .... 

Gela  exige  d'abord  que  le  polynôme /"(x)  ne  contienne 
aucun  facteur  linéaire  simple.  Nous  avons  vu,  aun°398, 
qu'en  posant 


Aa-l  =  

1.2.  ..^ 


-j — r  dx  soit  algébriqi 
donc 


quelles  que  soient  les  quantités  «,  b.  .     .  .  c,  réelles  ou 
imaginaires. 

Ces  conditions  sont  en  même  nombre  que  les  racines 
a,  h^  . . . ,  l\  mais,  si  le  degré  de  F(x)  est  inférieur  de 
deux  unités  au  moins  à  celui  dey(jr),  l'une  d'elles  sera 
comprise  dans  les  autres.  Désignons,  en  effet,  par  m  le 
degré  dey(x),  et  supposons  que  F(x)  soit  au  plus  du 

degré  m  —  2  ;  la  partie  entière  E  (  j:  )  de  — — r  sera  nulle  , 

et  si  l'on  réduit  au  même  dénominateur  toutes  les  frac- 
tions simples,  pour  les  ajouter  et  recomposer  la  fraction 

-~ — f  5  on  voit  sans  peine  que  le  numérateur  de  la  frac- 
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lion  ainsi  obtenue  contiendra  x'"~'   avec  le  coefficient 

Aa-i  -!-  Be_i  -;-...  -!-  L-,.-]. 

Ce  coefficient  doit  être  nul,  puisque  F  (x)  est  du  degré 
ni  —  2  au  plus  ;  on  a  donc 

y"-' (a)      ^      V'-^"\^) ,_      _,_  _  ^^-;;^ (y_  _ 

I.2...(« — l)      '      1.2...^6  — l)       '    ■'•    '       i.5...p,  —  ij~       ' 

et,    par    conséquent,    l'une    des   conditions    pour   que 

-T^ — :  dx  soit  alofébrique  rentrera  dans  les  autres. 

L'équation  précédente  comprend,  comme  cas  particu- 
lier, une  formule  que  nous  avons  établie  au  n°  394. 

jlutre  forme  de  V  intégrale  des  dij/crcntielles 
rationnelles. 

420.   Ce  que  nous  avons  dit  au  n*'  418  est  applicable  à 

une  différentielle  rationnelle   quelconque  -4 — rdx.   Si, 

y;.r) 

parmi  les  racines  de  réquationy(a:^  =  o,  il  v  en  a  qui 
soient  imaginaires,  l'intégralerenfermerades  logarithmes 
imaginaires,  mais  on  pourra  les  remplacer  par  des  arcs 
de  cercle  réels  en  se  servantdcs  formules  que  nous  avons 
établies  au  n"371,  et  l'on  obtiendra  ainsi  un  résultat  dé- 
barrassé d'imaginaires,  pourvu  cependant  que  les  coeffi- 
cients des  polynômes  F  (or)  e\,f[x)  soient  réels.  INIais,  en 

supposant  ce  dernier  cas,  la  fonction  rationnelle  -rj — r  est 

susceptible,  comme  on  l'a  vu  (n°40r),  d'un  mode  de 

décomposition  où  ne  figurent  que  desquantilés  réelles,  et 

il  est  facile  de  procéder  à  l'intégration  en  parlant  de  cette 

décomposition  nouvelle. 

F( r^  .  ■ 

Ici  l'expression  de  -}~<  pourra  contenir  des  termes  de 
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même  forme  qu'au  n°  418  avec  de  nouveaux  termes  de  la 

forme  ^^ -— ^^ — r-»  P  et  O  désiernant  des  coefficients 

.r- —  p X -\- qY  ^         ° 

réels  constants,  et  x-  -J-  px  4-  q  étant  le  produit  des  fac- 
teurs linéaires  qui  répondent  à  deux  racines  imaginaires 
conjuguées  de  réquationy(a7)  =  o.  A  l'égard  des  pre- 
miers termes,  nous  n'avons  rien  à  ajouter  à  ce  que  nous 
avons  dit  plus  haut,  et  nous  avons  à  nous  occuper  seule- 
ment des  intéirrales  de  la  forme 


/; 


Px-;-0 


Par  la  substitution 


^■=-i-\/''"r'' 

l'intégrale  précédente  devient  égale  à 

P  r   ^-^^     _   ^~  2^-^     r dt_ 

or,  tdt  étant  la  moitié  de  la  différentielle  de  ï-  -r-  i ,  on  a, 
si  n  est  >  i , 


J 


tdt  T 

t-~-\Y  2  (/z  —  i)  ^/--T-i]'^~^ 


et,  si  /z  =  I, 


I   -T =  -  loir   t-  ~\]  -V-  const. : 

tout  est  donc  ramené  à  déterminer  l'intégrale 


/^ 


cJt^ 

^t  -,-ij 
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En  introcluisanl  au  numérateur  de  la  différentielle  le 
facteur  [t- -\~  i   — t-,  il  vient 

on  a  ensuite 

/f-dt      __  r    r      o.tdt 
[t'-^x)--lj'  [t^  +  iY 

et 

l' intégration  par  parties  donnera  donc 

r   t^dt  _     t I       ç     dt 

au  moyen  de  quoi  l'on  aura 
r       dt       _        i  t  2/î  — 3    r dt^ 

j  [F+Tj"  ~  Vir^^  (Tm^^i)"-'  "^  2«  — 2  J  (T'+TV'-' ° 

On  aura  de  même,  en  écrivant  n  —  i,  n  —  2,   .,.,  2  au 
lieu  de  //, 

r     dt      _     I  t       _  2«— 5  r dt 

•) 

/*    </^     _  1     t       i  r  dt 

J    1  i-  -f-  I  )2  ""  2  ^'-t-I   '■'  2  J    ^-  -hT* 

Si  l'on  ajoute  les  n  —  i  équations  précédentes,  après  les 
avoir  multipliées  respectivement  parles  facteurs 

2  //  —  3  (  2  «  —  3  )  1  2  «  —  51 


2/î  —  2  (2«  — 2)  (2//  —  4] 
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viendra 


r     dt     _  r_  I t 


2/?  —  3 
(2«  —  2j^2«— 4)    (ï^H-l)" 

12 

"zn  —  3    f  2«  —  5      .1 


n  —  3)...^        t      1 


arctang^-f-  consi. 


à  cause  de 


Si  donc  on  ne  veut  introduire  que  des  quantités  réelles 
dans  l'intégrale  d'une  différentielle  rationnelle,  on  devra 
dire  que  cette  intégrale  est  exprimable  par  des  fonctions 
algébriques,  logarithmiques  et  circulaires . 

Des  dij/érentielles  algébriques  qui  ne  renferment  pas 
d' autres  irrationnelles  que  des  puissances  fraction- 
naires de  la  variable. 

421 .  Nous  allons  examiner  les  cas  principaux  dans  les- 
quels une  différentielle  algébrique  irrationnelle/^(x)  dx 
peut  être  ramenée  à  la  forme  rationnelle  par  un  chan- 
gement de  variable. 

La  réduction  dont  il  s'agit  s'obtient  immédiatement 
quand  la  fonctionnel x)  est  une  fonction  rationnelle  de 
puissances  entières  et  de  puissances  fractionnaires  de  x\ 
dans  ce  cas,  si  l'on  désigne  par  m  un  entier  divisible  par 
les  dénominateurs  des  exposants  dexdansy^(x),  il  suffira 

de  poser 

.T.  =  t"' ,     dx  —  mf"  -  '  dt. 
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et  l'on  aura 

f[x)dx  =  mf[  t'"  )?'"-'  dt , 

ce  qui  est  bien  une  différentielle  rationnelle. 

Une  transformation  semblable  opère  la  réduction  de- 
mandée quandy(x)  est  une  fonction  rationnelle  de  x  et 
de  puissances  fractionnaires  d'un  binôme  du  premier 
degré  ax  -\-  h.  Si  m  désigne  un  entier  divisible  par  les 
dénominateurs  des  exposants  de  ces  puissances,  on  posera 

t'"  —  h  .  m 


a.T  H-  h  .-=  t"\      .T  =z ,       dx  =  --  l 


m-l 


et,  après  la  substitution,  on  aura 

/  ^  X  I  d.T  =  y  ,  «  )  dt, 

(f{t)  désignant  une  fonction  rationnelle. 

422.   Exemple.  —  Considérons  la  différentielle 

I  --  i'.r. 
I  ~  \/x 

en  posant 

x--^t'^,      dx=zGt^dt^ 
elle  devient 

6     (It  —  6  [  t^  —  t'  -ï- 1^  -^  i-  ~  t  —  i]  -T-  -, -1 ; 

t-  + 1  '       i--i- 1       t-  -r  I 

on  a  ensuite,  en  intégrant, 


/ 


^^ dx  =  -  f  —  -  r -I-  -r  -h  Q.t^~  3(-  —  6t 

I  H-  V^-r  7  5  ^• 

-t-  '3  li)g  [t^  -j-  i)  -r-  Gare  tang^  -h-  const., 


ou,  en  remettant  au  lieu  de  /  sa  valeur  x^, 


f 


I  ->-  V'-  ,       6-PGf3^  ■lo-T/'l 
^rr^  dx  =  -  .r."  —-zx"  -r-r-*  -{- -y.x'  — 3jr'  — 6.r* 


31i)y^x^  -l-i  j-l- Gare  taiig./-'' 


cuiist. 
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Des  différentielles  algébriques  qui  ne  renferinenl  pas 
d'autres  irrationnelles  que  la  racine  carrée  d' un  po- 
lynôme du  deuxième  darré. 

423.  Le  cas  que  nous  avons  ici  en  vue  est  celui  d'une 
différentielle  de  la  foi-me 

F  (or,  X)  d.v, 

X  désignant  la  racine  carrée  d'un  trinôme  du  deuxième 
degré  en  X,  et  F(a7,X)  étant  une  fonction   rationnelle 
Je  :c  et  de  X 
Soit 


si  le  coefficient  c  est  nul,  pour  rendre  rationnelle  la  dif- 
férentielle proposée,  il  suffira  de  poser  (n°421) 

2 
a  --  bx  --^  t^^       d.r  =z  —  tdt. 
b 

Supposons  donc  c  différent  de  zéro;  comme  on  peut 
faire  sortir  du  radical  un  facteur  numérique  égal  à  la 
racine  carrée  de  la  valeur  absolue  de  c,  il  est  évidenL 
que  nous  pouvons  poser 


X  =  v'«  -1-  h.r  ii_  X-  . 

Il  convient  d'examiner  séparément  le  cas  où  x-  est  pré- 
cédé du  signe  -i-  sous  le  radical  et  le  cas  où  ce  carré  est 
précédé  du  signe  — . 
Soit  d'abord 

X  =  y  ■'  -'^  /■'■■''  -f  •■'■''  o 

Première  transformation.  —  Pour  rendre  rationnelle 
la  différentielle  donnée,  on  peut  poserX  =  fz!zx,  t  étant 
une  nouvelle  variable;  nous  ferons,  par  exemple, 

X  =  /  — .r; 
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en  élevant  au  carré,  il  vient 

a  -',-  b.r  -r_-  t-  —  2 t.x.^ 

d'où 

/-  —  a        ^^        t-  -•-  ht  -!-  a  ^l t"^  -•-  ht  -^  a'\    ^ 

•Jt    .-h  It  ~  b  ^1t  -.-  bf 

et  la  substitution  de  ces  valeurs  donnera 

F^r,  X    dx  zz:z  ^[j)  dt, 
^(î)  désignant  une  fonction  rationnelle  de  t. 

Deuxième  transformation.  —  On  peut  encore  em- 
ployer la  transformation 

X  "-~  y  a  -i-  ta:; 

mais,  si  a  et  h  sont  des  quantités  réelles  et  qu'on  veuille 
éviter  l'emploi  des  imaginaires,  cette  transformation  ne 
convient  qu'au  cas  où  a  est  positif.  En  élevant  au  carré 
la  précédente  équation,  il  vient 


d'où 


b  -T-  .t:  ^-  1 1  \j  a  -'r-  /-.r, 
T-t  ^la  —  h  t"^  Ja  —  Af  ^-  \ln 


i  —  f  i  —  t- 

^'  t-  \  n  —  ht  --  s^ld] 
dx  rrr: dt'. 

et  la  substitution  de  ces  valeurs  donnera  encore 

Y{a:,X)dx  =  <i>{t)dt, 
<î>(<)  étant  une  fonction  rationnelle. 

Troisième  transformation. — La  transformation  qu'il 
nous  reste  à  indiquer  est  réelle  lorsque  l'équation  X-  =  o 
a  ses  racines  réelles,  ce  qui  a  toujours  lieu  quand  a  est 
négatif.  Soient  donc  Xo  et  Xi  les  racines  de  l'équation 
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X^  nzr.  o,  en  sorte  que 


on  posera,  en  désignant  par  t  une  nouvelle  variable. 

X  =--   [.T Xq]  t, 

ou,  en  élevant  au  carré, 
ce  qui  donnera 

^i  —  -^oi-         V  (--^i  —  -ro  W  2  fx,  —  .7-0 )  fdt 


1  —  t'  \-~  f'  [I  —  t'y 

et,  après  la  substitution  de  ces  valeurs,  on  aura  encore 

F(x,  X)rt.r--^  ^{t)  dty 

^{t)  étant  une  fonction  rationnelle. 

424.  Exemple.  —  i°   Supposons  que  l'on  demande 
d'intégrer  la  différentielle 

dx  dx 

■^         ^a  -i-  hx  -+-  X' 

la  première  transformation  donnera 

ou,  en  remettant  au  lieu  de  t  sa  valeur  jc  H-X, 
dx 


I 


—  :=  log  !  X  -i :-  \]a  -\-  bx  -f-  x^  j  -f-  const. 

\ja  -i-  b  X  -^  x^  V  ^ 


2°  Supposons  qu'on  demande  d'intégrer  la  différen 
tielle 


"K-dx  :r=  Ja  -i-   bx  -r-  X^  dx\ 
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la  première  transformation  donnera 


I  ,       ùy~     I  /      i^\ ,    /      b\     i  (       ù'Y       I 

^=  77  I  ^  H —     H-  -    rt ,-  ]\o>r{  t  -{ —    —  -\a , — r  -:-  const. 


^  «— 7- 

d'ailleurs  les  quantités  «-|-- et  — -~-  ont  respectivement 


poiir  valeurs  x  -\ hX  et  —  x hX;ona  donc 

'  2  2 


/Jn  -î-  bx  -r-  X-  d.T.  z=  —  {  .r  -4 )  Ja  -i-  b  x  -i-  x^ 
2   \             2/   ' 

H (a ^-\  log  I  X  H \-  \la  -h  b.r  -f-  .rM  -f-  COnst. 

Il  faut  remarquer  qu'on  peut  ramener  l'intégrale  pro- 
posée à  celle  du  premier  exemple,  en  faisant  usage  de 
l'intégration  par  parties.  On  a  effectivement,  en  appli- 
quant ce  procédé, 

r  —  1       x^  ~  ~x 

I    V  ■'  "i"  b.r^rX^  dx::=X  \J  a  -:-  l.r--x'  —      f       —  dx  \ 

J  t/      \Jn-k-bx-it-x* 

d'ailleurs 


r ?       r  " 

I    \  Il  -^  h  r  ^  .r^  dx  =z    1    -^ 


a  -A-  hx  +  x^ 


-H  bx  -h  j:* 
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et,  en  ajoutant  cette  formule  à  la  précédente,  il  vient 

■     /"•  b 


-\-bx-\-x-dx=:x\ia-,-bx+x--^-    J     —  ■  <7.r; 


la  partie  sous  le  signe    j    du  second  membre  de  cette 
nouvelle  formule  est  égale  à  la  somme 

\  ^  !  J  sja^bœ-^  x^-        "^  J     ^ a -\- b x -^  x"- 

la  première  partie  est  connue  par  l'exemple  I,  et  la  se- 
conde partie  a  évidemment  pour  valeur  -  <^a-\-hx-\-  x-  ; 

on  retrouve  ainsi  le  résultat  déjà  obtenu. 
3**  Soit  encore  la  différentielle 

(a  — '-  §x)dx 


s/a  -r-  bx  -i-  .V- 

qui  se  rencontre  fréquemment  et  dont  l'intégrale  se 
déduit  immédiatement  des  calculs  que  nous  venons  d'exé- 
cuter. On  a 

/     ^  è\ 
[ci-h  €x)dx        f  bè\  dx  \        '    2 


\a-^bx-{-x-       \  "^J^a-T-bx-^-x^  \l  a -t- b  x -r- x^ 

et,  en  intégrant, 

r         rj.^.^x]dx  (  bP.\^  (  b  , \ 

J   ^^a-hbx-k-x'       \  -^    J  \         "2-  ) 

-t-  6  \la  -\-  bx  -\-  x^-  -+-  const. 

42o.   Considérons  maintenant  le  cas  où  l'on  a 


X  =  sjci  -t-  bx  —  J,- . 
Pour  ramener  la  différentielle  F(x,  X)^x  à  la  forme 
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rationnelle,  on  peut  employer  la  deuxième  ou  la  troi- 
sième transformation  du  n"  423,  lorsque  a  est  positif. 
Dans  le  cas  de  a  <^  o,  on  devra  se  borner  à  la  troisième 
transformation,  si  Ton  ne  veut  introduire  que  des  quan- 
tités réelles. 

1°  Supposons  a  ^:-  o,  on  fera 


X: 

= 

v/« 

-i-  tx. 

et. 

,  en 

clev 

ant  au 

carré, 
b  —  x 

:  1t 

\Ja  -f- 

t'X, 

d'. 

où 

X 

b- 

-  it  \ja 

■> 

X: 

^v^ 

-^bt 

I    -T- 

f« 

t^fa 

I 

-f-  t- 

^^ 

.    r% 

si  a  -+- 

ht- 

e-sja 

rJi. 

la  substitution  de  ces  valeurs  donnera 

F(j:,  X)<ix  — «ï-î^jf/;, 

4>(f)  étant  une  fonction  rationnelle. 

2*'  Quelle  que  soit  la  constante  «,  TéquaiTon  X^^:  o 
a  toujours  ses  racines  réelles;  car  autrement  l'expres- 
sion X  serait  imaginaire.  Nous  n'excluons  pas  ce  cas  de 
notre  analyse  ;  mais,  comme  la  fonction  X  est  alors  égale 
à  y' —  I  y' — a  —  bx  --  x- ,  on  rentre  dans  le  cas  du  n° 423. 
Désignant  donc  par  Xo,  x^  lesracinesde  l'équation  X^  =0 
et  supposant  Xj  ^  ^r^,  on  aura 


X=i^  ^{X—  Xq)\X^—x]. 

Pour  effectuer  la  transformation  que  nous  avons  en 
vue,  il   faut  poser 
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d'où 

X  Z-- ,         X=::  ;  ax:= j 

\  —  t-  I  -r-t-  ^I   -,-  t-  ^- 

ce  qui  donnera  encore 

F    .r,  X    dx  =;  *    r  dt, 

fl>(0  étant  une  fonction  rationnelle. 

426.  Les  diverses  transformations  que  nous  avons  em- 
ployées permettent  de  résoudre  tous  les  cas  qui  peuvent 
se  présenter;  mais  il  n'est  pas  toujours  nécessaire  d'en 
faire  usage,  et  il  peut  arriver  que  d'autres  transforma- 
lions  conduisent  plus  aisément  au  résultat  demandé. 

Considérons,  par  exemple,  la  différentielle 
dx 


y  V?  — -  bx  — 

on  peut  l'écrire  comme  il  suit  : 

dx 


V 


et  l'on  aperçoit  sans  peine  qu'elle  se  réduira  à  la  forme 
élémentaire =rr:  au  moven  de  la  transformation 

b  /  ^2 


2       V         4 


car 


et 


dx  =:  dti/  a 


b'' 

4 


on  a  donc 

r        dx  r    dt 

I =    I  -^i^z-—  =  arc  sin^  -^  coRst 

J  si  a  -'^  bx  —  x"^        J  \  ^  —  ^' 
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OU 

b 

C  dx  .         "^~2 

J  -  -  =  arc  sm -;-  const. 

/  sja  +  ùx  —  ^-^  /  b^ 

V«  -  4- 

Ce  résultai  permet  d'obtenir  immédiatement  la  valeur 
de  l'intégrale 

r       a  +  e.r 

1    —^- —         ,,  ,   ,  dx, 
J    \J a  -\~  b  X  —  x'^ 

car  cette  intégrale  peut  être  décomjDosée  en  deux  parties, 
savoir  : 

^,_i_^\  f  __^^ e  fl'^~ 

V''         2  y  J    ^/^  _;_  bx  —  x^  J     sja  H-  /». 


c^x 


la  première  partie  est  précisément  l'intégrale  que  nous 
venons  de  déterminer  à  un  facteur  constant  près,  et  la 
seconde  partie  a  pour  valeur  —  6  \ja  -\-hx  —  x'-. 

A^ .   On  peut  encore  ramener  à  la  forme  rationnelle 
une  différentielle  de  la  forme 

F  (vC,    sja  -h  bx ,    s/a  -t-  b'  x)dx, 

F  désignant  une  fonction  rationnelle  des  trois  quantités  x, 
Ja  H-  bx ,  sja'  -h  b' x .  Ce  cas  rentre  effectivement  dans 
celui  que  nous  venons  d'examiner;  car,  si  l'on  fait 

t-  —  'i'  2 

a'  -f-  i  .r  =  /^,       j;  =  — , , —  •>      dx  =    -  tdt. 
b  b 

la  différentielle  proposée  se  réduira  à  la  forme 
*  (  /,  T  j  r//, 

T  désignant  la  racine  carrée  d'nn  j)olynome  du  deuxième 
degré,  et  $  étant  une  fonction  rationnelle. 
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Etude  des  différentielles  algéhric/ues  qui  ne  renferment 
pas  d' autres  irrationnelles  que  la  racine  carrée  d' un 
pol)  7iome  du  troisième  ou  du  quatrième  degré. 

428.  Le  cas  le  plus  simple  des  difTérentJelles  algé- 
briques, après  ceux  que  nous  venons  d'examiner,  est 
celui  d'une  différentielle  de  la  forme 

(i)  dYz=zY  x,l^   d.T, 

X  désignant  la  racine  carrée  d'un  polynôme  du  troisième 
ou  du  quatrième  degré,  et  F(j:,  X)  étant  une  fonction 
rationnelle  de  x  et  de  X.  Les  intégrales  des  différen- 
tielles algébriques  que  nous  avons  considérées  dans  les 
numéros  qui  précèdent  sont  exprimables,  comme  on  l'a 
vu,  par  des  fonctions  algébriques,  logarithmiques  et  cir- 
culaires; il  n'en  est  plus  ainsi,  en  général,  à  l'égard  de 
la  différentielle  d\  dont  nous  allons  nous  occuper.  De 
l'étude  que  nous  allons  faire  résultera  la  nécessité  d'in- 
troduire dans  l'analyse  trois  éléments  nouveaux  auxquels 
Legendre  a  donné  le  nom  de  fonctions  elliptiques,  et 
alors  l'intégrale  V  sera  exprimable  par  les  fonctions  algé- 
briques, logarithmiques,  circulaires  et  elliptiques. 
Soit 


[  2  ]  X  =  y'  X  -T-  o  .i"  -r-  y  .i  -  -T-  o.c'  -1-  £  .c*  ; 

on  doit  supposer  que  le  polynôme  qui  figure  sous  le  ra- 
dical de  cette  formule  n'a  pas  de  facteurs  linéaires  mul- 
tiples, car  autrement  la  différentielle  dW  appartiendrait 
à  la  classe  de  celles  dont  nous  nous  sommes  occupé  aux 
n°^  423  et  42o,  et  l'intégrale  \  serait  exprimable  parles 
seules  fonctions  algébriques,  logarithmiques  et  circu- 
laires; ainsi,  en  particulier,  les  coefficients  <?  et  î  ne 
peuvent  être  nuls  tous  deux,  mais  on  peut  avoir  z  =  o. 

S.  —  Cale.  iuc.  3 
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Il  convient  de  chercher  dabord  à  simplifier  l'expres- 
sion de  la  différentielle <^V;  nous  allons  démontrer  que, 
si  les  constantes  qu'elle  renferme  sont  réelles,  on  peut 
toujours,  au  moyen  d'une  substitution  linéaire  et  réellcj 

3  X  = 5 

^  '  l-i- 1 

lui  donner  la  forme 

d\  =  ^[t,  T)dt, 

T  désignant  un  radical  de  la  forme 


dans  lequel  1  et  f/  sont  des  constantes  réelles,  et$  étant 
une  fonction  rationnelle  de  t  et  de  T. 

429.  Supposons  d'abord  que  e  ne  soit  pas  nul;  le  po- 
lynôme qui  figure  sous  le  radical  de  la  formule  (2)  peut 
toujours  être  décomposé  en  deux  facteurs  réels  du 
deuxième  degré,  et,  en  conséquence,  on  peut  écrire 

(4)  X  =  Ve  U  —  2^-x  -i~  x'  ]  (/'  —ig'x-^  x-^]. 

Cela  étant,  on  a,  par  la  sid^stitution  (3), 


/  — 25  x-t-x2  = 

en  faisant,  pour  ajjrégcr, 

/  F  :, ,/_  2^,^  -4-  p\  F'  -^f  -  2  s'p  -I-  p\ 

(5)  <  G   -~f-^ë[p-^'i-PQ'  ^  ^^ -/' -*- s' [p - q.—pi> 


H   --/—  Igq  -f-  q'.  H'  --.f  —  Ig'  q  H-  q\ 

et  si  l'on  pose  en  outre 
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on  aura 


d'ailleurs  la  formule  (3)  donne 


la  difTérentlelle  c^V  deviendra  donc,  par  notre   substi- 
tution, 

(9)  dV  —  ^  t,T\it. 

<î>  étant  une  fonction  rationnelle,  et  ainsi  elle  conserve 
sa  forme  primitive. 

Mais  nous  avons  introduit  deux  indéterminées  p  et  q. 
dont  nous  pouvons  disposer  pour  faire  disparaître  les 
puissances  impaires  de  t  sous  le  radical  de  la  formule  (6); 
il  suffit  effectivement  de  poser  G=o,  G'=o,  c'est-à- 
dire,  à  cause  des  formules  (5), 

f  —  g  [p  -T  -hpq  =  o, 
f  —  S'ip-r-'l  -i-pq  =  o. 
On  lire  de  là 

(10) 


P9 


0    " 

-f 

"  0 

fs 

—  -/■' 

)U1S 


J'  fa-  f  —   2<ra-"|2_  il  f—    ,r^-]   (f  —   o-'^A 
(il)     n  —  r,  =  ^I^ZJTZ f^^J ±Sf^ ?_LiZ .0  . 

O  O 

Ecartant  le  cas  de  g^=g',  sur  lequel  nous  reviendrons 
tout  à  l'heure,  on  voit  que  la  formule  (i  i)  détermine, 
avec  la  première  des  formules  (10),  les  coefficients  p  et  q 
de  la  substitution.  Il  faut  prouver  qu'on  peut  toujours 
faire  en  sorte  que  ces  coefficients  soient  réels. 

3. 
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Désignons  par  a,  b,  c,  d  les  quatre  racines  de  l'équa- 
tion  X-=:0,    et  posons  y  =:rt^,   S  ^^    —    — '    f  ^^  ^^^^ 

c  -X-  (J 

g' ^=  — —  •  riemplaçonsy,  g,./',  ^'parleurs valeurs  dans 

l'expression  de  p  —  f/,  on  reconnaît  que  la  quantité 
placée  sous  le  radical  s'annule  pour  a  =^  c  ou  a  =  cl ,  et 
de  mcme  pour  b  z~  c  o\xb  ^=  d]  il  en  résulte  que  l'on  a 


\l[a  —  c)  [a  —  d)  [b  —  c] 
p  — 7  =  2    — 


a  -',-  h  —  c  —  d 
Si  les  quatre  racines  sont  réelles,  on  supposera 
a~^  h'^  c'^  d. 

Si  deux  racines  sont  réelles  et  deux  imaginaires,  on 
prendra  pour  a  et  pour  b  les  deux  racines  réelles;  les 
deux  facteurs  a  —  c,  a  —  d,  étant  conjugués,  ont  un 
produit  réel  ;  il  en  est  de  même  des  facteurs  b  —  c, 
b  —  d. 

Si  les  quatre  racines  sont  imaginaires,  on  supposera 
que  a  cl  b  sont  deux  racines  conjuguées.  Les  deux  fac- 
teurs a  —  b,  b  —  d  seront  conjugués  et  de  môme  les 
facteurs  a  —  r/,  b  —  c. 

Dans  le  cas  de  g'=g,  on  résout  immédiatement  le 
problème  proposé  en  posant 

Remarquons,  enfin,  que  les  formules  (7)  et  (8)  donnent 

par  la  division 

d.r  dt 

X  ="^- t' 

V  désignant  une  constante  déterminée. 

430.  11  nous  resle  à  examiner  le  cas  de  e  =  o.  Alors  le 
polynôme  qui  figure  sous  le  radical  de  la  formule  (1)  est 
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décomposable  en  deux  facteurs  réels,   l'un  du  premier 
degré,  l'autre  du  deuxième  degré.  On  a 


et,  par  la  substitution  (3),  il  vient 

,       F-  2Gf-i-ïl/* 

F,  G,  H  avant  les  valeurs  données  par  les  formules  (5). 
Les  formules  (6)  et  (y)  subsistent  donc  dans  ce  cas, 
pourvu  que  l'on  écrive  —  §  an  lieu  de  e,  et  la  première 
puissance  de  t  disparaîtra  de  chaque  facteur  placé  sous 
le  radical,  si  l'on  a  0=:  o,  G'=  o,  c'est-à-dire 

— — ^=1,     —J-:~  g  ,p  -.-  q  ~  pq  =  o] 

on  tire  de  là 

P  ^~  Q  r 

-— —  =a,      pq  =  ^ga—J 

et 


'— —  =  v''^'  —  ^g(i  -f-/  =  Vl"  —  ^1  l«  —  c). 

^etc  désignant  les  deux  racines  du  trinôme  x- — ifx-'-g. 
Si  les  racines  b  et  csont  réelles,  on  prendra  pour  a  laplus 
grande  ou  la  plus  petite  des  trois  racines  dupoljnôme  X-, 
Si  ^  et  c  sont  imaginaires,  le  produit  des  facteurs  con- 
jugués a  —  h,  a  —  c  est  positif. 

431.   La  fonction  rationnelle  4>  (f,  T)  peut  être  mise 
sous  la  forme 

M'  +  Ps'/'' 
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M,  N,  M',  N'  étant  des  fonctions  entières  de  «^  et  de  T, 
et,  en  multipliant  les  deux  termes  de  cette  expression 
par  M' — N'z,  on  lui  donnera  la  forme 

P  — Q^ 

P  et  Q  étant  des  fonctions  rationnelles  de  f^  et  de  T. 
Ainsi  la  difTérenticlle  proposée  dY  sera 

dW  =  9dt  -:-  Ç)tdt. 

Mais  si  l'on   fait  u  :^  t"^,  du  =  2tdt,  le  terme  Qtdt  se 

réduira  à  -  O  du,  O  élanl  une  fonction  rationnelle  de  u 

et  de  la  racine  carrée  d'un  trinôme  du  deuxième  degjré; 
par  conséquent  l'intégrale  de  la  différentielle  Qtdt  est 
exprimable,  d'après  ce  qui  a  été  établi  précédemment, 
par  les  fonctions  algébriques,  logarithmiques  et  circu- 
laires. 

Quant  à  la  partie  Pdt,  elle  est  évidemment  de  la  forme 

N  -  " 

M-^NT     ,  T   , 

Âr=~N^^'  ou    --i,i>-'^ 


M,  N,   M',  N'  étant   des   fonctions  entières  de  t-,  et,  si 

M' 
T 


M' 
l'on  multiplie  les  deux  termes  par  j\' —       ■>  on  aur? 


Fdt  =■;>/■    d(  ->,-f[t^]  --, 

v|/(^-)  et  c>(^-)  étant  des  fonctions  rationnelles  de  ^-.  La 
différentielle  ^  {l^)dt  est  rationnelle,  et  en  conséquence 
son  intégrale  est  algébrique,  logarithmique  et  circulaire; 
si  donc  on  fait 
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l'intégrale  V  sera  exprimable  par  les  fonctions  algé- 
briques, logarithmiques  et  circulaires,  jointes  aux  élé- 
ments nouveaux  que  peut  contenir  l'intégrale  U. 

432.  Transformation  du  radical  T.  —  La  question 
que  nous  nous  sommes  proposée  est  ramenée,  d'après  ce 
qui  précède,  à  l'étude  des  différentielles  de  la  forme 

^(t-)  est  une  fonction  rationnelle  de  t-,  et  T  représente 
un  radical  qui  a  Tune  des  cinq  foi^mes  suivantes  : 


I" 

T  =  s/-  i'-rf-'f]^ 

2° 

T==\/-  j'-p'   i'-<r), 

3° 

T- V--  /'^-/-  J'-r], 

40 

T  =  \/-/'  +  /^'; /'-?'). 

5° 

'i  =  s/-h(t'-^p']ir--hq'). 

oh  p  et  q  sont  des  quantités  réelles  données;  nous  ex- 
cluons l'hypothèse  de 


parce  qu'elle  répond  à  une  valeur  imaginaire  de  r/U; 
d'ailleurs  ce  cas  se  ramène  au  cinquième  de  ceux  que 
nous  avons  énumérés,  en  écrivant  JU  y — 1  au  lieu 
de^U. 

Dans  les  cinq  cas  que  nous  avons  à  examiner,  le  radical 
peut  être  ramené  à  une  même  forme  par  un  changement 
de  variable  ;  la  forme  que  nous  adoptons  n'est  pas  la 
seule  que  Ton  puisse  choisir,  mais  elle  est  la  plus  com- 
mode et  la  plus  fréquemment  employée. 

I"  Considérons  d'abord  le  premier  cas;  supposons,  ce 
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qui  est  permis,  p-<^  q-,  et  posons 
^:  =  '!'; 

'7" 
pour  que  le  radical  T  reste  réel,  il  faut  que  l'on  ait 

e  <  p^     ou     (■'  >  q\ 
Si  /-  est  <Cp')  nous  poserons 


et  l'o 


n  aura 


d'où 


Si  f^  est  ^  q-,  on  posera 

/  =  i ,     d{  =  —  i—  : 
il  en  résultera 


-  î 


T:=i^.ii-.^\i,-/.\,^), 


X 


et  Ton  aura  pour   ~  la  même  valeur  que  dans  riiypothèsc 

précédente,  à  cause  derambiguïtédu  signe  des  radicaux. 
2°  Nous  pouvons  encore,  dans  le  deuxième  cas,  sup- 
poser p-<^q-,  et  nous  poserons 

9'  —  r    _^; 


Il  faut,  pour  la  réalité  du  radical  T,  que  l-  reste  com- 
pris entre  yy^  et  </-;  nous  emploierons  la  substitution 
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qui  donnera 


,         ,,  .rdx  _         ,,    „        r 

et,  par  suite, 

dt         I  dx 


?  yl[l  —  .T^)[l  —  Px^ 


3°  Dans  le  troisième  cas,  la  réalité  du  radical  T  exige 
que  t-  soit  ^  q  ;  nous  ferons 


p-  -,-  V- 
et  nous  emploierons  la  substitution 

r 


t-  — 

. 

^  5 

I   - 

-  X' 

qui  donnera 

dt  = 

q  nr  d.r 

-    y  5 

T  = 

pq   .T  \Jï —  k'^x'^  ^ 
~    k          l~x^        ' 

d'où  résulte 

^//^            /^- 

dx 

'f        p  \j[i  —  x^j<^\  —  k-^x'^] 

4°  Dans  le  quatrième  cas,  on  doit  avoir  t'^<^q~  pour 
la  réalité  du  radical  T;  nous  poserons 


p-  -^  T 
et  nous  emploierons  la  substitution 

t'  —  q^il  —  X'], 

qui  donnera 

dt=:q-^^-,      T:=f-X\fT^Px^ 


l  —  X^ 


k 
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d'où  l'on  conclut 

àt         k  fJx 


5°  Enfin,  dans  le  cinquième  cas,  le  radical  T  est  tou- 
jours réel;  nous  supposerons yy^^  ^^2  ç^  j^^ug  ferons 

<r  —  w^ 
Ensuite  nous  emploierons  la  substitution 


— ;? 


qui  donne 


dt  =  ~^Él—.     T— -^^^^^ 


-pq 


[i-x-y 
et  nous  aurons 


dt       I  dx 


On  voit,  en  résumé,  que  si  l'on  pose 


h^  désignant  une  quantité  positive  inférieure  à  l'unité,  le 
dt 


rapport  —  est  égal,  dans  chacun  des  cinq  cas  que  noiis 


•     ,  dx         ,  .    1-  , 

avons  examines,  au  rapport  —  multq^lic   par  une  con- 

stante.  D'ailleurs,  dans  les  diverses  transformations  que 
nous  avons  employées,  le  carré  t^  est  exprimé  par  une 
fonction  rationnelle  du  carré  x"^  de  la  nouvelle  variable  j:: 
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donc  la  diflférentielle  dlJ  se  trouve  ramenée  à  la  forme 

f[x-)  étant  une  fonction  rationnelle  de  x^. 

433.  La  fonction  /(.r-  )  peut  être  décomposée  en  une 
partie  entière  et  en  diverses  fractions  simples  ayant  pour 
numérateurs  des  constantes  et  pour  dénominateurs  des 
puissances  entières  d'un  binôme  formé  par  l'addition  de 
x"^  et  d'une  constante.  Lorsque  cette  constante  est  nulle, 
la  fraction  simple  correspondante  se  réduit  au  produit 
d'une  constante  par  une  puissance  entière  et  négative 
de  X-;  donc  chaque  terme  àe  f[x^)  sera  de  l'une  ou  de 
l'autre  des  deux  formes 


en  faisant  abstraction  du  coefficient  et  en  désignant  par  n 
ime  constante,  par  p.  et  v  deux  entiers  dont  le  premier 
peut  être  nul  ou  négatif. 
Si  donc  on  pose 

l'intégrale  U  sera  une  somme  de  termes  qui  s'obtiendront 
enmultipliantpar  des  coefficients  constants  des  fonctions 
du  genre  Yj^  ou  Z,  ;  il  nous  reste  à  étudier  ces  fonctions. 
Considérons  d'abord  les  intégrales  Y^.  On  a 

X^  =  1^  1  —  -^'^ )  (  '  —  X--.i'- ), 


d'où 


dx 


J7"J*         ClJC 

en  multipliant  cette  formule  par  — — et  en  prenant 
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ensuite  l'intégrale  de  chaque  membre,  on  obtient 

2  /^^  Y.  -  (  I  -:-  F-  Y„_i  ^  Çx'--^-^  —  dx. 
'  J  ^-^ 

Or  l'intcgralion  par  parties  donne 

d'ailleurs 

dx 


dx 


donc  on  a 

(o.p  —  i)  /,2Y^  —  (2f.  -  2)  (i  -^  A-2)  Yj,_, -;-  :2a-  3)  Y^_,  =  x'i^-^X. 

Nous  n'ajoutons  pas  de  constante  au  second  mcml)re, 
parce  que  cliacune  des  intégrales  Y^^  renferme  une  con- 
stante arbitraire.  11  faut  remarquer  que  la  formule  (2) 
aurait  pu  être  trouvée  plus  rapidement  en  différenliant 
le  produit  x-^~^lL  et  en  intégrant  ensuilo  la  différen- 
tielle  obtenue,  mais  la  marche  cjuc  nous  avons  suivie  est 
plus  analytique. 

Si  l'on  fait,  dans  la  formule  (2),  |7.=  2,  3,  4>  •••?  on 
déterminera  successivement 

Y„   Y„   Y,,   ... 

eu  fonction  de  Yo,  Y,  et  de  quanlilés  algébriques.  Si  l'on 
fait  fz  =  I ,  la  formule  (2)  fera  connaître  Y_,  en  fonction 
de  Y,  et  de  quantités  algébriques;  enfin,  si  l'on  y  fait 
^=^0,  — 1,  — 2,  — 3,  ...,  la  même  formule  fera  con- 
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naître  successivement  les  valeurs  de 

Y...,   Y_3,   Y_i.   ..., 

en  fonction  de  Yo,  Y(  et  de  quantités  algébriques.  Ainsi 
la  considération  des  intégrales  ^^^  conduit  seulement  à 
deux  fonctions  élémentaires  nouvellesYo  et  Y,. 

434.  Occupons-nous  maintenant  des  fonctions  Z.,; 
l'indice  y  est  pour  nous  un  entier  positif,  mais  on  doit 
remarquer  que,  si  l'on  attribue  à  ce  nombre  des  valeurs 
négatives,  les  fonctions  Z,  correspondantes  seront  des 
sommes  de  fonctions  Yj^;  par  conséquent,  elles  pourront 
s'exprimer  par  les  fonctions  \o>  Y,  et  les  quantités  algé- 
briques ;  on  a  effectivement 


/(  I  -r-  n  .r-  "  ilx         ,^  V 

■ X =  Y.  +  T"Y.-:-.. 


const. 


Cela  posé,  on  peut  emplover  l'inlégration  par  parties 
pour  obtenir  une  formule  de  réduction  analogue  à  celle 
qui  concerne  les  fonctions  Yj^,  mais  on  arrive  plus 
promptement  au  but  proposé  en  opérant  comme  il  suit. 
Différentions  la  fonction 

rX 

7 — i^^;zî5 

.r  ./'xm 


nous  aurons 


■rX  "I 

1  -,-  n.T-  '^^ } 


[' 


fov-SX^-- 

?. 'A"  1 


I  -f  n.r- 


(Ix 
Y' 


X  d  'K.-i 

ensuite,  si  l'on  ordonne  les  polynômes  X- et  -  — par 

^      "^  "2.      dx     ^ 

rapport  aux  puissances  de  (i  -:-  nx"^),  on  trouvera 

X^  —  J '- -, ^  H-  «  Jr2j   -^    _        ,    _l_  ,2.^2    2_ 


II 

A- 

\      11- 

-'- 

A-; 

n- 

n 

-^ 

n  -f- 

o 

/.* 

•;  it   -^     Il   —r-    '.\  u  n  —  -     n  -\-  L\     W-  2 /i  • 

dx  rd  n-  ^  '  ,,- 
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et  si  l'on  fait,  pour  abréger, 


A  —.  [i-j  —  2] 


n- 

n  [v  -t-  0}  -+-  ''>.n  -!-  3    Z- 


D— (sîv  —  5;  — , 


ir 


on  aura,  par  les  formules  précédentes, 
d\ ^^^- — -1  =  kdZ,  —  B./Z,_i  H-  C^Z^2  —  D./Z_3, 

d'où,  en  intégrant, 

(  4  )        AZ.  —  BZ,_,  4-  CZ,_2  —  DZ,_3  "^"'^ 


Le  coefficient  A  est  nul,  dans  les  deux  cas  de  n  :=^  —  i 
et  de  «  ==  —  A-  ;  alors  on  a 

Br=-(2v-3;;i-A-^)     ou     B  =  -}-(2v— 3)  :î-=^'; 

B  n'est  donc  pas  nul,  puisque  A'^  est  inférieur  à  Tunilé. 
La  formule  (4)  se  réduit  à 

(  5  )  -  BZ,_,  -  -  CZ.  _2  -  DZ._3  = ^^^— i , 

et,  si  Ton  donne  à  v  les  valeurs  2,  3,  4>  •••,  la  formule  (5) 
déterminera  successivement 

Zj,   Zj,  Z3,  .  .  • 

en  fonction  de   quantités  algébriques  et  des  intégrales 
Zq,  Z_,  ou,  si  l'on  veut,  des  intégrales  Yq,  Y,,  puisque 

Zo-    Y„,     Z_j  =  Y„^-«y,. 
Ainsi,  dans  le  cas  où  i  -h  nx-  est  égal  à  l'un  des  facteurs 
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de  X-,  la  considération  des  fonctions  Z^  n'introduit 
aucun  élément  analytique  nouveau. 

Supposons  maintenant  que  n  ne  soit  égal  ni  à  —  i  ni 
à  —  Â-  ;  alors  A  ne  peut  être  nul  que  pour  v  =  i .  Si  l'on 
donne  à  v  les  valeurs  2,  3,  4?  .  .  . ,  la  formule  (4)  déter- 
minera successivement 

^2^      ^3^     ^4'      •    •  • 

en  fonction  de  Z,,  Zg,  Z_,  et  de  quantités  algébriques. 
Or  les  intégrales  Zq,  Z_,  s'expriment,  comme  on  vient  de 
le  dire,  au  moyen  de  Yo  et  Y)  ;  donc  la  considération  des 
fonctions  Z^  n'introduit  qu'un  seul  élément  nouveau  Z(. 
De  la  discussion  que  nous  venons  de  faire  il  résulte 
que  l'intégrale  de  la  différentielle  proposée  s'exprime 
au  moyen  des  fonctions  élémentaires  connues  et  d'inté- 
grales appartenant  à  l'un  des  trois  genres 

Yo,   Y„   Zi. 

Les  intégrales  Y^o?  Y,,  Z(  constituent  effectivement  trois 
éléments  analytiques  nouveaux  irréductibles  entre  eux, 
dans  le  cas  général. 

Des  fonctions  elliptiques. 

4-3o.  Supposons  que  l'on  prenne  les  intégrales  repré- 
sentées, au  numéro  précédent,  par  Yq,  Yi,  Zj,  de  ma- 
nière qu'elles  s'annulent  en  même  temps  que  x,  et  dési- 
gnons-les alors  par  u,  ^',  w,  on  aura 


r  d.T 
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Les  transcendantes  u,  v,  w  sont  d'iies  fonctions  ellip- 
tiques ou  intégrales  elliptiques  de  la  preniihre,  de  la 
deuxième  et  de  la  troisième  espèce. 

Les  fonctions  de  la  première  et  de  la  deuxième  espèce 
renferment  une  constante  h  inférieure  à  l'unité  et  qui 
a  reçu  le  nom  de  module;  la  fonction  de  troisième  es- 
pèce contient  aussi  le  module  k  avec  une  deuxième 
constante  n,  qui  est  dite  le  paramètre.  Nous  avons  vu 
que,  si  le  paramètre  n  est  égal  à  —  i  ou  à  — /:-,  la  fonc- 
tion de  troisième  espèce  est  exprimable  par  les  fonctions 
de  première  et  de  deuxième  espèce  et  par  les  quantités 
algébriques.  On  a  efleclisemcnt,  dans  le  cas  de  /i  =  —  i, 
par  la  formule  (  4  )  du  n°  134, 

(l  —  /c^  )  cr  .-r-  A-    «  —  <'    =  j— -^^ , 

et,  dans  le  cas  de  «  = —  /.-, 


—  li^xyiix  —  x'\\\  —  /■-. 


I  —  k'-x' 

comme  il  est  aisé  de  s'en  assurer  par  la  différentiation. 
43G.  Les  fonctions  elliptiques  se  réduisent  aux  fonc- 


tions circulaires  ou  logarithmiques  dans  les  cas  limites 
où  le  module  devient  égal  à  zéro  ou  à  l'unité. 
Dans  le  cas  de  /c  =  o,  on  a 

_  r""      dx 
Jo    v/  ï  —  -^"^ 

C     x^dr 

r         dx 

J^    (i  H-  nx-)  sji  —  x^ 
la  première  formule  équivaut  à 


u  =  arc  sni.r; 
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quant  aux  fonctions  v  et  w,  leurs  différentielles  peuvent 
être  ramenées  à  la  forme  rationnelle  par  la  méthode  du 
n°  423;  mais  on  peut  aussi  obtenir  leurs  valeurs  de  la 
manière  suivante.  L'intégration  par  parties  donne 

/'  .r^-d.r           r       xd.r  [      

-=  =      X     ^  —  xs^x  —  x"-^    \    V  I  —  ^2  do-, 
\Ji  —  x^      J       s/i  — -r-  J 

et,  en  prenant  les  intégrales  de  manière  qu'elles  s'an- 
nulent avec  X,  on  a 


/ 


•^     J7-  dx 


I  —  x^ 


=  —  ^  y'  I  —  X-  -h  I  dx 


s/«--^  Jo    V^ 


/    v^i"^^ 


l'intégrale  du  second  membre  de  cette  formule  est  égale 
au  —  u;  on  a  donc 


t>=Z J7  y/i 


r 

arc  smx. 


2  2 

La  différentielle  dw  se  réduit  à  la  forme  rationnelle  au 
moyen  de  la  substitution 


on  a 


s/i-ht 
et,  par  suite, 


\/i—x^^ 


t  ,  dt 

dx  =■ 


dw  = 


dt  d  arc  tan^t  \Jx  -\-  n 


donc 


V/" 


X  \l  i  -{-  n 
arc  tans  —  » 


Le  paramètres  étant  supposé  réel,  on  peut  débarrasser 
la  formule  précédente  des  imaginaires  qu'elle  contient 
dans  le  cas  de  1  -\-Ji  négatif,  en  introduisant  des  loga- 
rithmes au  lieu  des  arcs  de  cercle  (n° 372).  D'ailleurs,  on 

s.  —  Caic.  int.  4 


dw  = 
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peut  écrire 

dt  X  {  dt  dt 


I  -4-(l  ■4-«)?-         2  V— 1  — «  \l  -^  /y/— I  — «  \  —  t\i— 

d'où 


—  \  —  n)         i_.tsj—i  —  n      2(  — 1  — «;        y^,_.r2_^^_i_„ 

Les  expressions  précédentes  de  w  sont  illusoires  quand 
n  =  —  I .  Dans  ce  cas,  les  deux  termes  de  la  fraction 


arc  tangï^i  H-  n 

y/i  -t-  « 
s'évanouissent,  et  l'on  a 

iV^=  t       ou        W  =    ^i^^r= 


437.  Dans  le  cas  de  k^=i,  on  a 

Les  différentielles  des  fonctions  u,  p»,  w  sont  ici  ration- 
nelles ;  en  appliquant  à  la  première  la  règle  du  n°418,  on 
trouve 

I  r'  dx       I  r"   d.r      ,      /i-\-x 

2/        \  +  X         1    }        l  — X  Vl  —  •» 

on  a  d'ailleurs  Ju —  dv  =  dx,  d'où 

^  =  102:1/  ^^^^^ X. 

On  a  ensuite 

^I -h  «.r"^)  (1  —  X*)  I -4- /î  \  I  -+- rtx-         I— .r'/ 

et,  par  conséquent, 


I        C     ndx  u 

,— I      r-l 
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Si  n  est  positif,  on  a,  en  posant  x  \j7i  =  t, 

r""   ndx        ,-  r'   dt 

\     i  =  V'^    /     %  =  V"  arc  tang  ^ 

d'où 

I       ,  1 1  -^  X  Jn  f       r-\ 

w  =  loi;;  1  / 1 •  arc tansr  [x  ^n). 

i  ^-  n      ^  y    I  —  X        i  -h  n  ^  ^     '     ^ 

Si,  au  contraire,  n  est  négatif,  on  posera  x  sj —  n  =  t,  et 
l'on  aura 

-î-  ]og  t/I^  -  "El  lo,^\  A^^-^. 
i^n         \    i—x        x-t-n     -y    i_^w_„ 


d'où 


Pour  avoir  la  valeur  de  w  dans  le  cas  de  «  =^ — i,    il 
suffit  de  prendre  la  dérivée  de  l'expression 


—  V^-  «  log  \     1-= 

V    I  —  ^  V  —  f^ 


y  — 

par  rapport  à  n,  et  d'y  faire  ensuite  tz  ::^  —  i  [n^lSi.) 
On  trouve  ainsi 

I    ,  1  -{-  X  X  X 

w  =  -7  10; 


4      ''l  —  X         IX  —  x'^ 


438.  Les  trois  fonctions  elliptiques  u,  v,  w  prennent 
une  forme  très-simple  quand  on  introduit  l'angle  qui  a 
pour  sinus  la  variable  indépendante  x\  si  l'on  fait 


:r=siny,      sjx  —  u;- =  cosç>, 
et  que  l'on  pose,  en  outre, 

Aç)  ■=:  y/i  —  X-sin-çj, 

4. 
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on  aura 

U=  j  —^5  •'   =         / '  (V=  j  ' ; . 

Considérons  particulièrement  l'intégrale  de  première 
espèce.  L'angle  ^  est  dit  V amplitude  de  m,  et  l'on  écrit 

y  =  am  u  ; 
on  a  par  suite 


X- 


sinamu,      ^i^ — .r'*=cosamM,     y/i  —  k'^x'^  =  A  amw. 


La  variable  u  a  été  regardée  jusqu'à  présent  comme 
une  fonction  de  x  ;  mais,  si  l'on  prend  maintenant  u  pour 
variable  indépendante,  x,  y/i  —  x-  et  y'i  —  k'-x^  ou ,  ce 
qui  revient  au  même,  sinamw,  cosamu,  Aamu  devien- 
dront des  fonctions  de  u.  Ces  fonctions  remarquables,  sur 
lesquelles  nous  reviendrons  plus  loin,  doivent  être  re- 
gardées comme  les/onctions  elliptiques  directes  ou  prin- 
cipales; ellessont  à  l'égard  de  l'intégrale,  dentelles  déri- 
vent, ce  que  sont  les  fonctions  circulaires  sinu,  cosu, 
relativement  aux  fonctions  inverses  arcsinj:,  arccoso:. 

Quand  on  prend  u  pour  variable  indépendante,  les  in- 
tégrales elliptiques  de  deuxième  et  de  troisième  espèce 

ont  pour  expressions,  à  cause  de  —  =  du, 

Ay 

r"  .  ,      ,  r"       du 

c  =:   /     sui'^  ani  u  du,     w  ■=    1     -, . 

J  J      1  -h  n  sm-  ain  « 

Des  dijférentielles  binômes. 

439.  Parmi  les  différentielles  algébriques,  on  doit  re- 
marquer celles  auxquelles  on  a  donné  le  nom  de  différen- 
tielles  binômes  et  qui  se  présentent  très-fréquemment. 
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La  forme  générale  de  ces  différentielles  est 
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x"'[a  4-  bx"')Pdx, 

a  et  b  désignant  des  constantes  données  et  m,  n,  p  des 
exposants  rationnels. 

On  peut  supposer  n  positif;  car  la  différentielle  pro- 
posée peut  être  mise  sous  la  forme 

j^m+np  (  ^  _,_  ax-"')Pdx, 

qui  ne  diffère  de  la  première  qu'en  ce  que  l'exposant 
de  X,  dans  la  parenthèse,  est  changé  de  signe. 

En  outre,  on  peut  supposer  que  m  et  n  sont  entiers; 
car,  s'ils  sont  fractionnaires,  on  les  réduira  à  un  déno- 
minateur commun  r,  et  l'on  posera 

x  =  r,      dx  =z  rf-^  dt  ; 

la  différentielle  proposée  devient,  par  cette  substitution, 

/•/!'«'•+'■-'(«  +  bt'"')dt\ 

elle  a  conservé  sa  forme  primitive,  mais  les  deux  expo- 
sants de  la  variable  sont  actuellement  des  entiers. 

D'après  cela,  nous  supposerons  que  m  et  n  sont  deux 
entiers  dont  le  second  est  positif;  quant  à  l'exposant  p., 
il  peut  être  un  nombre  rationnel  quelconque. 

440.  Des  CAS  n'iNTÉGRÀBiLixÉ. — Lorsque  l'exposant  y^ 
est  entier,  la  différentielle  binôme 

(i)  dN  z=x"'[a-\-hx'^Ydx 

est  rationnelle,  et,  en  conséquence,  elle  est  intégrable 
par  les  fonctions  algébriques  et  logarithmiques.  Il  existe 
deux  autres  cas  àHntégrabilité ;  on  peut  immédiatement 
constater  ce  fait  au  moyen  de  la  méthode  de  substitution. 
Posons 

a  -+•  bx'-  =  t. 


5»4  CALCUL    INTÉGRAL. 

d'où 

t—  a\"  ,  I    ft  —  a\" 


il  viendra 


^=^^W'-^i       -, 


et  cette  différentielle  deviendra  rationnelle  par  la  sub- 
stitution t  =  z'',  où  r  désigne  le  dénominateur  de  p,  si 
l'on  a 

,    \  m  -+-  i 

(  2]  =  entier. 

n 

De  plus,  nous  avons  vu  plus  haut  que  la  différen- 
tielle dY  ne  change  pas  quand  on  permute  les  lettres  a, 
b,€t  que  l'on  remplace  m  et  n  respectivement  par  m-T-np 

.     ,      w  -+-  I      m  -{-  i  -\-  np      , 

et  —  n,   ce  qui  change en -,  donc  on 

^  °        «  n  ' 

pourra  encore  ramener  cette  différentielle  à  la  forme  ra- 
tionnelle, si  l'on  a 

,2<  m  -hi 

[àj  ■ [-p  =  entier. 

n 

Lorsque  l'une  des  conditions  (  2  )  et  (  3  )  est  remplie,  l'in- 
tégrale de  la  différentielle  dV  est  exprimable  par  les 
fonctions  algébriques  et  logarithmiques .  11  faut  remarquer 
que  les  conditions  (2)  et  (3)  s'excluent  mutuellement, 
lorsque  p  est  un  nombre  fractionnaire. 

Réduction  de  l'intégrale  d'une  différentielle  binôme, 

441.  Dans  les  deux  cas  d'intégrabilité  dont  il  vient 
d'être  question,  l'intégration  d'une  différentielle  binôme 
peut  être  effectuée  au  moyen  d'une  substitution  propre 
à  rendre  la  différentielle  rationnelle;  mais  on  peut  aussi 


CHAPITRE    I.  55 

parvenir  au  même  résultat  par  ua  emploi  convenable 
du  procédé  de  l'intégration  par  parties.  En  outre,  quand 
il  s'agit  d'une  différentielle  binôme  qui  ne  rentre  pas 
dans  l'un  des  deux  cas  que  nous  venons  de  rappeler,  il 
y  a  lieu  de  chercher  à  opérer  la  réduction  de  son  inté- 
grale, c'est-à-dire  de  chercher  à  ramener  cette  intégrale 
aux  types  les  plus  simples,  et  c'est  à  quoi  l'on  parvient 
au  moyen  du  procédé  que  nous  allons  développer. 
Soit,  comme  précédemment, 

la  différentielle  proposée,  m  et  n  étant  entiers  et  n  po- 
sitif. Celte  différentielle  est  le  produit  des  deux  facteurs 
_j,m-n+i^     (  a  -t-  bx"  )P  ^"-1  dr, 

dont  le  deuxième  est  la  différentielle  de 

(a  -h  bx'"<P-^\ 
[p  —  ijnO     ' 

elle  est  aussi  le  produit  des  deux  facteurs 

[a-{-bx'')P,     x"*dx, 

dont  le  deuxième  est  la  différentielle  de 


m  -T-i 
l'intégration  par  parties  donnera  donc  les  deux  fornaules 
suivantes  : 

(     I  x'"[a  -h  hx'-')Pdx 

= ^ —ir ; — \ — ,-r     ^     "[n-^-h  x" ,  '-  -'  dx, 

i     j  x'"[a  +  bx")Pdx 

v^i    j  x"'+'ia-hbx")P  pnb      C  „.^,  ,    „>„    ., 

/        = ^ '- \  x"'^'' [a->r-bx"-]P^dx, 

\  m  -4- 1  m  -\-iJ 


(3; 


(4: 
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par  lesquelles  l'intégrale  proposée  est  ramenée  à  une 
autre  de  même  forme,  et  qui  n'en  diffère  qu'en  ce  que 
les  exposants  m  et  p  sont  remplacés  respectivement  par 
m  —  netp  -hijOu  par/w+zzetp  —  i-Hy  aura  une  réduc- 
tion obtenue  si  les  nouveaux  exposants  sont  tous  les  deux 
plus  simples  que  les  exposants  primitifs  ;  au  contraire,  la 
transformation  n'offrira  pas  d'avantage  si,  en  simplifiant 
l'un  des  exposants,  on  a  élevé  le  second.  Mais  on  peut 
obtenir  d'autres  formules  qui  conviennent  à  tous  les  cas. 
L'intégrale  qui  figure  dans  le  second  membre  de  la 
formule  (i)  est  égale  à 


/■' 


b.x"-][a  -\-  bx'')Pdx 


«/.«-»(«+ 6..,'<'^-»/x-(«+*x"K<^^; 


e  même,   si  1  on  écrit  ^ r — au  lieu  de 

o 

x"i+n  dans  l'intégrale  du  second  membre  de  la  formule  (2), 
il  viendra 


a  -f-  bx"']Pdx 


=  -  I  x'"{a-^  bx'^)Pdx—  ^   l  x"'[a-\-  bx'^)P-'^dx. 

Ces  valeurs  ayant  été  substituées  dans  les  formules  (i) 
et  (2),  celles-ci  nous  donneront  les  deux  expressions  sui- 
vantes de  l'intégrale  proposée  : 


j  x'"{a  -+-  bx")Pdx 


^m-/i+i/^_l_  bx"]P+^ 


(     I  x'"  (  a 


m -h  i -h  np)  b  [m 

-h  bx'^]P  dx 


i-^npibj'^ 


{a-i-hx'']PdXf 


c'"+'{a-h  bx'')P  npa 


m  -i-  i  ^  np  m  -^  i  -{-  np^ 


j  xP{a-\-  bx^jP-^dx 
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Changeons  enfin  m  en  m-\-n  dans  la  formule  (  3  ) 
el  p  enp-i-i  dans  la  formule  (4);  résolvons  ensuite 
chacune  des  équations  ainsi  obtenues  par  rapport  à  l'in- 
tégrale qui  est  contenue  dans  son  second  membre,  il 
viendra 


f"' 


a  -I-  bx'^]Pda: 


:"'-^i  (a  -4-  è.r«^P+i         [m -h  l -h  n -i-  np)  b 


[m  -h  i  la  m  -h  1  a 


/ 


x"'  a  +  bœ"')da: 

n[p  -\-  lia 


Les  formules  (3),  (4),  (5)?  (6)  permettent  d'efiectuer 
dans  tous  les  cas  la  réduction  que  nous  avons  en  vue.  Il 
faut  remarquer  que  les  formules  (3)  et  (4)  deviennent 
illusoires  si  l'on  a 

m  -f-  I 
m -+- I -h  np  =  o     ou 1-jP  =  o; 

mais  on  est  alors  dans  le  second  des  deux  cas  d'intégra- 
bilité,  et  l'intégrale  proposée  peut  être  obtenue  par  une 
transformation  propre  à  rendre  sa  différentielle  ration- 
nelle, ainsi  que  nous  l'avons  vu  au  n°  440.  Le  nombre  y? 
étant  supposé  fractionnaire,  la  formule  (6)  n'est  jamais 
illusoire,  mais  la  formule  (5)  le  devient  quand /n  -|-  1  =  0; 
on  est  alors  dans  le  premier  cas  d'intégrabilité,  et  la  va- 
leur de  l'intégrale  proposée  s'obtiendra  par  la  méthode 
de  substitution. 


442.  Examinons  d'abord  l'usage  que  Ton  peut  faire 
i  no 
bilité. 


de  nos  formules  dans  chacun  des  deux  cas  d'intégra- 
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i''  Soit 

m  -f- 1 


=  e     ou     m  —  ne  -\-\-=o, 

II 

e  étant  un  entier. 

Le  nombre  n  étant  plus  grand  que  zéro,  si  m  est  po- 
sitif, e  sera  également  positif.  Alors,  au  moyen  de  la  for- 
mule (3),  on  ramènera  successivement  l'intégrale  pro- 
posée à  d'autres  intégrales  de  même  forme,  et  qui  s'en 
déduiront  en  remplaçant  l'exposant  m  par 

m  —  n,      m  —  2«,      ...,      m  —  [e  —  i)n; 

la  valeur  de  la  dernière  de  ces  intégrales  est  donnée 
par  la  même  formule  (3),  qui,  en  remplaçant  m  par 
m  —  (e  —  i)n  et  à  cause  de  m  —  /ze  -j-  i  =  o,  se  réduit  à 


/ 


^;„_(e-i)7i^_j_^^n,p^_  J 1 H-const.; 

[m  -{-  i  -\-  npjù 


dans  ce  cas,  l'intégrale  proposée  est  algébrique. 

Si  m  est  négatif,  e  est  lui-même  négatif;  écrivant  donc 
—  e  au  lieu  de  e,  on  aura 


=  —  e     ou     m  -\-  ne  -h  i  =  o. 

n 

Alors,  au  moyen  de  la  formule  (5),  on  ramènera  suc- 
cessivement l'intégrale  proposée  à  d'autres  intégrales  de 
même  forme,  qui  s'en  déduisent  en  remplaçant  m  par 

m -^  n,     m -h  2.n,   ...,     m-f-/î(e^i); 

mais  la  dernière  intégrale  ne  sera  plus  susceptible  de  la 
même  réduction,  parce  que  la  formule  (5)  devient  illu- 
soire quand  on  remplace  m  par  w-l-/ze,  à  cause  de  1  hy- 
pothèse m-\-ne-\-i  =  o;  il  faut,  à  ce  moment,  revenir 
à  la  méthode  de  substitution  du  n°  440.  Toutefois,  on 
pourra,  si  on  le  juge  à  propos,  abaisser  l'exposant  p  en 
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faisant  usage  de  l'une  des  formules  (4)  et  (6),  comme 
dans  le  cas  qui  sera  développé  au  n°  443. 
2°  Supposons 

— 1-/7  =  1  —  c     ou       m  -r-  ne  -}-  1  H-  n/?  =  o, 


e  étant  toujours  un  entier.  Ce  cas  ne  diffère  du  précédent 
que  par  un  changement  de  notation,  ainsi  qu'on  l'a  vu 
n°  440;  au  reste,  on  aperçoit  immédiatement  que,  si 
772  +  i-l-  np  est  négatif,  la  formule  (5  )  ramène  successi- 
vement l'intégrale  proposée  à  d'autres  de  même  forme, 
qui  s'en  déduisent  par  le  changement  de  777  en 


m  -\-  [e  —  i]n 


la  dernière  de  ces  intégrales  est  donnée  par  la  même 
formule  (5)  qui,  en  remplaçant  777  par  777-1-  (e — 1)77,  se 
réduit  à 


/ 


x"'+(«-^)''(a-+-bx''\P(ïxz=  — — ^ '—  -h  const. 


Lorsque  m.-\-  np  -\-  i  est  positif,  si  l'on  désigne  sa  va- 
leur par  ne,  la  formule  (3)  ramènera  l'intégrale  pro- 
posée à  une  autre  de  même  forme,  qui  n'en  diffère  que 
par  le  changement  de  777  en  m  —  (e  —  i)n\  mais  la  va- 
leur de  cette  dernière  intégrale  devra  être  cherchée  par 
la  méthode  de  substitution. 

443.  Faisons  maintenant  abstraction  des  deux  cas 
d'intégrabilité.  Les  formules  (3}  et  (5)  montrent  que  l'in- 
tégrale proposée  peut  être  ramenée  à  une  autre,  qui  n'en 
diffère  qu'en  ce  que  l'exposant  777  s'y  trouve  remplacé 
par  m  ±  777,  i  étant  un  entier  positif  que  l'on  peutprendre 
à  volonté.  On  peut  choisir  cet  entier  de  manière  que 
m  d=  in  soit  compris  entre  deux  multiples  consécutifs 
quelconques  de  72,  par  exemple  entre  zéro  et  /7;  on  peut 
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aussi  déterminer  le  nombre  i  de  manière  que  m  -H  in 

Il              n 
soit  compris  entre et  H 

^  2  2 

Ensuite  on  voit,  par  les  formules  (4)  et  (6),  que  l'in- 
tégrale proposée  peut  être  ramenée  à  une  autre  qui 
n'en  diffère  qu'en  ce  que  l'exposant  p  est  remplacé  par 
pdzj\j  étant  un  entier  positil  quelconque.  Or,  quelque 
soitjp,  on  choisit  l'entier  y  de  manière  que  p^j  soit 
compris  entre  deux  entiers  consécutifs  quelconques,  par 
exemple  entre  zéro  et  i,  ou,  si  l'on  veut,  de  manière  que 

^  =by  soit  compris  entre et  H « 

Donc,  en  résumé,  tous  les  cas  des  différentielles  bi- 
nômes qui  ne  rentrent  pas  dans  ceux  d'intégrabilité  peu- 

vent  être  ramenés  au  cas  ou  les  nombres  p  et   -  sont 

compris  l'un  et  l'autre  entre  zéro  et  i   ou  entre 

'     .        1        . 

et  -i — 5  a  volonté. 

2 

444.  L'exposant  n,  qui  figure  dans  la  différentielle 
binôme,  peut  être  réduit  à  l'unité,  mais  alors  l'exposant  m 
devient  fractionnaire.  Soit 

i  I    ^-i 

x"  =  t,      d'où     X  =  t",     dx=z  -  /"       dt\ 

n 

posons  en  outre 

m  -\-i 
n 
on  aura 

a:'"(a  -4-  bx^'^dx  =  -  f!  (a  ■+-  bt^dt, 

^  '  n 

Les  cas  d'intégrabilité  sont  alors  ceux  où  l'un  des  nombres 
Pi  ^h  V  +  y  ^^''  entier,  et  l'on  peut  toujours  ramener 
l'intégrale  d'une   différentielle   binôme,   qui   ne   tombe 


CHAPITRE    I.  6l 

pas  dans  l'un  de  ces  cas,  à  la  forme 


/ 


t^  [a  -+-  bt'Pdt, 

p  et  q  étant  compris  entre  zéro  et  i  ou  entre  deux  en- 
tiers consécutifs  quelconques.  On  peut  même  obtenir 
une  forme  plus  simple  en  posant 

t^zn-  z^      dt  =^rsz  -  dz, 
h  b 


car  la  précédente  intégrale  devient,  par  cette  substitution, 

zi[i±zYdz^ 
en  faisant  abstraction  d'un  multiplicateur  constant. 


/' 


445.  Exemples.  — i°  Considérons  en  premier  lieu  l'in- 

/x'"  dx 
1  où  m  est  un  nombre  entier;  cette  in- 
\j\  —  x^ 

tégrale  appartient  à  la  classe  de  celles  que  nous  venons 
d'étudier  ;  on  a  ici«=i,  h  z=^  —  i,   n=:.  i,  p  — 


2 


et,  comme!  un  des  nombres >  —  est  entier,  la  con- 

dition  d'intégrabilité  se  trouve  remplie.  La  formule  (3) 
du  n°  441  devient,  dans  le  cas  actuel, 


/x'^dx    x"'-'^slx~x-         772  —  1     rx"'-'^dx 
\/i  —  x^"~  m  m      J  ^i_j,2* 

Supposons  d'abord  m  positif  et  faisons  successivement 
m  =  itJ.-{-i,  jn=i^,  IX  étant  un  entier.  Dans  le  cas 
de  m  impair,  l'intégrale  proposée  est  algébrique,  et  la 
formule  précédente  fait  connaître  sa  valeur-,  lorsque  m 
est  pair,  la  même  formule  ramène  l'intégrale  proposée 
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dont  la  valeur  est 


à  C-J^ 

C      dx 

I  —=^  =  arc 

ou  trouve,  en  désignant  par  G  une  constante  arbitraire, 


fc  sino:  -4-  const.  : 


I  ■  ^  —  -^^ x^'"-  -J — -x^^- 


2^(2f.-2j       .^2^_4^^^^ 


[2f*—l)  (2/^—3) 

^      2«(2f^—  2) 


(2^  —  l)[2u~3). 


.]- 


et 


r  x^f-dx  \l I  —  x^V   ,     ,        2^—1     „ 

J  Jl  —  x^  2,a        L  ■2.U.—1 


(21Z— l)(2a— 3]      .       .  (2«— 1)...3 

(2(X — 2j{2a — 4)  (2fA — 2). ..2 

l)f2a  —  31 .     .1 


12P— 2](2fX  —  4    .. 


c. 


Lorsque  m  est  négatif,  il  faut  recourir  à  la  formule  (5) 
du  n''  -iii,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  changer  m  en 
/n  +  2  dans  la  formule  écrite  plus  haut  et  la  résoudre 
ensuite  par  rapport  à  l'intégrale  qui  est  contenue  dans 
son  second  membre  ;  on  a  ainsi 


/x"^dx     _  x"^-^^  \l  \  —  x^        /w-4-2    rx"'-^^dx 
v'T^T^  "~      "'-^^      "^m-i- 1 J  ^rirp-' 

Nous  ferons  successivement  m  =  —  2u,  m  =  —  (2fx-|-  i): 
dans  le  premier  cas,  l'intégrale  proposée  est  algébrique; 
dans  le  second  cas,  elle  se  ramène  à  l'intégrale  de  la  dif- 
férentielle   ^=  qu'on  peut  rendre  rationnelle  par 

.r  y/  I  —  X- 

une  substitution,  mais  qu'onrcduitplussimplementàuue 
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forme  connue  en  remplaçant  x  par  -  ;  on  a  ainsi 

— -7=  =  —  I =  —  log  {t  -+-  s/T^^Tj  -f  const. 


OU 


/: 


dx 


losr 


—  I  +  V^  I  —  ^■- 


const. 


v^  I  —  ^■- 

On  trouve,  d'après  cela,  en  désignant  par  G  une  con- 
stante arbitraire. 


dx        Vi — x^r    I 

\r  dx  ___  y'i_^2  Tj^ 

J   X^'-'-^'^  \/  I  — X^  2  ti       L-^'"'^ 


2  a — 2       I 

2  a — Sx-i*^^ 

2a —  I        I 


(2a — 2)(2fJt — 4''-- 
(21X — 3](2tA — 5).. 

f2a^lV'2a — 3\.. 


2|X — 1 


2i.-2 


l'j. —  2j^^2ja — 4;-  • 


.  2  .r^  J 


l)(2fi  —  2).  .  .3.  I 


log 


VI 


2°  On  pourrait  opérer  de  la  même  manière  pour  dé- 
terminer l'intégrale 


+  C. 


mais  il  est  beaucoup  plus  simple  de  la  déduire  de  celle 
que  nous  venons  de  considérer;   elle  est  effectivement 

f^"'  dx 

quand  on  change,  dans  celle-ci,  x  en  -  et7«en  —  {m-\-  i ,. 

x'^dx 


3°  L'intégrale 


/. 


\ax  —  o:^ 

se  ramène  aussi  à  celle  dont  nous  avons  développé  le 
calcul;  car,  si  l'on  pose 

X  =:  at'^,      dx  =z  zat  dt^ 
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on  aura 


/cn"'dx  C  t'^"'dt 

-^==^  =  la"'   I   -^= 


ce  qui  nous  fait  rentrer  dans  le  premier  exemple.  En  re- 
marquant que 


a  —  2.r 

arc  sin  t  =  arc  sin  \  /  -  =  -  arc  cos 9 

2  a 


\   a         2 
on  trouve,  dans  le  cas  où  m  est  un  entier  positif, 


r    x"'dT.  ^Jax—x'-V 

J    \lnx  —  x^  w         L 


2  m  —  I 

ax" 

ini  —  2 


2/»-0(2m-3)  _        _    [1m-^^.. .Z 


W-X 


2/W  — 2)  (2/n— 4)  '  ■"         (2/W— 2)...2 


■] 


{im  —  \\[im — 3) .  .  .  1      „                a — ->.x 
; — ^ r a'"  arc  cos ; 


dans  le  cas  de  m  entier  et  négatif,  on  a,  en  mettant  —  m 
au  lieu  de  m, 


J"         dx  2  \ja  X  —  x^       r 

X'"  sjax  —  x^  "        \o.m  —  i)  a'"-^'x"'  [' 


7.  m  —  3 


[im  —  2] .  .  .2  .  ~| 

(2m  — 3)...  I  J 


De  quelijues  différentielles  binômes  dont  l'intégrale 
se  rainene  aux  fonctions  elliptiques. 

-446.  Une  difTércntielle  binôme  qui  a  été  réduite  par  la 
méthode  que  nous  venons  d'exposer  est  quelquefois  sus- 
ceptible d'une  nouvelle  réduction;  mais  on  ne  peut  rien 
établir  de  général  à  cet  égard,  aussi  nous  bornerons-nous 
à  présenter  ici  deux  exemples  dans  lesquels  l'intégrale 
de  la  différentielle  proposée  se  ramène  aux  fonctions 
ellij)liques. 
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Considérons  d'abord  la  différentielle 


65 


(i)  dY  = 

on  peut  écrire 


et  il  est  naturel  d'essayer  une  substitution  non  ration- 
nelle, telle  que 


,        I 


t  étant  une  nouvelle  variable  qui  s'annule  pour  x  =  o 
et  pour  a:  =  co  ;  on  tire  de  là 


(3;  x^ -z=i—it   -Kji  —  c'^i 

tant  que  la  variable  x  est  positive,  on  doit  prendre  le 

facteur  t  -  avec  le  signe  H-,  mais  il  faut  donner  au  ra- 
dical \ji  —  t^  le  signe  -h,  si  x  est  <:^  i  et  le  signe  — 
dans  le  cas  contraire.  La  différentiation  de  l'équation  (2) 
donne 

x^  j    X 

d'où,  par  la  formule  (3), 


dx 

X 

dt 

it\l  \  —  i^ 

on  a  donc 

ds-- 

I          dt 
1  sjn  yjt—t''^ 

5.  —   Cale.   int. 
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et,  par  conséquent,  l'intégrale  V  peut  être  ramenée  aux 
fonctions  elliptiques  par  la  méthode  du  n°  429. 
Considérons  encore  la  différentielle  binôme 


:5)  dV: 


(  I  —  X^)^ 


On  peut  employer  ici  avec  succès  la  substitution 


(6)  ^  i  —  x^  =  [i  —  x]t; 

on  a,  par  la  différentiation, 


<7.r             I  —  ^   , 
T  = dt  —  dV-^ 


d'ailleurs  la  formule  (6)  élevée  au  cube  donne  encore 


d'où 


I  —  X y/3 


19 


(i  — a,-j=  i-hx       y/4/^  — I 

et,  par  conséquent, 
(7)  ^V  =  v^-^^4_; 

l'intégrale  V  peut  donc  encore  se  ramener  aux  fonctions 
elliptiques  par  la  méthode  du  n"  429. 

Intégration  de  quelques  différentielles 
transcendantes. 

Ail.  Lorsqu'une  différentielle  transcendante,  dont  on 
demande  l'intégrale,  peut  être  ramenée  à  la  forme  algé- 
brique par  une  substitution,  il  convient  en  général 
d'exécuter  la  réduction.  Ainsi,  y  désignant  une  fonction 
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algébrique,  les  intégrales 

{{[€'"=' ]e'"''dx,  Ç/ilogx)—, 

/f  sinx]  cosxdx,         j  f{cosx)s'mxdv,     1  f[ta.r\2x] — '■ — » 
./  •  J  ■   '  'cos-.r 

//'(arcsin.r)  ?     //(arc  tangue)  j>«" 

y/ 1  —  X-     J  l  -\-  X 

se  ramèneront  à  des  intégrales  différentielles  algébri- 
ques en  posant 

t=ie"^^,  logjc,   sinx,   cosx,  tang^r,   arcsinx,  arctanga:,   .... 

448.  Soient  z  une  fonction  transcendante  de  la  va- 
riable X  et  X  une  fonction  quelconque  de  la  même  va- 
riable ;  si  n  est  un  entier  positif,  et  que  l'on  sache  trouver 
des  fonctions 

ayant  respectivement  pour  dérivées 

X,  X,  ^,    ...,  X„-^, 
on  pourra  aussi  déterminer  l'intégrale 

(xz^dx. 
%J 

L'intégration  par  parties  donne  effectivemenl 
Cxz'^dx  =  fz"  -^  dx  =  Xic"  —  /?  fXiZ"-^  ~  dx, 

/  Xic"-i  —  dx=\  z"-^  -—^  dx 
J  dx  J  dx 

=  Xo^"-^—  \n  —  i]  rX,c"-5  —  dx, 

» 

/   X,_i  2"-'-^'  '-fdx:^    j  z''-'+'  ~  dx 

=::X,3'^-'+l—   «  —  /-+-!■    |    X,="-' —  dx , 
J  ii^ 

5. 
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d'où  l'on  conclut 

Si  n  est  un  entier  positif,  comme  nous  l'avons  supposé^ 
on  fera  i  =  «  -h  i ,  et  il  viendra 

.     .  j     ixz"dx  —  X^z''—  nX^z"-'-\-  n[n  —  i]li:,z"-'^-  -... 

(  —n[n  —  1  ; ...  I  . X„+i  -i-  const. 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

449.  Exemples.  —  Considérons  l'intégrale 


/ 


r"'-i  log.r"<:/.r, 


OÙ  n  désigne  un  nombre  entier  et  positif;  on  a  ici 


1  ''^^  '  ..r  1 

dx       X 


et  l'on  peut  faire 


T.  X  y^ilL 

Xi  = — >        X2  =  — 7?        Xo  =  — -•) 

m  fif  m* 


on  aura  donc 

1     i  x"'-'^V^Z"xdx 

ni  '  *^ 

j        = —     lo£T".r loii"-^x- „ — 'loii"--x  —  ...±-- 

[  m  I      *=  m    ^  m'-  ^  w"  J 

Si  l'on  écrit  e^,  x,  e^dx  au  lieu  de  x,  logx,  dx,  la  for- 
mule précédente  deviendra 


+  consl 


(    I  e""'x"dx 


/       =  —  \x" r"-  •  -w  — , —  j:"-'-  — .  . .  r!=  -^ 1 -f-  cons» 
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Ce  résultat  ne  diffère  que  dans  la  forme  de  celui  qui  a  été 
obtenu  au  n°  4Jo. 

2°  Soit  en  second  lieu  rinté2:rale 


/ 


arc  sinx  "  dx, 


n  étant  un  entier  positif;  on  a  ici 

2  =  arcsnia7,      —  =     _        _?      A  —  i, 
"•^        y/ 1  —  j;^ 

et  Ton  peut  faire 

Xi  =  J-.  X2  =  — VI  — -^S  X3  =  — ^,  X.=  +  v'i  — j?-, 
après  quoi  les  mêmes  valeurs  reviennent  périodique- 
ment   On  a  donc 

arc  ûnx]"^ dx 
.p..  =;z  .r[   arc  sin.r> — n'n  —  i'  'arc  sin.r)"~^-i-.  .  .] 

i  -t- ^  I  —  .r-[«[arcsina7]"~^ — nn  —  \n — 2)arc(sina:]"—^ 

\  -H  const. 

Si,  dans  cette  formule  ''5\  on  écrit  x,  sino:,  cos^c,  au 
lieu  de  arc  ûnx,  x,  \Ji  —  x- ,  on  aura 

,n\  \     I  x"  cosxdx  ^  s'mxï  x"- — n    n  —  i    .r"~^-7-...l 

f  -i- cosx[«j;"'"^ — n  n—\     n  —  2  x"~^  —  ...J-i- const. 

4oO.  Revenons  à  la  formule  '4)  du  numéro  précédent. 
Les  différentielles  des  deux  membres  sont  identiquement 
égales  entre  elles,  quelle  que  soit  la  constante  m,  et  l'i- 
dentité ne  sera  point  altérée  si  l'on  suppose  cette  con- 
stante imaginaire.  Soit  donc ni  =  a-\-h  \^ i ,  il  viendra 


/ 


xe'                    dx 

{a  +  by/~,  X 

x"- 

«.r"-! 



o-i-  h^  — I 

. 

a 

+  ^-i 

n'n  —  I  '*  ...  1  "I 

; =^  I  -:-  const. 


/ 
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Remplaçant  e*^'"'^*^''^-^  par  sa  valeur 

e'^^i cosbx  -h  ^  —  I  sinôo:), 

et  égalant  ensuite,  de  part  et  d'autre,  les  parties  réelles 
et  les  parties  affectées  du  facteur  y  —  i  ,  on  aura  les  va- 
leurs des  deux  intégrales 

I    x'^e"^  coSibxdx,        j  x"' e"^^  un  b  x dx , 

dans  le  cas  où  n  est  un  entier  positif.  Si  l'on  fait 

a  -i-  b  ^  —  '  =  P  (cos«  -f-  y  —  i  siua), 
on  trouvera  ainsi 
x"^  e"^  co?,bxdx 


iX  2K)  +..t 


/ 


=  e^^\  -  x"c()S  [bx  —  a) .r^-^cosi  b:. 

[  P  P 

:±: ^^^ ces  ojc  —  n  -+-  la'    -h  const.. 


j»  gax  sinbx  dx 


=  e^^     -  x"^sin[bx  —  a] x"—'^  s'inibx  —  2k)  -f-... 

\  p  P' 

«(/2~l)      ..I      .  "1 

±  — ^ ^^ Sin  i^bx  —  n  -\-i  a)  M-  const. 

Il  importe  de  remarquer  le  cas  de  «  =  o  ;  on  a 


gax  (,ç,g  bx  dx  =  -  e"-^  cos(bx  —  «)  -I-  const., 

p 

e"^  sin  bx  dx  ^=  -  c^-'  sin  i bx  —  a)  -\-  const., 
P 


f 
f 

r„           ,       ,                 a  cn^bx  -4-  b  siii  bx 
e^-^  cosbxdx  z=  e'^^ 1-  const., 
a-  -t-  b^ 

J'    ,,.    .     ,       .                  a?\x\bx  —  bcosbx 
e"-^  sm  bxdx=  e^^ ,       ,^ i-  const. 
a-  -;-  t»* 
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On  obtient  directement  ces  deux  formules  en  inté- 
grant par  parties  les  deux  différentielles  e'^^cosbxdx, 
e'^^sinhxdx',  car,  en  opérant  ainsi,  on  forme  deux  rela- 
tions entre  les  intégrales  de  ces  différentielles,  desquelles 
on  peut  tirer  les  expressions  que  nous  venons  de  trouver. 

451 .  La  méthode  du  n°  448,  et  plus  généralement  le 
procédé  de  l'intégration  par  parties,  permettent  souvent 
de  réduire  à  des  formes  plus  simples  certaines  intégrales 
dont  la  valeur  n'est  pas  exprimable  par  les  fonctions  al- 
ébriques,  logarithmiques,  etc. 

Considérons,  par  exemple,  l'intégrale 


& 


/' 


,—x 
dx. 


dx 
dans  laquelle  n  représente  un  entier  positif.  Comme  — 

est  la  différentielle  de  —  , > — ^3^9  l'intégration  par 

parties  donnera 

i    . .  (Ix  =z . I -  f/j? 

J     x'^  [n  —  1)  x"-'-        «  —  I  J   j:"-^       ' 

et,  au  mojen  de  cette  formule,  on  ramènera  l'intégrale 
proposée  à 


/ 


X 


Intégration  des  différentielles  de  la  forme  Vdx,  P 
étant  un  produit  de  sinus  ou  de  cosiiius  de  fondions 
linéaires  de  x. 

4o2.  Les  différentielles  de  cette  forme  se  présentent 
dans  un  grand  nombre  de  questions,  et  il  est  aisé  d'en 
avoir  l'intégrale.  Soit  d'abord 

P  =  cos;aa:  -f-  b)  ces  a' x  -r-  b'). 
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on  peut  écrire 

P  =  ^cos[[a-^a'  a:-'r-{b  +  b']]-l--cos['a  —  a'..T~h{b  —  b']]; 

on  aiiradonc,  si  rt -;-rt'ct<7  —  a'  sont  différents  de  zéro, 
sin  \la  -^  a'\.T  -1-    h  -4-  Z»'',] 


Cp.u='1 


sin  rf^  —  n'].r  -f-  (h  —  b'] 


2[a 

et,  dans  le  cas  de  «'=  a, 


4-  const. , 


/ 


^   ,  siïwiax -^  h -^  b]        ûr:cos(b  —  b'] 

P  dx  =  -^ -: •  -;-  const. 

4«  2 


On  opérera  de  la  même  manière,  dans  le  cas  où  P  est 
un  produit 

P  ^_-  ces  [ax  -+-  b  Costa' J7  -:-  b'  cos  'a" x  -i,-  b"  .  .  . 

d'un  nombre  quelconque  n  de  facteurs.  Si  l'on  fait 

a  =  azlza'±:a":±i.  ..  ,      & '^  b  ±  b' z^  b"z^  .  .., 

le  produit  P  sera  la  somme  des  2"~'  termes  représentés 

par  l'expression 

^  '        '   s- 
cos'aa;  —  01  : 

on  aura  donc 

sin  ^y.x  -f-  6) 


/'"'-P^-^S 


toast., 


,                   sin    «X  -!-  6  ;    ,  ^  -,  _ 

le  terme devant  être  remplace  par  x  cosb 

quand  a.  est  nul. 

Nous  avons  représenté  tous  les  facteurs  de  P  par  der- 
cosinus,  parce  que  chaque  facteur  tel  que  sin  [ax  4-  b) 

peut  être  remplacé  par  cos  iax  -'-  b  ~''-\* 
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4o3.   Considérons,  par  exemple,  l'intégrale 


i  cos" 


où  n  est  un  entier  positif.  On  a,  si  n  est  pair  [voir  mon 
Traité  de  Trigonométrie) , 

Il         .  ,  n'  n  —  1  , 

2""'  cos'^.r  =  cosna:  -^   -  cos  n  — -2    x  -i cos   n  —  4    -^  " 

I  1.2 

n   n  —  !.. 
I 


et,  SI  n  est  impair, 

n  ,  n' n  —  l ^  ,  ,  , 

î'-~'  cos"  X  =  cosnx  H —  cos   n  —  ^   x  -; —  cos   n  — ■  i    -r  -\ 

1         "  '  1.1 

n  n  —  1    ... ^1-  2 


n  --  1 

I  .  2  .      . 

2 


Donc  on  a,  pour  le  cas  de  n  pair, 

o.:  X       n'n  —  i )  sin  «  —  4  ^ 


,    r  ,  sin/z.r       n  sin  n 

'."~^  !  cos^xax=: ; — 

J  n  1        71- 


(  .2 

n  — 

4 

n  n  —  r... 

(^ 

- 1 

/ 

X 
n 

const., 

1 .1. 

II 

'  2 

,/i-l  I 


et,  pour  le  cas  de  n  impaîr, 

sin  «a:       n  sin  n  —  i^  x       n'n  —  i^.  sin'n  —  ^  x 

cos'^xdx  r-^ ! ^ i f ■-  .  .  . 

n  i        n  —  2  1.2  n  —  4 

n[n-Y   ...  y^--^^ 

—  sin.r  ~~  const. 


Il  —  I 

1.2... 
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En  changeant  .r  en  -  —  x,  dans  ces  formules,  on  ol)tien- 
dra  la  valeur  de  /  sin^xffjc;  on  trouvera,  dans  ce  (jui  va 
suivre,  de  nouvelles  formes  des  mêmes  intégrales. 

Intégration  des  différentwlles  de  la  forme 
sm''^xcos"xdx. 

4o4.  La  difFérentielle  dont  il  s'agit  ici  est  réductible 
à  une  différentielle  binôme;  car,  si  l'on  pose 

i  1  I    _i  _l 

sin j:  =  t- ,      cos x  =  :  i  —  t]'^ ,      clr  =  -  t    ^  ( i  —  t]    -  dt, 

elle  devient 

m  —  I  n  —  1 

-  t    '^     [l  —  t]    ^     dt; 


2 


cette  différentielle  est  intégrable  quand  l'un  des  membres 


m  —  I        n  —  I        m  -r-  n 

2  2  2 


est  entier,  et,  dans  le  cas  contraire,  elle  peut  être  sus- 
ceptible de  réduction,  ainsi  qu'on  l'a  vu  au  n°  ii3. 

On  retrouve  les  mêmes  résultats  en  appliquant  direc- 
tement la  règle  de  l'intégration  par  parties  à  la  différen- 
tielle sin^^o:  cos"x<f:c,  et,  comme  les  expressions  de  ce 
genre  se  présentent  fréquemment,  il  ne  sera  pas  inutile 
de  développer  le  calcul. 

La  différentielle  proposée  peut  être  mise  sous  la  forme 

C()S""''j:"  >-,  sin'"xcosxr/^; 


le  second  facteur  est  la  différentielle  de '-  ;  par  con- 

m  -{-  i      ' 
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séquent,  l'intégration  par  parties  donnera 

l     /  sin'"xcos"  jr<r/jr 

fi)  V 

^   '   J  sin'"+i^cos"-ia:        72—1     f* 

I  = ! I  sin'"^^a:cos''--.r<:/u;; 

\  m  -H  I  m  -T-  l  J 

supprimons  sous  le  signe  /  ,  dans  l'intégrale  du  second 

membre,  un  facteur  sin-o:  et  introduisons  à  sa  place  le 
facteur  égal  i  —  cos^  x,  cette  intégrale  deviendra  la  dif- 
férence des  deux  suivantes  : 

xcos"^~-.vd.r —  I  sin'" .V cos'^ j: dx ; 


j  sia'" xcos"^~ -.vd.r —  1  si 


faisant  passer  la  seconde  dans  le  premier  membre,   et 
multipliant  ensuite  par  — — j  il  viendra 


ffi  — -  n 


/.    „,          „      ,         sin'"^^rcos"~'ar         n — i      r  . 
sm"' X  cos"- X d.r  :=z !- j  sm'^x  cos"—^xd.r. 
m  -\-  n                 ni  -T-  n  J 

Si  l'on  change  x  en  -  — x,  dx  en  — dx,  que  l'on  per- 
mute les  lettres  m,  n,  puis  qu'on  multiplie  par  —  i ,  on 


aura  encore 


,„,         C  .  ,  sm '"""'. rcos'*~*.-r         m  —  l      T.  „ 

(3)        I  sm"'xcos"^xdx  = H |  sin'"~'^,r cos'^.rc/x. 

J  m  -{-  n  m  -h  n  J 

Enfin,  si  l'on  remplace  n  par  n-i-2.  dans  l'équation  (2), 
m  par  m  -i-  2  dans  l'équation  (3),  et  qu'on  résolve  en- 
suite chaque  équation  par  rapport  à  l'intégrale  contenue 
dans  son  second  membre,  on  aura  les  deux  nouvelles 
formules 

,/,/*.,  ,  sin'""^'.rc().s""^'.r        ni^-n-^--?.    [*  .  ,      , 

141    f  sm"'j:cos"x(-/.r^ — -+-  ■ /  sm"^x  co?>"'~^^xdx, 

'  J  «H-i  /Î-+-I       J 

!c:\    C  •   „,  «      7  sin'"+i.r cos"-*-*x        m-^n-\-i     (*  . 

(o)    I  sin'^^cos^.rftr  = L. .     I  sm"^""'jrcos"^ax. 

J  m  -h  1  m  -[-  I         / 
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Les  formules  (4)  et  (5)  sont  illusoires,  la  première 
quand  7i=^  —  i ,  la  seconde  quand  jn=z  —  i ;  mais,  dans 
l'un  et  l'autre  cas,  la  condition  d'intégrabilité  est  rem- 
plie. Les  formules  (2)  et  (3)  deviennent  elles-mêmes 
illusoires  quand  m  -f-  «  =  o,  ce  qui  répond  encore  à  un 
cas  d'intégrabilité;  mais  alors  la  formule  (i)  nous  fournit 
une  réduction;  elle  devient  en  effet,  pour  n  =  —  m, 

lr^  r  ,         tang'"+i.r         f  ,      , 

ou,  en  écrivant  m —  2  au  lieu  de  m, 

,     ,            r                ,         t;»ntr"'-i.7-         r  ,      , 

(^j  1  tang'"^aj:  = —   1  tang"'~"a:^j:. 

Laissant  de  côté  les  cas  d'intégrabilité,  qui  se  ramènent 
toujours,  quand  cela  est  nécessaire,  à  celui  d'une  dif- 
férentielle rationnelle,  on  voit  que  les  formules  (2)  et  '4) 
permettent  de  diminuer  ou  d'augmenter  l'exposant  n 
d'un  nombre  pair  quelconque;  pareillement,  au  mnven 
des  formules  (3)  et  (5),  on  peut  diminuer  ou  augmenter 
l'exposant  m  d'un  nombre  pair  quelconque;  donc  il  est 
possible  de  ramener  les  deux  exposants  à  être  compris 
entre  les  limites  —  i  et  + 1  ou  o  et  2. 

Dans  le  cas  particulier  où  les  exposants  m  et  n  sont 
entiers,  on  pourra  poursuivre  la  réduction  de  chacun 
de  ces  exposants  tant  qu'il  ne  sera  pas  égal  à  — i  ou 
égal  à  l'autre  exposant  changé  de  signe  ;  quand  ce  der- 
nier cas  se  présente,  on  a  recours  aux  formules  (6) 
et  (7),  au  moyen  desquelles  on  peut  continuer  la  réduc- 
tion jusqu'à  ce  que  les  deux  exposants  soient  nuls  ou 
égaux  à  -h  I  et  à  — i.  Nous  ajouterons  que  les  for- 
mules (6)  et  (7)  peuvent  cire  obtenues  immédiatement, 
en  remarquant  que 


/ 


dr  t;m£ï"'+'.r 

tang'"  X  — ^—  = ;-  const. 

cos-./r  m  -I-  1 
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Ado.  On  voit,  en  résumé,  que  l'intégrale 


.h 


sin'"  j:  cns".r<;/.r. 


dans  laquelle  m  et  7i  sont  des  entiers  positifs  ou  néga- 
tifs, se  ramènera  toujours,  au  moyen  de  nos  formules,  à 
l'une  des  suivantes  : 


sin.'-cos^c.^; 


r  d.r       r  dx       r     d.T.  C        ^       C       . 

J  sia.r       J  cos.r      J  suij:  cos.r       J  J 

Les  trois  premières  ont  pour  valeurs 

^H-G,     — cos.r-;- G,     sin.r-i-G, 
C  étant  une  constante  ;  la  quatrième  est  égale  à 


2j 


,     .          CCS  2.7-                 siu-.r        ^             cns-.r        ^ 
dx  — -. h  C  = '-C  —  ~ -;-  G, 


C  désignant  toujours  une  constante  arbitraire. 
On  a  ensuite 

/\dx 
COS^  \  .TC 
tang  -'  X 


J   sin.r      J   asini.rcos^. 
et,  par  conséquent, 


/ 


1  ï  ^ 

=  los;  tan^î  -  x  -;-  C, 
suix  ^       ^  1 


ce  quis*accorde  avec  ce  qui  a  été  dit  au  n°4i.  Changeant 
dans  la  précédente  formule  x  en  x-1-  -)   puis  en  ix, 
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il  vient 

À    '   ^ 

r/.r 


I  — ^  =  log  tang  (  7  -I-  -  j:  )  +  C, 
J    cos.r 


/^ 


^  lo":  tansr^  H-  C. 


sinorcosj: 
On  a  enfin 


/'                            /*sin.rr/.r 
taiiiî.r  c/jc  =  1 =  —  loe;  cosx  -h  G, 
J      cosx 

coixdx    =  I   — . =  vos,  sinx  -h  G. 

J      sinx 

456.   Si  le  nombre  n  est  nul,  la  formule  (3)  dun"  -454 
donnera,  dans  le  cas  de  m  pair  et  positif, 

/'                           cos  T  n                      m  —  I 
sin^'arr/j:  z= ^    siii'"~^x  H sin'"— ^^ 


(m—i][in  —  3,    .    „.    „  [m — l"[m  —  3^..3.l    . 

sm"'~*.r  +  ...-i ; f —  sinx 


[m  —  2)(m  —  4)  ""  '    i'"  —  ii[m  —  4;*"4-2 

{m  —  \^{m  —  'i]...'i.i    X 

H ■ 7- 7 1-  consi., 

^ /«  —  i][ni  —  4 J ... 4 . 2  m 

et,  dans  le  cas  de  m  impair, 

rcosc  f    .                     m  —  I    . 
?,ïn"'a.(lx  = —  sin"'~*^H sin'"~'a:-i 
m     I                         m  —  2 

i> „  ..._  . 

const. 


I     m  —  3  ...2! 
2)(m  — 4)...iJ 


En  chansfeant  a:  en  — h  .r,  on  aura  deux  autres  formules 
°  1 

qui  donneront  la  valeur  de 

cos'"  X  dx. 


f' 


pour  le  cas  de  m  pair  et  pour  celui  de  m  impair.  Il  faut 
remarquer  que  ces  formules  peuvent  se  déduire  imnicdia- 
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tement  de  celle  du  n°  445,  en  remplaçant  dans  celles-ci 
cv  par  sinor  ou  par  cosjc. 


457.  L'intégrale 


J  «si 


sin ar  ^-  b  cosa: 


se  ramène  immédiatement  à  l'une  de  celles  dont  il  vient 
d'être  question,  en  posant 

«  =  rsina,      b  z=:  r  cosai 

car  elle  devient  alors 


-f— 

] 


On  peut  aussi  déterminer  l'intégrale  plus  générale 

d.7 

asiux -T- b  cosx  ~Y- c' 

car,  en  faisant 

z,  c  —  r 

«=:rsma,      o^A-COSa, =  zz  A;-, 

c  -  -  /• 

on  a 

kdx 


r  dx  „=fc^^  / 

j   a  sinx -t- 6  coSoC -f- c        c  —  rJ    i 


2  COS^  4  !  a:  —  a  ' 


Xi  k^  \3iX\^^ \^x  —  a) 

ou ,  en  posant  A"  tang  -i^x  —  a )  =  i, 

r dx^ _=^2Â:    r     dl 

J  a  sinx  +  6  cosa- -t- c       c  —  >•  J    i±/-' 

et  l'intégrale  du  second  membre  de  cette  formule  a  pour 

valeur  arc  tang£  ou  logt/ v    selon  que   zhk^   est 

positif  ou  négatif. 
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CHAPITRE  IL 

THÉORIE  DES  INTÉGRALES  DÉFÎMES  ET  DES  INTÉGRALES 
DES  FONCTIONS  DE  PLUSIEURS  VARIARI^S. 


Propriétés  fondamentales  des  intégrales  définies. 

458.  Soity  (:c)  une  fonction  de  la  variable  réelle  x 
qui  reste  continue  quand  x  varie  entre  les  limites  Xq  , 
X,   et  F  (a:)    une  des   valeurs   de  l'intégrale  indéfinie 

//-— — '^>-^->--"- 

des  valeurs  de  la  même  intégrale,  savoir,  celle  qui  s'an- 
nule pour  x  =:Xo  ;  cette  valeur  est  égale  à  F(X)  —  F(Xo) 
pour  x  =  X,  et  nous  sommes  convenus  alors  de  la  re- 
présenter par  l'expression  /  f\x]dx,  que  nous  avons 
nommée  une  intégrale  définie.  Ainsi  l'on  a 

r/(.r)r/xz::=F,X;-F;>o;, 

et  nous  savons  que  l'intégrale  contenue  dans  cette  for- 
mule est  égale  à  la  limite  vers  laquelle  tend  la  somme 
des  valeurs  que  prend  la  différentielley  (jc)rfa:,  quand  x 
varie  de  Xo  à  X  en  prenant  des  accroissements  infiniment 
petits  successifs  égaux  à  dx. 

De  là  résultent  plusieurs  propriétés  fondamentales 
que  nous  allons  établir. 

459.  Théorème  I.  —  Une  intégrale  définie  change 
de  signe  en  conservant  la  même  valeur  absolue,  (jiiand 
on  permute  les  limites  de  l'intégrale. 
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Cela  résulte  immédiatement  de  la  formule  du  n°  438. 
dont  le  second  membre  ne  fait  que  changer  de  signe 
quand  on  permute  les  lettres  Xo,  X- 

On  peut  aussi  établir  la  même  propriété  en  considc- 
lant  les  intégrales 


J     fi^]dx,       J      f[.r)d^ 


comme  des  limites  de  sommes  d'éléments  infiniment 
petits.  Les  éléments  correspondants /"(:c)(i?a:  des  deux 
sommes  en  question  ont  la  même  valeur  absolue,  mais 
ils  sont  de  signes  contraires,  car,  x  variant  de  Xo  à  X 
dans  un  cas  et  de  X  à  Xq  dans  l'autre  cas,  dx  est  positif 
pour  l'une  des  deux  sommes  et  négatif  pour  l'autre. 

460.   Théorème  II.  —  Si 

sont  des  'valeurs  de  x  telles  quef[x)  reste  bien  déte?^- 
niinée  et  continue  quand  x  'varie  de  Vune  de  ces  va- 
leurs à  la  suivante,  on  a 

J/»X  /-ï-^l  /»-^2  z*^ 

f[x]dx=  I      f[.x)d.v-{-  I      f[x]dx-{-...-h  /      f[x)dx. 

En  effet,  cette  formule  n'est  autre  chose  que  l'égalité 
identique 

F(X)-F(^o) 

=  [F(:r,)  -F(.ro)]  +  [Y[v,]  -F(.r,)]  +...+  [F(X)-F{.r„_0]. 

On  peut  encore  démontrer  la  formule  dont  il  s'agit  en 
regardant  les  intégrales  définies  comme  des  limites  de 
sommes.  Si  Xo,  oCi,  . . .,  X  sont  disposées  par  ordre  de 
grandeur,  les  deux  membres  de  notre  formule  sont  égaux 
à  la  limite  d'une  même  somme  d'éléments  infiniment 
petits.  Il  en  est  de  même  quand  Xo ,  X) ,  • .  . ,  X  ne  sont 

S.  —  Cale,  i/ic,  6 
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pas  disposées  par  ordre  de  grandeur,  car  les  éléments 
infiniment  petits  de  la  seconde  somme  qui  ne  se  trouvent 
pas  dans  la  première  sont  égaux  deux  à  deux  et  de  signes 
contraires. 

4G1.  Théokème  III.  —  Soient  (f{jc)  et  f(x)  deux 
fonctions  qui  restent  cofitinues  pour  les  valeurs  de  x 
comprises  entre  les  limites  x^et^^  x^',  si  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  on  a  f  {^x)^  ^[x]^  on  aura  aussi 


En  effet,  par  hypothèse,  la  fonction /(.r)  —  ç(j:)  est 
positive  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  Xq  et  X; 
par  conséquent,  la  fonction 


l 


[f[.T)-^[x)]dx, 


dont  elle  est  la  dérivée,  est  croissante.  Or  cette  fonction 
s'annule  pour  a:  =  Xo  ;  donc  elle  est  positive  pour  x  =  X- 
et  l'on  a 

r    [/W-?WH^>0      ou        C  fl,T)dr-    C    ^[.t]cIx-:>0. 

On  arrive  plus  rapidement  à  ce  résultat  en  considé- 
rant les  deux  intégrales  proposées  comme  des  limites 
de  sommes;  effectivement,  chaque  élément y(a:)^x  de 
la  première  somme  est  plus  grand  que  l'élément  corres- 
pondant o[x)dx  de  la  seconde;  celle-ci  est  donc  infé- 
rieure à  l'autre. 

CouoLLAiKE.  —  Si  la  fonction  f[x)  est  comprise  entre 
deux  autres  fonctions  o(x),  ^(x),  pour  toutes  les  va- 
leurs de  X  comprises  entre  x^  etlL,  et  que  ces  fonctions 
soient  continues  de  x  =  Xq  à  x  =  X.,  on  obtiendra  deux 
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limites  de  V intégrale  i    f{x)dx  en  prenant  l     <^{x)dx 

et    j     i{x)dx. 

i 

r-    dx 

4G2.  Exemple.  —  Soit  l'intégrale  /  — •>  où  l'on 

suppose  m  ^2.  Il  est  évident  que  cette  intégrale  aug- 
mentera si  l'on  diminue  m,  et  qu'elle  diminuera  si  l'on 
augmente  m  ;  elle  est  donc  comprise  entre 


Jdx       Cî  /        — ziri^z: 


c'est-à-dire  entre 

-=0,5     et     arc sin  -  =3  -  ^o,523= .  .  . 

2  2  b 

463.  Théorème  IV.  —  Soient  u  et  v  deux  fonctions 
de  X  :  si  la  fonction  v  conserve  le  même  signe  quand  x 
varie  de  x^  à  X,  on  aura 

Juv  dx  =  U     /      {'  dx^ 

U  désignant  une  quantité  comprise  entre  la  plus  grande 
et  la  plus  petite  des  valeurs  que  prend  u  quand  x  varie 
de  Xq  à  X. 

En  effet,  soient  A  et  B  la  plus  petite  et  la  plus  grande 
des  valeurs  de  u,  on  aura  constamment,  si  v  est  positif, 

et,  si  w  est  négatif, 

A(^  ]>  M(^  <^  Bf; 

donc  l'intégrale  |     i^t^  f/x  est  comprise  entre  /     Awdx 

6. 
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et  /     Bp-^x,  c'est-à-dire  entre  les  deux  produits  que  l'on 

obtient  en  multipliant  A  et  B  par  l'intégrale  I  i^  dx  ; 
de  là  résulte  évidemment  l'égalité  qu'il  s'agissait  d'établir. 

Cas  où  les  limites  des  intégrales  sont  infinies. 

AQï.  En  traitant  des  propriétés  des  intégrales  définies 

Jf(x)dx,  nous  avons  supposé  la  fonctiony(x)  con- 

tinue  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  jtq  et  X  ;  ces 
limites  sont  d'ailleurs  des  quantités  déterminées  quel- 
("onqucs.  Nous  maintiendrons  ici  la  même  hypothèse; 
mais  nous  supposerons  Xq  etX  variables,  et  nous  allons 
examiner  le  cas  dans  lequel  l'une  ou  l'autre  de  ces  li- 
mites devient  infinie. 

L'intégrale  de  la  di(Térentielley(jc)r/j",  prise  entre 
deux  limites  infinies,  ou  entre  une  limite  finie  et  une 
limite  infinie,  peut  avoir  une  valeur  finie  ;  elle  peut  aussi 
être  infinie  ou  indéterminée  ;  nous  allons  donner  des 
exemples  de  ces  divers  cas. 

i**  Considérons  d'abord  la  différentielle  e~^  dx:,  en 
l'intégrant  àe  x=  Xo  à  x  =  X,  on  a 

ïX 

e~^  d.r  =  c~-''a  —  c~^. 


I 


et,  si  l'on  fait  tendre  X  vers  -:   oo  ,  on  aura 
e~^  dx  =  c~'^o  ; 


£ 


faisant  tendre  au  contraire  Xq  vers  —  30  ,  on  a 


I 


0 

.X 

e    '  d.t  =^  co  t 
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2°  Soit,  en  deuxième  lieu,  la  différentielle  • — , — „i  l'in- 


tégrale  prise  de  x  =r  Xq  à  x  =  X  est 

-  =  arc  tangX  —  arc  tangJTo, 


L 


a.r 


et,  si  l'on  fait  tendre  X  vers  -i-  oo  ,  on  a 

d.7 


i: 


-  = arc  ta.ng.T^; 

•-  2 


faisant  ensuite  tendre  Xq  vers  — co  ,  on  a 

dx 


i: 


I  H-  .r- 
3°  Soit  encore  la  différentielle  cosxc?^:;  on  a 


/ 


cosj:  dx  =  sinX, 


et  il  est  évident  que  cette  intégrale  cesse  d'être  déter- 
minée quand  on  suppose  X  =  oc  . 

465.  On  ne  peut  pas  indiquer  de  critérium  qui  per- 
mette de  décider  d'une  manière  générale  si  l'intégrale 

Jf{x)  dx  reste  finie  et  déterminée   quand  Tune  ou 

l'autre  des  limites  tend  vers  l'infini.  \  oici  cependant  un 
théorème  qui  donne  le  moyen  de  décider  la  question 
dans  un  assez  grand  nombre  de  cas. 

Théokème.  —  Soit  y  [x)  une  Jonction  qui  reste  Jinie 
pour  les  -valeurs  de  x  comprises  entre  Xq  et  —-  co  .  Si, 
pour  les  valeurs  de  x  supérieures  à  une  certaine  quan- 
tité a,  la  valeur  absolue  du  produit  x"J'[x)  est  constam- 
ment inférieure  à  un  nombre  donné  K,  et  que  l'expo- 
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sani,  n  soit  supérieur  à  i ,  L'intégrale  j    f{x)  dx  tendra 

vers  une  limite Jinie  quand  on  fera  tendre  X  'vers  -f-  co  . 
Au  contraire,  si  pour  les  valeurs  de  x  supérieures  à 
une  quantité  a.  la  fonction  f[x)  conserve  le  même  signe, 
et  que  la  valeur  absolue  duproduit  x'^f{x)  ne  soit  jamais 
inférieure  à  un  nombre  donné  K,    V exposant  n  étant 

égal  ou  inférieur  à  i,  l'intégrale  j    fi^x)  dx  deviendra 
infinie  en  même  temps  que  X. 
En  effet,  on  a 


f[.r)d.r=:    /     f[x]d.r^.-    /     /( 

-0  '^■^o  ^'-^ 


r  1  dx\ 


la  première  des  intégrales  du  second  membre  a  une  va- 
leur déterminée,  et  il  suffit  en  conséquence  de  considé- 
rer la  seconde. 

i"  Si  la  valeur  absolue  du  produit  x"f{x)  est  infé- 
rieure à  K,  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  a 
et  4-  00  ,  il  est  évident  que  la  valeur  absolue  de  Tinté- 


J  a 


srale  /     f'ix)  dx  est  elle-même  inférieure  à 

.X 


.t"  ^^        n—  \  \a"-'        X"-' 


quantité  qui,  dans  l'hypothèse  de  «  ]>  i,  se  réduit,  pour 


X=oD,   à  : ..   .•     Donc  l'intéîïrale    /    f[x)dx 


1    a' 


'O' 


reste  finie  pour  X  =  x)  ,  et,  par  conséquent,  il  en  est  de 
même  de  la  proposée. 

2°  Si  la  valeur  absolue  du  produit  x"f{x)  n'est  pas 
inférieure  au  nombre  donné  K  pour  les  valeurs  de  x 
comprises  entre  a  et  go  ,  et  qu'en  outre  la  fonctiony(j) 
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conserve  le  même  signe,  la  valeur  absolue  de  l'intégrale 

Jf{x)  dx  est  supérieure  à    /     -^,^  dx.  Cette  dernière 
intégrale  a  pour  valeur 
K 


I  — 
quand  n  est  <;]  i,  et 


fXi-'^ 


K  loir  -  ; 


quand  n  =  1;  dans  l'un  et  l'autre  cas,  elle  devient  infi- 
nie pour  X  =  00  ;  donc  la  même  chose  a  lieu  à  l'égard 
de  l'intégrale  proposée. 

Remarque.  —  Le  théorème  précédent  s'applique  au 
cas  où  l'on  fait  tendre  X  vers  —  oo  ;  car,  en  changeant  a: 
eu  —  X,  on  a. 


•x  ^-x 


"  -ro  ^  —  .ro 

et  l'on  est  ramené  à  faire  tendre  vers  -{-  00  la  limite  su- 
périeure —  X. 

Le  même  théorème  est  encore  applicable  dans  le  cas 
où  l'on  fait  tendre  la  limite  inférieure  Xo  vers  zh  oo  , 
puisqu'on  peut  permuter  les  deux  limites  entre  elles. 


466 


.  Exemple.  —  Considérons  l'intégrale  /     e~^^ dx. 

Soit  n  un  nombre  positif  aussi  grand  qu'on  voudra,  K  une 
quantité  positive  donnée  quelconque.  La  valeur  absolue 
du  produit  x"e~-^nend  vers  zéro,  quand  x  tend  vers  dzoo  ; 
donc  on  peut  assigner  une  valeur  a  de  x  telle,  que  de 
a:  =  -i-aàx=-t-:c,  ou  âe  x  =  —  y.  à.  x  == —  00,  la 
valeur  absolue  du  produit  x"  e~^^  soit  inférieure  à  K.  11  en 
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résullc  que  l'intégrale  proposée  conserve  une  valeur  finie 
e~-^'dx,  quand  on  fait  tendre  X  vers  -h  co  et  a^, 


/ 


vers  —  00  . 

Plus  généralement,  siy(x)  est  une  fonction  de  x  qui 
reste  finie  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre 

—  ce  et  -t- co  ,  l'intégrale  i       f[x)e~^^dx   aura   une 
valeur  finie. 

Cas  où  la  fonction  coJitenue  sous  le  signe  j  devient 

%J 
infinie  aux  limites  de  l'intégrale. 

407.  Supposons  que  la  fonction ^(.r)  reste  finie  pour 
les  valeurs  de  x  comprises  entre  Xq  et  X,  mais  qu'elle  de- 
vienne infinie  pour  x  =  X.  Dans  ce  cas,  si  l'on  désigne 
par  e  une  quantité  de  même  signe  que  X  —  Xq,  l'inté- 
grale /    f{x)  dx  est  la  limite  vers  laquelle  tend 

f[x)d.v, 


L 


quand  on  fait  tendre  e  vers  la  limite  zéro.  Il  peut  arriver 
que  la  précédente  intégrale  croisse  au  delà  de  loute  li- 
mite, et  alors  la  proposée  est  infinie. 

Pareillement,  si  la  foncliony^(x)  devient  infinie  pour 
X  =  Xm,  et  que  l'on  désigne  toujours  par  s  une  quantité 

de  même  signe  que  X — Xo,  l'intégrale   /    fîx)dx  scro. 

la   limite   vers   laquelle    tend   l'intégrale   /      f[x)dx, 

quand  on  fait  tendre  e  vers  zéro. 

Nous  allons  démontrer  un  théorème  analogue  à  celui 
du  n°4Go  et  au  mo^en  duquel  on  j^cut  décider,  dans  cer- 
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tains  cas,  si  une  intégrale  conserve  une  valeur  finie 
quand  la  fonction  qui  multiplie  dx  sous  le  signe  /  de- 
vient infinie  aux  limites  de  l'intégrale. 

468.  Théorème. — Soitf(x)  uTie  fonction  qui  Teste 
Jiniepour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  x^  eîX,  mais 
qui  devienne  infinie  pour  x  =  X.  Si  l'on  peut  assigner 
une  quantité  a  entre  Xq  et  X,  telle  que  pour  les  valeurs 
dex  comprises  entre  a  et  H.  la  valeur  absolue  du  produit 
(X  —  x)"f[x)  ou  [x  —  H)"f(x)  soit  ijifcrieuj-e  à  une 
quantité  déterminée  K,  le  nombre  n    étant   moindre 

que  I,  l'intégrale  j    f[x)  dx  aura  une  valeur  finie. 

Au  contraire,  si  l'on  peut  assigner  une  quantité  a 
entre  Xq  etlL,  telle  que  pour  les  valeurs  de  x  comprises 
entre  a  et  IL  le  produit  (X  —  x)'^f[x)  ou  [x  —  X)"/{x) 
consente  le  même  signe  et  soit  constamment  supérieur 
à  une  quantité  détei^minée  K,  le  nombre  n  étant  égala  i 

ou  plus  grand  que  .1,  V intégrale  j  f  [x)  dx  sera 
infinie. 

En  effet,  on  a 

r  f[x]dx=   j    f[x)dx-^    f  f[x)dx- 

la  première  des  intégrales  du  second  membre  a  une  valeur 
finie  ;  il  suffit,  en  conséquence,  de  considérer  la  deuxième 


intégrale. 


1°  Supposons  que  de  a:  =- a  à  x=r.'K  la  valeur  ab- 
solue du  produit  [zh  (X  —  x)]"f{x)  soit  moindre  que 
la  quantité  déterminée  K,  le  nombre  n  étant  en  outre 
inférieur  à  i  ;  il  est  évident  que  la  valeur  absolue  de  l'in- 


90  CALCUL    INTÉGRAL. 

tégrale   /    f[x)dx  sera  inférieure   à  la  valeur  absolue 


fJc    /      ?-7 -,\r TT,,*     Mais    l'intéffrale    indéfinie    de 

__ ^     a  pour  valeur ■ ;-eonst.: 

[rt.X  — x)]«     ^  I  — /^ 

on  a  donc,  à  cause  de  «  <^  i , 


r 


X 


Kr/.r        _  :^K[=bfX  — ail'-" 


d'où  il  suit  que  l'intégrale  proposée  a  une  valeur  finie. 

1°  Supposons  que  de  x  ^^  a  à  .r  =  X  le  produit 
[±(X  —  ^)'YJ'{^)  conserve  le  même  signe,  et  que  sa 
valeur  absolue  soit  plus  grande  que  la  quantité  déter- 
minée K,  le  nombre  n  étant  d'ailleurs  égal  ou  supérieur 


à  ! .  La  valeur  absolue  de   l'intégrale   /     f(x)dx  sera 


supérieure  à  celle  de  l'intéffrale   /    .  ,   ,^r" — rr-i  or  on 
a,  quand /z  est  >>  I, 

X    [zh^X-a:]]--     i-n     [(X  -  x)-^  "  (X  -  «j-^  J  ' 
et,  quand  n  =  \ , 


s: 


Kdx  X 
=  K  lo 


X  — x 


le  second  membre  de  chacune  des  iormules  précédentes 
devient  infini  pour  x  =  X,  et,  par  conséquent,  l'inté- 
grale 1    f[x)dx  est  infinie,  ainsi  que  la  proposée. 
Comme  on  peut  intervertir  les  limites  de  l'intégrale, 
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le  précédent  théorème  s'applique  au  cas  où/(x)  devient 
infinie  pour  x  =  jl^q. 

469.  Exemples.  —  i°  Considérons  l'intégrale 


£ 


o     \Jl  —  -^- 
I  i  I 

Onaici/'(a:)= -;=:=:=  et  (i — x)-  f[x)  =  ;.r  étant 

y'  1  —  .r'^  y/ 1  +  X 

positif,  ce  produit  est  inférieur  à  i  ;  on  en  conclut  que 
l'intégrale  a  une  valeur  finie.  Nous  savions  d'avance  qu'il 
en  est  ainsi,  car  l'intégrale  proposée  est  la  valeur  de 
arc  sinjc  pour  x  =  i,  et  par  conséquent  cette  intégrale 

est  égale  à  -• 

°  2 

2?  Considérons  l'intégrale 


i: 


d.T 


où  A^  désigne  une  quantité  positive  inférieure  à  lo  On 


.vyf{x) 


le  second  membre  de  cette  formule  est  inférieur  à  ■ — 

V  I  —  P 
pour  toutes    les  valeurs  de  x  comprises  entre  o  et  i  ; 

donc  l'intégrale  proposée  a  une  valeur  finie. 

3°  Considérons  l'intégi'ale 


£ 


dr 
I  —  J 


à  laquelle  se  réduit  la  précédente  lorsqu'on  a  k^=i. 
On  a  ic'if[x)  =  ^5  et 


I 


i  4-  X 
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le  second  membre  de  celte  formule  est  supérieur  à  - 

pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  o  et  i  ;  donc 
l'intégrale  proposée  est  infinie.  Au  reste,  cette  intégi'ale 
est  la  valeur  que  prend  pour  a:  ^^  i  la  fonction 


rr-^="Vi 


et  l'on  voit  que  la  valeur  en  question  est  effectivement 
infinie. 

4"  Considérons  encore  l'intégrale 


dx. 


où  n  désigne  un  nombre  compris  entre  o  et  i.  On  a 
f[x)  =^  — ^  ■)  et  celte  fonction  est  infinie  pour  x  =  o. 
En  désignant  par  t  un  nombre  compris  entre  o  et  i  — n, 

j.n-i-tj'f  jT  1  =  x'  log  j:  ; 

or,  quand  x  tend  vers  zéro,  le  produit  a?*log x  tend  aussi 
vers  zéro  ;  on  peut  donc  assigner  une  quantité  a  telle,  que 
dea::=oàx  =  a  le  produit  Jt:""'"^/(x)  soit  inférieur  à 
une  quantité  quelconque  donnée  K  ;  d'ailleurs  n  -h  e  est 
inférieur  à  i  ;  donc  l'intégrale  proposée  a  une  valeur  finie. 

Cns  oh  la  fonction  contenue  sous  le  signe    I  danent 
infinie  entre  les  limites  de  l'intcgration. 

470.   Lorscjue  la  fonction  y(x)  devient  iulinic   pour 
une  valeur  Xi  de  x  comprise  entre  Xo  cl  X  ^Uo»  il  'aut 


t'ai 


regarder  l'intégrale    /     f(x)dx  comme   la  limilc  vers 
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laquelle  tend  la  somme 

.X 


93 


lorsque  e  et  y;  tendent  vers  la  limite  zéro.  Une  telle  inté- 
grale  peut   avoir  une  valeur  finie  et   déterminée;  elle 
peut  aussi  être  infinie  ou  indéterminée. 
Considérons  par  exemple  l'intégrale 


£ 


d.r. 


OÙ  <7  et  a  désignent  des  nombres  positifs  et  où  n  est  un 

exposant  compris  entre  o  et  i,  et  de  la  forme  — ^ ? 

^.  et  V  étant  des  entiers;  on  aura 

or 

/         x"-  I  —  «  /         x"-  I  —  n 

donc 

.1 — n\ 


/ 


e'   '^  et  •/;'   '^  s'annulent  à  la  limite;  l'intégrale  proposée  a 
donc  une  valeur  finie  et  déterminée,  savoir  ; 


Si  le  nombre  n  est  de  la  forme  —^^—5   u  et  v  étant 

1\t  'T  i        ' 
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entiers,  et  qu'on  le  suppose  plus  grand  que  i,  on  aura 
f~''d^  __       r      /     I I    \ 

/--^"^  _  _i_      [_i i_\  _ 

/        x"  ~~  n  — T  \v3"-^         «'-7' 

la  somme  de  ces  deux  intégrales,  savoir 


I  ;         I  I 


[-''■ 


n  —  I  \£"~'         ï;"~'  /         n  —  i      «' 


croît  au  delà  de  toute  limite  quand  les  infiniment  petits 
positifs  e,  r,  tendent  vers  zéro  ;  donc  alors  l'intégrale  pro- 
posée est  infinie. 

Considérons  encore  le  cas  de  n  =  i  ;  l'intégrale  pro- 
posée est 

Or  on  a,  en  faisant  x  ^^  —  i,  dx  =  —  dt^ 


d'ailleurs 


donc 


dx       ,      a 
—  =  log  -  -, 

X  fi 


s: 


dx        ,       as        ,       ^        1       e 
—  =  log  —  =  log  -  -f-  log  — 

X  OLc,  a  Y} 


La  limite  du  rapport  des  infiniment  petits  e,  r/  est  indé- 
terminée; donc  l'intégrale  /  —  est  elle-même  indé- 
terminée. 
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471.  Revenons  à  l'expression  générale 
(l)  /  f[x)cI.r-\-  j        f[x]dxi 

si  l'on  suppose  r,  =^  s,  elle  se  rcduil  à 

(2)        r  f{x)dx-f  f'.x.dx. 

La  limite  vers  laquelle  elle  tend  quand  on  fait  tendre  e 
vers  zéro  a  été  nommée  par  Cauchv  valeur  principale 

de  l'intégrale  définie  1    f{^x)dx.  Ainsi  la  valeur  prin- 

cipale  de  l'intégrale  I  —  que  nous  venons  de  consi- 
dérer est  log  -» 

Si  l'intégrale    1    y(:c)  Jx  a  une  valeur  finie  et  déter- 

minée,  il  est  évident  que  cette  valeur  sera  la  limite  vers 
laquelle  tendra  la  somme 

/[x)dx^i        f[x)dx, 

quand  e  tendra  vers  zéro,  quels  que  soient  les  membres 
positifs  y.  et  "j]  donc  alors  la  différence  des  sommes  (  2  ) 
et  (3),  savoir 


(4) 


£,—1*6  /»Jrj+VE 

/{x)dx-h  I  f{x)dx 


doit  tendre  vers  zéro  avec  e,  quels  que  soient  |:i  et  v.  Si 
donc  on  peut  constater  qu'il  n'en  est  pas  ainsi,  on  con- 
clura que  l'intégrale  proposée  n'a  pas  une  valeur  finie 
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el.  déterminée.  Les  intégrales 

OÙ  £  désigne  un  infiniment  petit,  ont  été  nommées  par 
Cauchy  des  intégrales  définies  singulières.  On  peut  re- 
trouver, par  la  considération  de  ces  intégrales,  le  résul- 
tat établi  au  n^  466. 

En  général,  si   la  fonction  y(x)  devient  infinie  pour 
les  valeurs  x,,  X2,  .  .  . ,  Xi  comprises  entre  Xo  et  X,  on 

devra   regarder  /      f(x)dx  comme   la  limite   vers  la- 


'■To 


quelle  tend  la  somme 

f[x)dx-^\        f{x)dx. 


X  J  dx  -!-.,. 
X 


«■.-r-li-,  «^OTi  +  l; 


quand  les  quantités  £  et  -/j  tendent  vers  zéro.  Ce  cas  se 
ramène,  au  reste,  au  précédent,  en  décomposant  l'in- 
tervalle de  Xo  à  X  en  plusieurs  autres. 

Démonstration  nouvelle  de  la  formule  de  Taylor. 

4-72.  La  considération  des  intégrales  définies  fournit 
une  démonstration  très- simple  et  très-élégante  de  la 
formule  de  Taylor. 

Soient  x  et  h  deux  quantités  données,  t  une  variable 
ç.\f^x-\-h  —  t')  une  fonction  que  nous  supposerons 
continue,  ainsi  que  ses  n  premières  dérivées  pour  les 
valeurs  de  t  comprises  entre  o  et  h.  L'intégration  par 
parties  donnera,  en  re[)réscntant  pary'(x-f-/i  —  f), 
f'\x-\-h  — t),  ...  les  dérivées  successives  de  la  fonc- 
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tion  f[x-\-h  —  t)    prises    relativement    à   la    variable 
X  -r-  Il  — t, 

r'  r' 

J    f'[,r-^h  —  t)    dt    =       tf  [x-^h—t]^   I     f"  x^h  —  ttdt, 

f  l^x  -'r-  h  —  ttdt=    -  /"  ;.r  -\-h  —  t)-^    /     /'"  (.r  H-  h  —  t]  -  dt, 
o  "  *■  o  ~ 

/     f'\.r  -^h-t   -dt=^^  /'-[.T  ^/i—t'-\-   f  f^^htr  -\-h  —  t]  -^  dt, 

•••••• ï.      =     O0 ...09>0>..<.> »• ••) 

/    /^""'-   •'-  -^h  —  t'  —^ di 

I  ^  2.3...:/2  —  2i 

./(«-i;  (or  -I-  /^  -  /^  -f-  /  fw  [x-~h- 1]  ::-^^ — -  dt. 


a..3...  n  —  i  ;  '      Jo  '  2.3.,:^n--i) 

Ajoutons  toutes  ces  inégalités,  faisons  ensuite  t  =  Ii,  et 
remarquons  que  l'on  a 

.A 

h  —  t)dt=/'x  -h  h'  —f[x\ 


S."- 


il  viendra 

\  1  .  2 ...  1/2  I J  ' 

en  posant 


La  formule  (i)  conduit  à  celle  de  Taylor  quand  les  con- 
ditions relatives  à  la  continuité  sont  remplies  et  que  le 
reste  R^  tend  vers  zéro  à  mesure  que  n  augmente.  La 

S.  —  Cale.  in't.  n 


gS  CALCUL    INTÉGRAL. 

formule  (2)  donne  une  expression  de  R^  qui  est  souvent 
utile,  et  l'on  peut  en  déduire  celle  que  nous  avons  éta- 
blie au  n°  106.  Effectivement,  on  tire  de  la  formule  (2) 
(n°  463) 


R«  =  U  /    -^ ; -,  dt  —  ^^-5 ::  U, 


2.3...I/Î  —  i)  1.2.3. 


U  étant  une  quantité  comprise  entre  la  plus  grande  et 
la  plus  petite  des  valeurs  que  prend  y"(x -i- /'  —  t) 
quand  t  varie  de  o  à  /«.  La  dérivée  dont  il  s'agit  étant 
continue,  elle  prendra  la  valeur  U  pour  une  valeur 
(i  —  Q)h  de  t,  comprise  entre  o  et  A;  on  a  donc 


De  l'intégration  par  séries. 

473.  Théorème  I.  —  Soit  uq  --  «<  -I-  U2  -f- .  .  »  une  sé- 
T'ie  dont  les  termes  sont  des  /onctions  continues  d'une 
variable X.  Supposons  la  série  convergente  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  comprises  entre  Xo  et  \  ,  appelons 
fix)  la  somme  de  la  série  et  r^  la  valeur  du  reste  en 
s' arrêtant  au  /z'"'"^  terme  ;  supposons  en  outre  que  V  on 
puisse  trouver  un  nombre  tel,  que  pour  toute  valeur  de 
n  supérieure  à  ce  nombre  le  reste  r,i  soit  moindre 
qu'un  nombre  quelconque  e  donné  à  V  avance  ^  la  série 

I     uq/Ix  -■-  I     it^dx  -;-   I     u.^dx  -;-  .  .  0 

sera  aussi  convergente  pour  les  xmleurs  de  x  comprises 
entre  Xq  et  X;  en  outre,  elle  aura  pour  somme  l'inté- 


grale I    /{x]dx. 
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En  effet,  x  étant  comprise  entre  Xq  et  X,  posons 

(i)  /{x)  =  «o-f-«i-i-  iii-^  ...-4-«„_i-Hr^_; 

on  aura 

f[.v)dx=   \     Uodx-h         Wi^x -:-...-{-   /      u„_ydx-^~\     rndx', 

or  on  a  (n°  463) 

/     r^dx:=p^  j     dx  =  pn[x  —  XQ], 

pn  étant  une  quantité  comprise  entre  la  plus  petite  et 
la  plus  grande  des  valeurs  que  prend  ;■„  quand  x  varie 
de  Xo  à  X;  d'ailleurs  r„  s'annule  par  hypothèse  pour 
7z  =  00  :  donc  la  même  chose  a  lieu  à  l'égard  de  p„,  et 
l'on  a  conséquemment 

lim  1     r^dx  =:  o  pour  n  =  co  ; 

donc 

J<»x  /»^  n^  r^^ 

/'[^x)dx  =z  j     u^dx  ^   j     u^dx -h   I     U2dx  ~\-.  .  ., 
Xo  »'Jo  •^-^0  ''^o 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

474.  Théorème  II.  —  Soit  Uo-l-  u^  -+-  U2-\-,  ,o  une 
série  dont  les  termes  sont  des  Jonctions  d'une  variable 
X,  continues  de  x  =  Xq  à  x=^,  et  qui  converge  vers 
une  limite  déterminée  f[x).  Si  la  série 

dun         dit,         dii^ 
ilx  dx  (Ix 

remplit  les  conditions  du  théorème  1,  elle  a  pour  somme 

f'{x). 

7» 
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Jin  eiiet,  la  série  — ; i — ; h  •  «  •  étant  supposée  con- 

cl.r  dx  ^  ^ 

vergente,  désignons  par  F(j:)  la  somme  vers  laq^uelle 
elle  converge  ;  on  aura 

r/wo        du^        dii^ 

^     '  dx  dx  dx 


dx  =   (      -—  dx  -{-    \      -—^dx  -h  . 
dx  I       dx 


d'où,  par  le  théorème  précédent, 

Y{x)dx  = 
OU,  en  désignant  par  «Jj*"  la  valeur  de  u^,  pour  j:^=  j"o» 

l^ix]dx  ^  (u,  -u?A-h(u,  —  «'«'1  -I-.  ,  .  . 


X 


Or  la  série  Uo  -H  u,  -h  Zf2  -4-. .  •  converge  vers  la  limite 
f{x);  on  a  donc 


/ 


F(a:)c?jr  =y(^x]  -|-  ronst.j 
et,  en  différentiant, 

ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

475.  Le  théorème  I  donne  le  moyen  d'exprimer  par 
des  séries  les  intégrales  des  différentielles. 

Supposons  d'abord  que  la  fonctiony(.r)  soit  dévelop- 
pable  en  série  convergente,  par  la  formule  de  Maclaurin, 
pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  o  et  X;  on  aura 


/(x)  ^/<o.  +  -/■(o)  -f   — /"(O; 
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Si  Ton  multiplie  les  deux  membres  de  cette  formule 
par  dx  et  qu'on  l'intègre  ensuite  entre  les  limites  o  et  a:, 
on  aura,  par  le  précédent  théorème, 


^  o 


r.3 


/»/,.= -/;o;  +  ^/':o)  + ^^-3 /"(o) 


ce  qui  n'est  autre  chose  que  la  formule  de  Maclaurin 

elle-même  appliquée  à  la  fonction  /    f{^x)dx. 

Généralement,  si  une  fonction  f \x)  n'est  définie  que 
par  son  développement  en  série,  de  manière  que  l'on  ait 

f[x)  =  «0  -T-  «1 JC  -!-  rzj.r--!-.  .  ,, 

non-seulement  on  aura  (n"4T3) 


i: 


f[x)dj 


'1  „" 


2  6 


'  x^ 


mais,  en  outre,  /    J [x)dx  sera,  en  même  temps  que 

/  [x),  fonction  continue  de  x.  Cela  résulte  de  la  propo- 
sition suivante  : 

Si  une  série,  ordonnée  par  rapport  aux  puissances 
entières  et  ascendantes  d'une  variable  réelle  ou  ima- 
ginaire z,  est  convergente  pour  toutes  les  valeuis  de  z 
dont  le  module  n'est  pas  supé/'ieur  à  R,  elle  a  pour 
somme  une  fonction  de  z  qui  est  continue  pour  les 
mêmes  valeurs  de  z. 

En  effet,  désignons  pary(z)  la  somme  de  la  série  con- 
vergente 

«0  -i-  «i3  +  a^_z^  +.  .  ., 

par  (^/i{z)  la  somme  des  n  premiers  termes  et  par  ^n{^) 
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le  reste.  On  peut  assigner  une  valeur  de  n  telle,  que  pour 
cette  valeur  et  pour  les  valeurs  plus  grandes  le  module 
de  ^n{z)  reste  inférieur  à  une  quantité  donnée  A.  Il  suffit 
pour  cela  de  prendre  n  tel  que 

««R'"^-«„+,R'""' -4- ■••</•-, 

o-n  étant  le  module  de  «„  et  R'  une  valeur  quelconque 
inférieure  à  R;  cette  condition  peut  être  remplie,  car  la 
série  proposée  étant  convergente  quand  mod.^=R, 
les  modules  de  ses  termes  forment  une  série  convergente 
quand  on  a  mod.  c  <^  R. 

Pour  tout  module  p<^V\.' ,  on  aura,  à  plus  forte  raison, 

«„p"  +  ««->-iP"-'-'-^.--<^-, 

et,  comme  le  module  de  '^«(s)  est  plus  petit  que  cette 
somme,  il  sera  moindre  que  A. 

Gela  posé,  soient  zeiz-\-h  deux  valeurs  de  la  variable 
ayant  des  modules  compris  entre  zéro  et  R'.  On  a 

le  polynôme  9,,  [z)  étant  une  fonction  continue  de  z,  on 
peut  supposer  le  module  de  h  assez  petit  pour  que  le 
module  de  (p„(:;  -\- h)  —  ^n{^)  soit  inférieur  à  /.  D'ail- 
leurs les  modules  de  <p«(^  -f-  1i),  ^«(^)  sont  eux-niènies 
inférieurs  à  A;  par  conséquent,  le  module  de 

sera  inférieur  à  3/  ;  ce  module  est  donc  infiniment  petit 
en  même  temps  que  le  module  de  h;  en  d'autres  termes, 
la  fonctiony(z)  est  continue. 

Ce  théorème,  dont  nous  empruntons  la  démonstration 
à  MM.  Rriot  et  Bouquet,   nous  servira  plus   loin   pour 
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établir,  d'après  ces  géomètres,  une  importante  pro- 
priété. 

476.  Exemples.  —  i°  On  a,  par  la  division, 

:^  =  1  —  a:-  -\-  X*  —  .r'^  H-  .  .  .  , 

I  -i-  X- 

et  la  série  du  second  membre  est  convergente  pour  les 
valeurs  de  a:  comprises  entre  —  i  et  -h  i  ;  en  multipliant 
par  dx  et  intégrant  à  partir  de  x  =  o,  on  aura 

arc  tangx  =  x o+"E " ^-  •  • 

o  o  "J 

pour  toutes  les  valeurs  de  jc  comprises  entre  —  i  et  H-  i. 
Cette  formule  subsiste  même  pour  x=^zh  i  (n°  121), 
car  la  série  du  second  membre  reste  convergente  ;  on  a 
ainsi 

TT  III 

4  6       5'] 

2**  On  a  par  la  formule  du  binôme,  pour  toutes  les 
valeurs  de  x  comprises  entre  — i  et  -f-i, 

T  I     „        I .3     ,        I .3.5    , 

l  -\ X'  -J, 7  X*  H ,--:  J7^  4-  .  .  .  ; 


V/i  —  x''  2  2.4  1   4.6 

multipliant  par  dx  et  intégrant  ensuite  à  partir  de 
X  =  o,  il  vient 

l   x^         1  .  3  r^          I  .  3  . 5  x'' 
aix  Sinx  =:  j:  H -  H 7    _-  -f .^^ 1-  .  .  .  , 

16        .>, .4  5        2.4.0   7 

formule  qui  subsiste  pour  les  valeurs  de  x  comprises 
entre  —  i  et  -j-  i ,  et  même  pour  x  =  ±  i .  En  y  faisant 
j:  :=  1 ,  on  a 

TT  II        i.3i        i.3.5i 

-  =  I  +  -  ^  H 7  ^  H 7-7.  -  H- .  .  . . 

2  2  3       2.4  5        2.40  7 
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477.  Il  arrive  souvent  qu'une  foncliony(a:)  est  déve- 
loppable  de  plusieurs  manières  en  série  convergente  ; 
on  doit  alors  choisir  le  développement  le  mieux  appro- 
prié à  la  question  que  l'on  traite.  Considérons,  par 
exemple,  l'intégrale  elliptique  de  première  espèce 


/ 


dr 


o    y/ 1  —  X-  V  I  —  /-'^  ^* 

où  les  radicaux  sont  pris  positivement,  et  oii  k  désigne 
un  nombre  inférieur  à  l'unité.  On  a,  par  la  formule  du 
binôme, 

-^==    =  I-f-    -    X-.7.-2  _^ /,i^i  _, /.6  ,.6  _;_  _  ^  . 

y/l_/,-2^2  2  2.4  2.4.0 

multipliant  par ' —  et  intégrant  ensuite  à  partir  de 

X  =^  o,  il  viendra 

/"" dx r^      d.r  I  r""     .r^rf.r_ 


1.3  ..    C"   x'^d. 


k*    \ 


On  a  de  même,  pour  l'intégrale  elliptique  de  deuxième 
espèce, 

r'         x-^dx  _  r'  x'^d.v        i      r'  .T>dx 

Jo  v/i  — x2  v'i  — /t'^*~~  Jo  \/T-'.^'  '  2  '  J^  vT-"** 

3  ..     /•'    .r'^dr 
•4       Jo    \fi  —  x* 


I   3 
2, 


Chacune  des  intégrales  qui  figurent  dans  les  formules 
précédentes   peut  être  déterminée  par  la  méthode  du 
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n°  Ai^.  Les  séries  contenues  dans  ces  formules  sont  très- 
convergentes  quand  k  est  une  petite  fraction;  mais, 
lorsque  A^  diffère  peu  de  l'unité,  il  est  nécessaire  d'em- 
ployer d'autres  développements. 

Différentiation  des  intégrales. 
-478.   Une  intégrale  définie 

dans  laquelle  les  limites  Xq  etX  sont  regardées  comme 
variables,  est  une  fonction  de  ces  limites.  Il  est  évident 
qu'on  peut  écrire 


«=  1^  f,X)dX, 


ou       n^:r:: —    /       /i 


car  la  notation  par  laquelle  on  désigne  la  variable  sous 
le  signe  /  est  indifférente.  On  voit  alors  que  les  diffé- 
rentielles partielles  de  u  relatives  à  X  et  Xq  sont  respec- 
tivement 

/(X)./X,       -f{.r,)dr,. 

Si  donc  on  considère  u  comme  fonction  des  seules 
variables  X  etXo,  on  aura 

( I )  du  =i/(  X )  dX  -/(.ro)  dx„ 

et  cette  formule  s'applique  au  cas  où  X  et  Xq  sont  deux 
variables  indépendantes  et  à  celui  où  X  et  Xq  sont  des 
fonctions  d'une  ou  de  plusieurs  autres  variables. 

Si  la  fonction y(ji:)  renferme  des  quantités  oc,  S,  .  . ,, 
regardées  comme  vai^ables,  il  faudra  ajouter  au  second 
membre  de  la  formule  (i)  les  différentielles  partielles 
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relatives  à  ces  variables,  et  l'on  aura 

(2  )    du  =fiX)  clX  -f[x,  )  dx,  -}-  ^^  ./«  -1-  ^  ^S  +  .  .  .  ; 

il  nous  reste  à  indiquer  la  manière  d'obtenir  chacune  des 

j ,  .    ,  .  ..       du     du  •    1    • 

dérivées  partielles -— 5    ,-5  •••-,   qui  doivent  être  prises 

comme  si  jCq  et  X  étaient  indépendantes  des  variables 
a,  ê, 

Différentintion  sous  le  signe   / . 
479.  Considérons  l'intégrale 

«=    ^    f[.T)d.T, 

et  supposons  que  la  fonction  y  (a)  renferme  une  quan- 
tité «  regardée  comme  variable.  Nous  nous  proposons 

de  chercher  la  dérivée  -—1   et,  d'après  ce  qui  précède, 

on  doit  supposer  les  limites  Xq  et  X  indépendantes  de  a. 
Pour  mettre  en  évidence  la  variable  a,   représentons 

A  -ft     \ 

parF(a),  F'[y.)  la  fonction  /(jc)  et  sa  dérivée  —}' 

Donnons  à  a  l'accroissement  Aa  et  désignons  par  Au 
l'accroissement  correspondant  de  u  ;  on  aura 

/      F(a -f- A«;r/.r  —   /      ¥  {u)  dx 
=    j      [F(a  +  Aa     —  F    y.   ]d.r. 

Or,  si  la  fonction/ (jr)  ou  F  (a)  reste  continue  entre  les 
limites  de  l'intégration,  on  a  (n"  14) 

F(a+  Aa]  —  F^a)  =  AaF\a-+-  OAa), 


Aw  = 
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ô  étant  une  quantité  comprise  entre  o  et  i;  on  a,  par 
conséquent,  dans  cette  hypothèse, 

—  =    /      F'(a  +  5AaU/:r, 

et,  en  passant  à  la  h'mite,  il  vient,  pour  Aa  =  o^ 

OU 

Si  donc  la  fonctiony(:c)  reste  finie  entre  les  linaites 
de  l'intégration,  on  obtiendra  la  différentielle  -c-  dy.  en 

exécutant  la  différentiation  relative  à  a  sous  le  signe  /  • 

Mais  il  faut  bien  remarquer  que  celte  règle  peut  être  en 
défaut  si,  contrairement  à  notre  hypothèse,  la  fonction 
f[x)  devient  infinie  entre  les  limites  Xq  et  X. 

480.  Il  peut  arriver  que  Ton  ait  besoin  de  différentier 
une  intégrale  indéfinie  par  rapport  à  une  variable  diffé- 
rente de  celle  à  laquelle  se  rapporte  l'intégration;  ce  cas 
se  ramène  immédiatement  au  précédent.  Soit,  en  effet, 

l'intégrale  indéfinie  l  f[x)  dx;  on  peut  écrire 

/{x)dj:=    /    /^.Zjdr^C; 
soit  a  l'une  des  variables  dont  dépendy(a),  on  aura 

dx        ~J         0^ 


ilr  -i : 

doc 
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mais,  G  étant  une  constante  arbitraire  relativement  à  x, 

]i  en  est  de  même  de  -—  ;  on  a  donc 
Ou. 

dff[.r]  rlx  ^  Çàf[A^^ 

Intégration  sous  le  signe  j  - 
481.  Considérons  l'intégrale  définie 


^=   f     /r^' 


d.r. 


o\xf[x,  ûc)  désigne  une  fonction  des  variables  x  et  y.,  et 
dans  laquelle  les  limites  Xq,  X  sont  indépendantes  de  ce. 
La  quantité  u  dépend  de  Xq,  de  X  et  de  a;  mais  nous 
la  regarderons  spécialement  comme  fonction  de  a.  Po- 
sons d'abord 


/ 


/(^,  «)r/a  =  F(.r,  a), 


la  limite  inférieure  Uq   étant  une  quantité  déterminée 
quelconque,  puis 

P=:  j    F(.r, 


dx. 


D'après  ce  qu'on  a  vu  au  numéro  précédent,  si  la 
fonction  F(jc,  a)  reste  continue  entre  les  limites  de 
l'intégration,  on  aura 

_:=:/        -^--dx=^     /(.r,«)./.r 


ou 

OU. 
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et,  puisque  t^  s'annule  pour  a  =  V-o,  on  aura 

r 

c'est-à-dire 

Cette  formule  exprime  la  propcsition  suivante  : 
Pour  intégrer  entre  les  limites  Xo,  <y-  le  produit  de  l'in- 
tég/ale  I    f[x,  a)  dx  par  dx,   il  suffit  de  multiplier 

sous  le  signe  /  par  dy.  et  d'intégrer  ensuite  le  produit 

entre  les  limites  a^,  a. 

Mais,  nous   devons  le  répéter,  cela  suppose  que  la 

fonction   /    f{x,  a)  dcf.  reste  continue  entre  les  limites 

Xo,  X  de  X. 

On  peut  encore  exprimer  la  même  proposition  en 
disant  que 

Si  l'on  propose  d'intégrer  la  différentielle 

/ ^x,  aj  dxdcf. 

entre  les  limites  respectii^es  Xo,lLetaQ,  a,  on  peut  effec- 
tuer les  intégrations  dans  un  ordre  quelconijue,  pourvu 
que  les  limites  de  chaque  uariable  ce.  et  x  soient  indé- 
pendantes de  l'autre  variable. 

On  verra  plus  loin  l'interprétation  géométrique  du 
résultat  que  nous  venons  d'obtenir. 
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De   l'intégration    des    différentielles    qui    dépendent 
de  plusieurs  vaj'iables  indépendantes . 

482.  L'intégration  des  différentielles  qui  dépendent 
de  plusieurs  variables  se  ramène  facilement,  comme  on 
va  le  voir,  à  l'intégration  des  différentielles  d'une  seule 
variable,  en  faisant  usage  du  théorème  du  n'*  479. 

Toute  fonction  de  plusieurs  variables  indépendantes 
X,  y,  z,  .  .  . ,  u,  V  di  une  différentielle  de  la  forme 

(  1  )  Xclx  -i-  Ydy  -i-Zf/z-r-.  ..-^Vclu-h  Ydv, 

X,  Y,  . .  . ,  U,  V  étant  des  fonctions  des  variables  x,  y , 
z,  .  .  .,  H,  i>.  Mais  la  réciproque  n'a  pas  lieu,  et,  pour 
que  l'expression  précédente  soit  la  différentielle  d'une 
fonction  des  variables  x,  j,  z,  ....  «,  v,  ou,  comme  on 
dit  aussi,  soit  une  dijj'ércntielle  exacte,  il  est  nécessaire 
que  certaines  conditions  soient  remplies.  En  eflet,  si 
l'expression  (i)  est  la  différentielle  d'une  fonction  12, 
on  aura 

dn  _  do.  _         da  _  ^"  _  TT      '^^      ^7 

— -  — •  A,  ^—  —  X ,  -  —  —  A,  .  .  . ,  —  -  —  u ,  —-  =  V  ; 
dx  dy  dz  du  dv 

considérons   deux  quelconques   de  ces  équations ,   par 

exemple 

do.  _  da  _ 

dx  dy 

en  différentiant  la  première  par  rapport  ixj  et  la  seconde 
par  rapport  à  x,  on  aura 


d-a        dX 
dx  dy        6//  ' 

d^o. 
dy  dx 

dY 

et,  par  conséquent, 

^X 

dY 

dy  ~ 

'  dx' 
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On  conclut  de  là  que,  si  l'expression  (i)   est  une  diffé- 
rentielle exacte,  on  a  nécessairement 


dX_dY 
df        ox 

()X  _  dZ 
dz       dx 

dX  _  dV 
di'        dx 

dY  _âZ 
dz  ~  dj' 

dY  _  dV 

de  df' 
1 

du  _  dV 
dp       du 

\ 

Le  nombre  des  conditions  (2)  est  égal  au  nombre  des 
combinaisons  des  variables  x,  j,  z,  .  .  .  deux  à  deux; 
lorsqu'il  n'y  a  que  deux  variables  indépendantes  x  etj', 
l'expression  (1)  est 

X^/x-i- Yr/j, 

et  les  conditions  (2)  se  réduisent  à  une  seule 

d^__àY 
dy       dx 

483.  Nous  allons  démontrer  que,  réciproquement, 
lorsque- les  conditions  (2)  sont  remplies,  il  existe  une 
fonction  Q.  des  variables  indépendantes  x,  j,  z,  ..., 
u,  u,  telle  que 

(3)      ^£1  =--  XcLr  H-  Ydf  -H  Zdz  -j-  .  .  .  -4-  Udu  -1-  Vr/p. 

L'expression  générale  de  toutes  les  fonctions  0  qui 
admettent  X  pour  dérivée  partielle  par  rapport  à  x  est 


h: 


X  dx  -î-  n 


1» 


û,  désignant  une  fonction  quelconque  des  variables  r, 
z,   .  .  .  .  u,  V,  mais  ne  renfermant  pas  x. 
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Il  faut  déterminer  û,  de  façon  que 

oj  oz  OU  dr 

Or  on  a,  d'après  le  théorème  du  n''  479, 


1     •  ^  <^X  ,    ^       ..       .,       .         dY 

et,  en  substituant  a  -r—  la  lonction  identique  — ? 

àj       J^.„  àx         '    dj  ^   '    àj  '' 

Yi  désignant  la  fonction  Y  dans  laquelle  on  a  remplacé  a: 
par  Xo.  Ainsi,  pour  que  -^  se  réduise  à  Y,  il  faut  et  il 

suffit  que  l'on  ait  - —  =  Y,.  La  fonction  Q,  définie  par 

la  formule  (4)»  vérifiera,  dans  l'équation  (3),  si  la  fonc- 
tion û,,  qui  ne  dépend  que  des  variables  j>^,  z,  ...,«,  v, 
vérifie  elle-même  l'équation 

(5)  clD.1  —  Yiflj  -+-  Zidz  -\-.  .  .-^  U,r/M  -;-  \\di>, 

Yi,  Z,,  . ..,  Ut,  V,  désignant  les  valeurs  que  prennent 
Y,  Z,  , . . ,  U,  V  pour  X  =  Co- 
opérant sur  la  formule  (5)  comme  nous  avons  fait  à 
l'égard  de  la  formule  (i),  on  trouve 

'•y 

avec 

dû..  =  Z^dz  -:-... -h  V^du  -+-  V,  di-, 

Zo,  • . .,  Uo,  Vo  étant  les  valeurs  que  prennent  Z,  .  .  ., 
U,  V  quand  on  fait  x  =  Xq,  j  =j)  o- 

Il  est  évident  qu'en  continuant  ainsi   on   uhlicndra 
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l'expression  suivante  de  la  fonction  demandée  û  : 


(G) 


(  p.  =  I      XcLr  -h  j    Yidy  -h   i   Z.r/j  4-  .  .  . 

I  ♦'■'0  «-yo  ^Zo 


en  désignant  par  n  le  nombre  des  variables  et  en  conve- 
nant que  chaque  indice  i  dont  les  lettres  Y,  Z,  ...,  U,  V 
sont  affectées  indique  qu'il  faut  remplacer  les  i  pre- 
mières des  variables  jo,  j-,  z,  .  .  . ,  u,  u  par  les  valeurs 
correspondantes  Xo,yQ,Zo,  .  .  .,  «o-  La  lettre  C  repré- 
sente une  quantité  quelconque  indépendante  des  va- 
riables X,  J'',  z,  ...,  u,  V. 

Considérons,  par  exemple,   le  cas  de  deux  variables 
X  et  J-,  et  soit 

(6)  f{x,  j)dx-h-i'{x,Y]dj- 

la  différentielle  donnée.  L'intégrale,  prise  de  manière 
qu'elle  s'annule  pour  jc  =  Xo,  J'  =  J'o>  aura  pour  valeur 


(7 


■'c  y» 

484.  La  recherche  de  l'intégrale  d'une  différentielle 
qui  renferme  7i  variables  indépendantes  se  ramène , 
comme  on  voit,  à  un  nombre  n  d'intégrations  qui  se  rap- 
portent respectivement  aux  /z  variables  ;  il  est  évident 
que  ces  intégrations  peuvent  être  effectuées  dans  un 
ordre  quelconque,  et  cette  remarque  n'est  pas  sans  im- 
portance. Ainsi,  l'intégrale  de  la  différentielle  (6)  est  re- 
présentée par  l'expression  (j),  mais  elle  peut  l'être  aussi 
par  l'expression 

(8)  /     V>»j)<>'+/     'A^fjVldx, 

s.  —  Cale,  iuc,  8 
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'    qui  s'annule  comme  la  première  pour  x:=-Xaj  J' =  Vo* 
En  égalant  ces  deux  expressions  entre  elles,  on  a 

JI^JT  nX  ny  ny 

'f{x,y)dx—l     ^{x,y^)dx=         ^[j:,j)dj—         ^(^o,j)^0', 
xo  •^'■ro  ^y,  *^yt 

ou 

(9 )  /   b  (■^'  ^)  —  ?  (•^'  ^'0)] ^^-^  =  /   [■}  (-^j  j)  —  ^  (^0,  j)] f(r, 

formule  qui  a  lieu  pour  deux  fonctions  ^{x,  j),  f^[jc,j) 
assujetties  à  la  seule  condition 

d  o{x,  y)        d  l'.r-,  r) 

I/itégration  des  âUfèrenfioUes  dans  le  cas  des 
variables  imaginaires. 

■48o.  Pour  compléter  la  théorie  de  l'intégration  des 
diflerentielles,  il  nous  reste  à  examiner  le  cas  des  varia- 
bles imaginaires.  Soient  z  =  x  -\-j  \! — i  une  variahle 
ima£îinaire  et 

/(3)  =  y(.r,j)-t-v/~-^>.-r) 

une  fonction  donnée  de  cette  variable,  9(0:,  r)  c\.^[x,y) 
désignant  des  fonctions  réelles  des  variables  réelles  a',j>. 
Si  la  fonction/ (-)  aune  dérivée  déterminée,  on  a  (n"377) 

()?(.r,  r)  _  ()ij/(.r,  y)        d  <!f[x,  y)  __        d-j>(-^^.r) 
dx        ~~        Of  Of        ~  Ox 

ce  qui  montre  que  les  expressions 

ii'x,y)d.t.  —  ■i^[x,y)df  et  -'^[j;  r)dx  -h  ^[x,  y)dx  ■ 
sont  des  difTérentielles  exactes.  Si  Ton  fait  la  somme  de 
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ces  expressions,  après  avoir  multiplié  la  seconde  par 
Y  —  I ,  on  trouve  pour  résultat 

d'où  il  suit  que/ [z)dz  est  la  différentielle  d'une  fonc- 
tion des  variables  x  elj\  On  a  donc  cette  proposition  : 

Théorème.  —  La  di^é/'entielle  /(^z)dz  admet  une 
intégrale  loj'sque  z  est  imaginaire  comme  lorsque  z  est 
réel. 

Les  conditions  pour  que  l'expression 

Xr/x  ^Ycly  -,-Zdz^    ..-h  Uf/«  -f- V^P 

soit  une  différentielle  exacte,  dans  le  cas  où  x,  y,  z,  ... 
désignent  des  variables  imaginaires,  sont  évidemment  les 
mêmes  que  dans  le  cas  des  variables  réelles ,  et  la  règle 
que  nous  avons  exposée  au  n*'  483  est  applicable  à  tous 
les  cas. 

486.  Exemple  I.  —  Supposons  que  l'on  demande 
l'intégrale  de  la  différentielle 

ce  JC 

cla  = r^  da: dj:^ 

On  a  ici 


X  = 


j[^~yi        y     {-^  —  yf     -^—y 


L 


Xrfu:  =  log(x-j)-   ^^_log(.r„-^)+  -1- 


/      Yi  dj  =  —  log/  + ^   H-  log  >„ 


'^SJo  —  7- '—-y,  —  log(.ro  —  Jo], 


8c 
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d'où 

a  =  l.)g -^ log  -»-_-?  -:-  ^^^^ ;-  c, 

on,  simplement, 

n  =  iogizi::__z__^,  G, 

y         ^  —  ï 

C  désignant  une  constante  quelconque. 

487.    Exemple  IL   —   Supposons,    en  second   lieu, 
que  l'on  demande  l'intégrale  de  la  différentielle 

d£i  =    y  -i-  z)  dx  -I-  ( 3  -f-  x )  rfj  -f-  (.r  -\- y)  dz. 

On  a  ici 

X=:j'-i-3,       li:=3-+-  Xf^,      Zj  =  .^Q  -i-  Vj, 
I     X  d.r  :=  [x  -\-  z]x  —  [r  -+-  z]xf,. 

f     Y,  r/j  =  (  3  -1-  JTo  )  j  —  [z  -+-  .ro  )  r^, 

d'où 

n  =  V3  +  co;  4-  JTJ  —  Jo"i  -  -  'o-^o  —  J'oJo  ^  fi> 

ou,  plus  simplement, 

a  =  jz  -h  zx  -]-  .rj  -H  C, 

C  désignant  une  constante  arbitraire. 


'-30 
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Détermination  des  imleiirs  de  quelques  intégrales 
définies.  * 

488.  Il  existe  un  grand  nombre  d'intégrales  définies 
qui  se  rencontrent  fréquemment  dans  les  applications  de 
l'Analyse,  et  dont  les  valeurs  peuvent  être  déterminées 
sans  recourir  à  l'emploi  des  séries.  Nous  allons  faire 
connaître  ici  les  divers  procédés  que  l'on  peut  employer 
dans  les  recherches  de  cette  nature. 

Remarquons  d'abord  que  l'intégrale  définie 

.X 

f[.T)dx 


£ 


s'obtiendra  immédiatement  toutes  les  fois  que  l'on  saura 
exprimer  l'intégrale  indéfinie  de  la  diff'érentielley(jr)(/a:, 
par  le  moyen  des  fonctions  connues,  puisque,  en  dési- 
gnant par  F(x)  4-  const.  cette  intégrale,  on  a 


/ 


X 


Il  convient  de  présenter  quelques    exemples   de   ce 
premier  procédé. 
1°  On  a 

I  x'"  dx  = \-  const.,  (  c-'^^dx  = t-  const. , 

J  m  ^ï  J  a 

/dx             1                  X                             f       dx                      .    X 
— =  -  arc  tant: — h  const.,  /  ^  =  aie  sm 1-  consr., 

^•'-  ~a^        a  ""a  J  ^a'-  —  x'  « 

et  l'on  en  conclut,  en  supposant  a'^o, 

/     x'"dx= — ^ — ,         /     c-^^J^=-, 
\  J  m  -T-i  J  a 

/  X' ~  a-        a  !       s/a'  —  x^        ^ 
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2."  On  a  (n°4o0j 

/„_.,,                  „     a  cos  bx  —  h  sin  hx 
e-'^-^  cos  bxdx=—  e-"^ ; ^-  ronst., 
«■''  -{-  b^ 

/r,y    •    j      j                  asxnbx -\- b  co?,bx 
e-"-^  sm  bxdx  ==—  6'-"-^ h  oonst., 
«2—  b^ 

et  l'on  en  conclut,  en  supposant  a  ^o, 


a 

e-^^  cos  bx  dx  =  — j 

a^  H-  y- 

g-ax  gjj-,  1)j:  (ix  =z 


■b' 

3°  Nous  avons  fait  connaître  au  n°  436  la  valeur  de 
l'intégrale  /  s\n"'^xdx  pour  le  cas  où  m  est  un  entier 
positif,  pair  ou  impair.  Si  l'on  prend  cette  intégrale 
entre  les  limites  o  et  ->  on  aura  les  formules  suivantes  ." 

2 
//\  r*    •     -«       J  I  .3.5.  .  .(2/2  —  il    TT 

(4)  /     sin^"xdx  = --—^ , 

J^  2  . 4  .  o  .  .  .  2  «  2 

(5)  rsin--.^..=  -4:i:%i:^. 

Il  faut  remarquer  que  ces  intégrales  se  changent  en 

1t  T. 

j     cos^^xdx,        j     cos-^-^^xdx, 

respectivement,  quand  on  change  a;  en  -  —  x,  et  qu'elle? 
deviennent 

r'  x^"dx        r'  x-'"^'^dx  * 

J,      V'i— .r»'      J„     sjl  —  x^* 

quand  on  change  sinx  en  x,  dx  en  —  — . 

v/i  — -(.* 
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4°  Nous  avons  trouvé  (11°  4o4) 

sm'"xcos"^r/a7= ! /  sm'"a:cos"~''.r  ^te. 

;?i  -1-/2  ?«  +  rt  ^/ 

Supposons  m  et  tz  entiers  positifs  et  tz^  i  ;  en  prenant 

les  intéerrales  entre  les  limites  zéro  et  -?  on  aura 

^  2 

rûn'"  x  cos"^  X  dx  :=z  /     sin'^j:  cos'^^-^c^j:. 
m  -+-  n  J 

«-  o  «^  o 

Remplaçons  successivement  n  par  in  et  par  a/z-f-  i,  la 
lettre  n  désignant  toujours  un  entier;  on  aura,  par  la 
formule  précédente, 

I     sin'"  X  cos'^"  a:  dx  =  — — — ^ 1      sm"^xdx, 

J^^  .                                                          2.4.  .  .-2 n  f' 

s'in'"  xcoa^'^'^^xdx  ^ r^ /    siu'".rcoSJ:c?jr: 

l'intégrale  de  la  différentielle  sin^'xcosa:  dx  est 

-+■  const.  ; 


m  -+-  1 
on  a  donc 


J'      sin'"  X  cosx  dx  ^= , 


et,  par  conséquent,  la  seconde  des  intégrales  précédentes 
a  pour  valeur 


(6)    /     s'm"'xcos^''-*-^xdx  = 

^  o 


2.4.  .  .a/z 
[m-{-  i  j  ^in  -;-  3) . . .  ^m  -1-  2  /^  -r-  I ] 
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Quant  à  l'autre  intégrale,  si  l'on  écrit  im  au  lieu  de  m, 
on  aura,  par  la  formule  (4), 

,>/*'.  ,,„         ,„     ,        1.3...  f-î/w  — ilx  1.3...  (2/2  — TiTT 
J  2.4-t).  .  .'^2/«  H- 2«)  2 

il  faut  remarquer  que  l'intégrale  de  la  formule  (6)  devient 

/     sm-'^-^^  X  cos'"  X  dx 
par  le  changement  de  x  en  ^ x. 


489. 


^«  oïl  p  est  un  nombre  posi- 

tif  inférieur  à  i,  a  une  valeur  finie  ;  cette  intégrale,  étu- 
diée par  Euler,  joue  un  rôle  important  dans  la  théorie 
des  intégrales  définies;  elle  peut  être  obtenue,  comme 
on  va  le  voir,  par  la  simple  considération  des  difi'éren- 
tiellcs  rationnelles. 

Désignons  par  ??i  et  n  deux  entiers  positifs  tels  que 
in<^n  et  décomposons  en  fractions  simples  la  fraction 
rationnelle 


Si  l'on  pose 


'■?k  = —  > 


'^' 


les  racines  de  l'équation  i  -|-  z-"  =  o  seront  représentées 
par  la  formule  e-'»^~'>  où  l'on  devra  donner  à  A  les  va- 
leurs o,  1,2,  ...,(«  —  i),  et  la  somme  Ta  des  deux  fractions 
simples  qui  répondent  aux  racines  conjuguées  e"^'»*^"', 
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T,'.= 


A 


2   I       -   f>r    \ — 1  T  />— r.A — 1 


L 


er,s-^  z  —  e-r,^-      _^ 

__  —  (  -  —  cos  o/^.)  cos  (  2  m  -f- 1  )  ©/.  -4-  sin  y^j.  sin  (  -2  /n  H-  i  )  çt 
(z  —  cosyA-j'+sin^yA: 

Si  l'on  intègre  la  différentielle  T^dz  entre  les  limites 
^=  —  Z  etz=-t-Z,  il  viendra 

"%    ,             I        /         ,      N      1       (Z— cosyA-r+sin^oyt 
Ta-^c  = cos  -2  TO  +  1    ?A-  log  77} —{ir-, — ^-^- 

.    ,              .      r               Z  — cosy^î-            ^        Z-l-cosçs^-l 
-;-  sm  2 /72  -{- 1  o,.    arc tansr  — : ■ — :-  arc tang  — -. , 

faisons  tendre  Z  vers  l'infini,  le  logarithme  de  la  formule 
précédente  s'annulera  à   la  limite,  et  les  deux  arcs  de 

cercle  se  réduiront  chacun  à -5   parce  que  ça  est  <^". 

On  a  donc 

lim   1        Ti-àz  =  77  sin  (2/72  -i-  i)?/.. 

et,  si  l'on  fait 

im  --  \ 

2/2 

on  aura 

(2  /72  -M  )  y^.  :=  (2  /c  -h  I  )  a,      lim   /         Tkdz=^n  sin  12  7;  -1-  I  j  a. 

Maintenant  on  a 

Tqr^n  =  To -1- T, -f- T2 -^  . . .  +  T„  ,; 
donc 

-^  -  ^y^  =  -[sina  -i-  sm3«  ^-.  .  .  -i-  sin[2/2  —  i)a]. 
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Si  l'on  multiplie  par  2.  sina  la  somme  entre  crochets  qui 
est  contenue  dans  cette  formule,  on  obtient  un  produit 


égal  à 


'l  —  cos?.a)  +  (cos  2  a  —  cos  4»)  4-  .  .  .  +  [cosfci/z  —  2)«  —  C0S2«a], 
c'est-à-dire  égal  .à 


I  —  cos2/za  =  2, 


à  cause  de  inoc  =  [im-}-  i)r..  Ainsi  l'on  a,  en  remettant 

pour  a  sa  valeur, 


/: 


.2  m 

dz  = 


l  -+-  z'- 


/  9.m  -\-  \     \ 
\       2«  j 


L'intégrale  dont  nous  venons  de  trouver  la  valeur  est  la 
somme  des  deux  suivantes  : 


r"    nz^'^dz  ("^  n: 


■r-'"dz 

9  »f  ' 


et  celles-ci  sontégales  entre  elles,  car  leurs  éléments  sont 
égaux  chacun  à  chacun.  On  peut  donc,  dans  notre  for- 
mule, faire  commencer  l'intégration  à  zéro,  pourvu  qu'on 


double  l'intégrale.  Ainsi  l'on  a 


X 


dz  TV 


1  -+-  s""  .    Iim 

sm 


La  variable  z  restant  maintenant  positive,  faisons  la 
substitution 


1 

in  dz^=^  x^ "       d.r.^ 


et  posons 

im  -\-  I 
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la  formule  précédente  deviendra 
bj  I      - — z=- ? 

ce  qui  est  le  résultat  que  nous  voulions  obtenir. 

La  formule  (8)  a  été  établie  dans  Thypotlièse  où  le 

nombre  p,  compris  entre  zéro  et  i,  a  la  forme  • » 
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m  et  ji  étant  entiers.  Mais  les  deux  membres  de  cette 
formule  sont  évidemment  des  fonctions  continues  de  p, 
et  il  s'ensuit  que  celle-ci  a  lieu  pour  toutes  les  valeurs 
àep  comprises  entre  zéro  et  i,  car  on  peut  toujours  for- 
mer une  suite  indéfinie  de  fractions  rationnelles  ayant  la 


2  m  -j-  T 


lorme et  qui  tendent  vers  une  hmite  earale  a  p. 

490.  On  peut  suivre  une  marcbe  analogue  pour  dé- 
terminer l'intégrale 

u  =;    f       clx^ 

I  I  —  X 

OÙ  p  désigne  encore  un  nombre  compris  entre  zéro  et  i. 

I  d.r 

Si  l'on  change  x  en- 5  f/x en '-■,  les  limites  de  Finté- 

.7?  X- 

grale  deviendront  oo  et  i  ;  mais  on  peut  permuter  ces  li- 
mites en  changeant  le  signe  de  l'intégrale,  ce  qui  donnera 

.rP~'  —  .7—P 


"i: 


dx\ 


donc,  en  ajoutant  cette  formule  à  la  précédente,  on  aura 
iu=  I      ■ dx -h   I       dx, 

«^  n 


ca 

-cP-i  _  .r-P 
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Supposons  que  p  soit  un  nombre  rationnel  de  la  forme 


m  et  n  étant  des  entiers.  Si  l'on  emploie  la  substitution 

a-  rrr  z^"-,      dx  =  in z^"— * dZf 
il  viendra 

o 

la  quantité  qui  multiplie  dz  sous  le  signe  /  est  une  fonc- 
tion rationnelle  dont  les  deux  termes  sont  de  degré  pair^ 
car  inp  est,  par  hypothèse,  un  nombre  entier  impair. 
Il  s'ensuit  qu'on  peut  faire  commencer  l'intégrale  à 
—  00  ,  pourvu  qu'on  ne  prenne  que  la  moitié  du  ré- 
sultat; ainsi  l'on  aura 

u  z=    I dz. 

}  -2.  1  —  Z^" 

Les  valeurs  de  z  qui  rendent  infinie  la  fonction  ration- 
nelle qui  multiplie  dz  sont 

e     "         =  cos  —  ^V  —  'sm  —  ■> 
n  n 

le  nombre  A^  ayant  les  valeurs  i,  2,  3,  ...,(« —  i).  Si 
l'on  nomme  T^^la  somme  des  deux  fractions  rationnelles 
qui  répondent  aux  racines  conjuguées  représentées  par 
l'équation  précédente,  on  trouvera 


sm  — 


'Xj.  =  sin  Icp  TT 


A-\-        .   ^/iit 

z  —  cos  —  1   -+-  sin'  — 

n  n 
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sin  —  ctz 


z  —  cos  —  )   -1-  sin-  — 
\  n  J  a 

si  l'on  pose  :;  —  cos  —  =  z  sin  —  i  l'intéorale  du  second 
n  n 

membre  de  celte  formule  deviendra  /         • :,  et,  par 

suite,  elle  est  éçale  à  '- — ; —  ou  à  tt.  On  a  donc 

^  2  2 

f  *^     ,              .     ,              -  cosfaA  — i)777r— cnsfoÂ:-!- I  V^r 
/  Yh.dz^^-?>\Xikp-z=z '-^ — _ ^ '. — , 

Donnons  maintenant  à  A"  les  valeurs  1,2,  .  .  . ,  ui  —  i)  ; 
ajoutons  les  résultats,  et  remarquons  que 

cos'  2«  —  l^p-:=^  —  COS/» 77, 

parce  que  inp  est  un  nombre  entier  impair;  on  aura 

U  =^  TTCOtyOTT, 


ou 


(9)  j       ^_^        da:  =  'COlp7Z, 

«'  0 

formule  qui  subsiste  pour  toutes  les  valeurs  de  p  com- 
prises entre  o  et  i. 

Su?'  quelques  conséquences  des  formules  précédentes. 

491.  Le  résultat  que  nous  venons  d'obtenir  conduit 
facilement  à  la  formule  qui  exprime  le  développement 
des  tangentes  en  une  série  de  fractions  simples. 

Effectivement,  si  l'on  réduit  la  fonction  ■ ^— 
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en  série,  par  la  division  algébrique,  on  aura 


— ^=    y    [x"'-^P-'  —  a:'"-P]; 


multipliant  par  dx  et  intégrant  ensuite  de  o  à  i,  il  vient 

r  ■-^---^^= y  (^ ^^-— V. 

J^  1  —  a:  Zmi   \"i  +  P         m  ->r-  i  —  p  j 

on  a  donc,  par  la  formule  (9)  du  numéro  précédent, 

I       /     I  I     \      /      I  I      ■ 

TTCOtOTT  =: ■ 

p         \I  — p         I  -\-pl         \\  —  ip         I  -h  2/> 


et,  en  posant  successivement  pu  =:  a:  et  = x, 

I       /     I  I     \       /      I  I 

COt.r  = —     ■ 

X         \t:  ^  X        TT  -4-  .ry         \2  ît  —  x        2  -  -!-  J' 

p  étant  compris  entre  o  et  i,  notre  analyse  suppose  que, 
dans  les  formules  précédentes,  o:  soitcompris  entre  o  etr 

ou  entre ^  et  -;  mais,  comme  les  deux  membres  de 

1        1 

chaque  formule  admettent  évidemment  la  période  ît, 

celles-ci  ont  lieu,  quel  que  soit  x. 

A  cause  de 

T  I  I  I        1 

cosec:r  =  -: —  =  -  tang  —  x-\ —  ont  -  .r, 
sirxx       22  2       2 

les  formules  précédentes  donnent 

I       /     I  I     \       /      I  I      \ 

COSCCJT  = 1- — —      -H..., 

X  \-  —  X  TZ-T-XJ  \,27r  X  2T7-I-J 
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et,  en  cliangeant  x  en  -  — x, 


3- 


II  faut  remarquer  que  ces  dernières  formules  résultent 
aussi  de  la  formule  (8)  du  n°  489,  car  celle-ci  peut  être 
facilement  mise  sous  la  forme 


£ 


dx  = 


-i-  X  Smp  7T 

492.  Formule  de  Wallis. — Nous  avons  fait  con- 
naître, au  n**  488,  la  valeur  de  l'intégrale  définie 


--=1 


sin^xdx. 


pour  le  cas  où  ?n  est  un  entier  positif  pair  ou  impair.  Il 
est  évident  que  cette  intégrale  diminue  quand  m  aug- 
mente, car  les  éléments  sin^^xdx  sont  d'autant  plus 
grands  que  m  est  plus  petit;  on  a  donc,  en  désignant 
par  n  un  entier  positif, 

c'est-à-dire  (n°  488) 

2.4--»2/Z  1.3.5. 


3.5.  ..{in-hi) 

2.4. 

.  .2/2 

2     ""  3.5.  .  .(2/2  —  l) 

ou 

77             2       2       4 

2^  1  ■  3'  3 

4 

■5' 

6 
'5' 

6_ 

7 

2/?  —  2 

2/2                 in 

2/2  —  I 

2/2  —   I        2/2  -i-  I 

TT            2       24 

4 

6 

6 

2/2  —  2 

2/2 

2  133557  2/2  I        2/2  I 

Le  rapport  des  seconds  membres  des  inégalités  précé- 
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dentés  est  égal  à  — ?  et  il  a  pour  limite  l'unité  quand 


',  n 
in 
n  tend  vers  l'infini;  donc  on  a 


,.     1    1   L  L   Ci   Ci        m  —  1   in  —  1        m         ,  , 

,  hm-.-.3.|. . pour  w  =  co). 

100557        '-*"  —  3   i/{  —  I     m  —  I 

Cette   formule   remarquable  est   celle  de  Wallls;  nous 
aurons  plus  loin  l'occasion  d'en  faire  usage. 

ydpplicadon  de  la  différentiation  et  de  l'intégration, 
sous  le  signe  j  ,  à  la  délermination  de  certaines  in- 
tégrales définies. 

493.  Lorsqu'une  intégrale  définie  dont  la  valeur  est 
connue  dépend  d'un  ou  de  plusieurs  paramètres,  on  peut 
en  déduire  de  nouvelles  intégrales  par  le  moyen  de  la 
différentiation  ou  de  l'intégration  relative  aux  para- 
mètres. Nous  allons  présenter  quelques  exemples. 

1°  On  a  (n°  488),  en  supposant  a  >o, 


/'^      r/x      __ 


2 


et,  en  différenliant  n  fois  par  rapport  à  a,  il  vient 
i  .1.3 .  .  .n.(/x        1.3.5...  m  —  I )  iz 


£ 


d'où 


./. 


a^a"-"^ 

2 

i.3.5...{in~i) 

TT 

2.4.6.  .  .m 

«+1 

lot       i 

2"  On  a  (n°  488),  en  supposant  a  positif, 


/■ 


e'^^dxzrzL  -, 
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et,  en  différentiant  n —  i  fois  par  rapport  à  a,  il  vient 

I  .  -2 .  3 . .  .  (  «  —  I  ] 


e-^-^x^-'-dx 


Si  l'on  suppose  a  =  i ,  dans  cette  formule,  on  aura 
(3)  /      e-^a:"-i^j:  =  i.2.3...f/2  — i). 

494.  Reprenons  la  formule 

que  nous  venons  de  considérer;  multiplions-la  par  (fa 
et  intégrons  ensuite  dea  =  Z»  à  a.=z  a\  comme  on  a 


r 


p — bx  „ — ax 

e-^''du=  -j 

«^  b 

il  viendra 

(4)  jr-f:!l^%,,.^,„„|. 

et,  en  faisant  b  =  i, 

^ dx  =  loya. 

o 

Nous  avons  trouvé  (n°  488),  en  supposant  «>  o, 


f 


C~''~  COSbxdx:=   — p;> 

a-  H-  6- 

*-  o 

Multiplions  ces  deux  formules  par  da  et  intégrons  en- 

S.  —  Cale.  int.  y 
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suite  de  a  =  /  à  a  =  ^;  il  viendra 


(6)  /     -- 

(7)  f 

''  o 


COS  ba:dx  =  —  lof^  ^^^7-— — —  j 

X  1        J-  -h  0- 


sinbxdx  =  arc  tan"  Ç-  —  arc  tanîr  -7 

a:  o  b 


/et  ^  étant  des  quantités  positives  quelconques. 

Supposons  queè  soit  positif  dans  la  formule  (7)  ;  alors, 
si  l'on  faity::=  o,  g-=  co  ,  le  second  membre  de  cette 

formule  se  réduira  à  -?  et  l'on  aura 


'«>         X 


2 

sin  b.x 


dx 


il  est  évident  que,  si  b  est  négatif,  la  valeur  de  Tinlé- 
grale  sera 


—  o 

2 


49o.  La  formule  précédente  a  une  très-grande  impor- 
tance en  raison  du  parti  que  les  géomètres  ont  su  en 
tirer  dans  des  recherches  difficiles.  Si  l'on  y  remplace  b 
par  a  -'—  b,  puis  par  a —  b,  en  supposant  a  et  Z»  positifs 
ex,  a^b,  il  viendra 

h\x  _7Z 
1 


Jr  "  sin  ;«-+-/.'  .r  77  /""sinfa- 

En  ajoutant  ces  deux  formules  et  en  les  reti'anchant  en- 
suite l'une  de  l'autre,  on  trouve 

f'^  s\na.T  cosb.T.             77          f  s'mb.r  cosax   , 
dx  zzz  -y         I       dx  =  o. 
X                         1           j                  X 

Or  CCS  deux  intégrales  se  déduisent  Tune  de  l'autre  par 
la  })crinut;ition  des  lettres  a  ci  b\  on  a  donc 

(9)        ;  f 


sinrt.r  cos^r 


dx=r.i      ou     =  o. 
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selon  que  l'on  a  a^  ^  ou  «<^  ^  ;  les  quantités  a  et  h  sont 
d'ailleurs  supposées  positives.  Si  Ton  a  ^  =  a,  le  premier 

membre  de  la  formule  (9)  se  l'éduit  à  -    / dx, 

c'est-à-dire  à-:  d'après  la  formule  (8). 

Nous  avons  ainsi  un  exemple  d'une  fonction  de  deux 
variables  a  et  b,  essentiellement  discontinue,  la  valeur 
de  cette  fonction  étant  toujours  égale  à  i  ou  à  zéro  quand 
a  et  b  sont  positifs;  nous  allons  présenter  une  applica- 
tion de  la  formule  (9)  qui  se  rapporte  à  la  détermination 
d'une  nouvelle  intégrale  définie. 

496.  Reprenons  la  formule 

g-ax  g[jj  ^_-p  ^j,  __ 


£ 


cos  b  • 

en  la  multipliant  par  — —  db^  elle  devient 


X 


b 


"^  sin  bx  cos  bdl)  ,  cos  bdb 


intégrons  maintenant  relativement  à  b,  depuis  b  =  o 
jusqu'à  Z»  =  -h  ce  ;  on  pourra,  dans  le  premier  membre, 

exécuter  l'intégration  sous  le  signe  /  ■>  et,  comme  le  fac- 
teur e~"-^  dx  est  constant  dans  l'intégration  relative  à  b. 
on  aura  pour  résultat  . 

r  "  /'  _       r  "  sin  b.T.  cos  b  db\         _   T  "  cos  b  db 

L'intégrale  relative  à  x,  dans  le  premier  membre  de  cette 
formule,  peut  être  décomposée  en  deux  parties  :  l'une  ob- 
tenue en  intégrant  de  x  =  o  à  x  =  i ,  l'autre  en  intégrant 
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de  j"  =  I  à  a?  =  00  .  Mais,  quand  x  est  <;  i ,  le  facteur 
sin  hx  cns  h 


£ 


dh 


est  nul,  d'après  la  formule  (9  )  (n°  49o),  et  le  même  fac- 
teur est  toujours  égal  à  -  quand  x  est  ^  i.  La  formule 
précédente  se  réduit  donc  à 


77    T"  T"  ros^r/i 

2  J.  J,      «-  -^  ^- 


et,  à  cause  de  /     e  ''-^f^x  =  -  e  '^,  on  a 


/■ 


a  cos 


èrfè 


«- -r  ^' 


La  constante  a  est  esscnlicllemcnt  positive;  si  donc  oa 
fait  h  =  ax,  db  =  adx,  il  viendra 

ce  qui  est  la  formule  que  nous   nous   étions  proposé 
d'établir. 

497.    Nous  considérerons  encore   l'intégrale  définie 

I        e~^^dx  qui  fait  partie  de  la  classe  de  celles  dont 

nous  développerons  la  théorie  dans  le  Chapitre  suivant, 
et  dont  la  valeur  peut  s'obtenir  facilement  en  appliquant 

convenablement  la  règle  de  l'intégration  sous  le  signe  /  • 
Posons 


/: 


V/.r, 
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on  aura  évidemment 


i33 


A  =  2    /      e-^\ 


Si  l'on  fait 

X  ^=  '/.t^     dx  ^  V.  dt^ 

y.  étant  une  constante,  il  viendra 

A=  2.   I      e-'^''°xdt, 

et,  en  multipliant  par  ië~'^* dv-, 


dt. 


Intégrons  maintenantles  deux  membres  de  cette  formule 
par  rapport  à  a,  depuis  a  =  o  jusqu'à  a  =  oo  ;  on  aura 
dans  le  premier  membre 

2A   /      e'~'^'dx      ou     A^; 

à  l'ég^ard  du  second  membre,  l'intégration  relative  à  ce 
peut  être  exécutée  sous  le  signe  j,  et,  comme  l'in- 
tésrale  indéfinie   de   la  différentielle   le   °-'^^^'  oc  doc   est 


—%■  i-^t'i 


I  -'r-  t- 


const.,    le  résultat   de  l'intégration   sera 


1  I      .  =  2  -  =  71.  Ainsi  1  on  a 

J       i  -r-  t'  2 

A- 

et,  par  conséquent, 


'•> 


/" 


V/.r=:V^. 


498.  En  partant  de  cette  dernière  intégrale,  on  peut  en 
obtenir  d'autres  qu'il  convient  de  signaler.  Par  exemple. 
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si  a  désigne  une  quantité  positive,  et  que  l'on  remplace 

X  par  X  sja,  dx  par  dx  \fa,  il  viendra 


r        .       s'- 


En  diiTérentiant  cette  dernière  équation  ii  fois  de  suite 
par  rapport  à  a,  on  aura 

et,  en  faisant  a  =:  i, 

,     ,          r  '"^       .   ,               -  1.3.5.  .  .^2/?  — i) 
(l3)  ^  c^-'-x^''./:r  =  v:r '- 

Si  l'on  désigne  par  a  une  quantité  réelle  positive  ou 
négative,  et  que  l'on  rcniplace  x  par  x  ±  a  dans  la 
formule  (ii),  les  limites  de  l'intégration  resteront  les 
mêmes,  et  l'on  aura 

remplaçant  le  signe  ambigu  du  premier  membre  d'abord 
par  -h,  puis  par  — ,  et  faisant  la  demi-somme  des  ré- 
sultats, on  aura 


L 


1  " 

ou,  en  changeant  x  en  nix  et  «  en  — 


.4)        /_" 


2  /« 


formule  qui  suppose  essentiellement  ni  positif. 
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Sur  le  passade  des  quantités  7'àelles  aux  iinaginaîres. 

499.  Lorsque  deux  fonctions  sont  égales  entre  elles 
pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  la  variable,  et  qu'elles 
sont  toutes  deux développables  en  des  séries  convergentes 
ordonnées  suivant  les  puissances  entières  de  cette  variable, 
les  coefficients  des  mêmes  puissances  sont  égaux  entre 
eux  dans  les  deux  développements;  si  donc  los  séries  de- 
meurent convergentes  quand  on  suppose  la  variable  ima- 
ginaire, l'égalité  des  deux  fonctions  subsistera  nécessai- 
rement. Cette  considération  permet  d'obtenir  les  valeura 
d'un  certain  nombre  d'intégrales  définies  nouvelles. 

Reportons-nous,  par  exemple,  à  la  formule  (i4)  du 
n°  498.  Il  est  évident  que  les  deux  membres  de  cette 
formule  sont  développables  en  des  séries  convergentes 
ordonnées  suivant  les  puissances  entières  de  72,  et  que 
cette  convergence  ne  sera  point  altérée  si  l'on  remplace 
Ji  par  7z  y  —  j  ;  on  aura  donc 


/_: 


cos2nxdx  =  - —  e 


on  peut  faire   commencer  l'intégrale    à   zéro,   pourvu 
qu'on  divise  le  second  membre  par  2,  et  l'on  a  ainsi 


£ 


f,—m'-x^  cos9.nxd.7'  = e 

lin 


Pour  donner  un  nouvel  exemple,  reprenons  la  for- 
mule (12)  du  n°  498,  où  a  désigne  une  quantité  posi- 
tive ;  en  y  remplaçant  yVz  par  /»  (i  -h  a),  il  vient 


f 
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les  deux  membres  de  cette  formule  sontdéveloppablesen 
séries  convergentes  ordonnées  suivant  les  puissances  en- 
tières de  a,  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  a  comprises 
entre  — i  et  -h  i  ;  en  outre,  ces  séries  demeurent  évidem- 
ment convergentes  quand  a  désigne  une  quantité  imagi- 
naire de  module  inférieur  à  i;  donc  la  formule  précé- 
dente subsistera  dans  la  même  hypothèse.  Soïla=^p<iJ — 1, 
p  étant  réel  et  inférieur  à  i  ;  on  aura 


I 


/n[i  -+-  ù  y  —  I  ) 

(j  —  p  V  —  »  )  vV 


égalons  entre  elles  les  parties  réelles  et  les  parties  ima- 
ginaires, il  viendra 


c 


e-C-P')""-"  sin  f  ■?.pm-'  t"-  ]  dx  =  _i-l'L^ , 
'    '  '  in^\-^p-) 

ou,  en  posant  (i  —  p-)  ui-  =  u,  9^0 ni-  =  y, 

ces  formules  supposent  a  ^  o. 

Foi  nulle  de  Ciiuchy. 

500.    Soient  z=:pe"*~'  une  variable  imaginaire,   et 
f\z)  une  fonclion  de  cette  variable  qui  reste  continue 


CHAVITRE    II.  187 

et  qui  ait  une  dérivée  déterminée  pour  toutes  les  valeurs 
de  z  dont  le  module  n'est  pas  supérieur  à  une  quantité 
donnée  R.  On  a 

dz  =  e" y—'  c/p  -\-  y  —  I  p e"v — ^ ^a , 

et,  par  suite, 

f[z)  dz  =  o  (p,  w)  dp  -;-  Il  (p,  mWw, 
en  faisant,  pour  abréger, 

B   (p,  m)    =C-"v/-i/(pt"\/^^, 

^  (p,  w)  =  y/— ip6'"v/-'/  pe-^v^). 

On  a  vu  (n"  485)  que  cette  expression  àe/(^z)dz  est 
la  différentielle  exacte  d'une  fonction  des  deux  variables 
indépendantes  p  et  w  ;  on  a  donc  [n°  484),  en  désignant 
par  po  et  Wq  des  valeurs  initiales  quelconques  de  p  et  de  w, 

I      U)(p,  w)  —  3(p,  wo)  L'p=    /  •;,  (p,  w)—  -^(po,  cj)     f/w. 

Nous  prendrons  p^  =:  o  et  nous  écrirons  a  au  lieu 
de  Wq  ;  en  outre,  comme  la  fonctiony'(3)  reste  continue 
pour  les  valeurs  de  z  dont  le  module  ne  surpasse  pas  R, 
les  intégrales  de  la  formule  précédente  auront  des  va- 
leurs finies  si  l'on  fait  p  =  R,  wr=a-!-  2n.  Mais  notre 
hypothèse  relative  à  la  continuité  def(z)  implique  la 
condition  que  cette  fonction  ait  la  même  valeur  pour 
0)  =  a  et  w  =  a-f-2r,  p  restant  le  même.  Il  s'ensuit 
que  le  premier  membre  de  notre  égalité  est  nul  ;  d'ailleurs, 
la  fonction  '^  (p,  w)  étant  nulle  pour  p  =  o,  puisquey'(z) 
ne  peut  être  infinie,  on  aura  simplement 


f 


■^  (  ïl,  w]  dùi  ^--  0, 
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OU 


OU  encore 


(i)  J  Z/[Z)dc.-.-.o, 

Z  désignant  la  valeur 

La  formule  (i)  ne  diffère  que  dans  la  forme  de  celle 
que  nous  avons  établie  au  n"  382,  et  l'analyse  qui  nous 
y  a  conduit  est  au  fond  la  même  que  celle  dont  nous 
avons  fait  usage  au  numéro  cité.  Si  l'on  désigne  encore 
ici  par  F(z)  une  fonction  qui  reste  continue  et  qui  ait 
une  dérivée  déterminée  pour  les  valeurs  de  z  dont  le 
module  n'est  pas  supérieur  à  R,  par  x  une  constante 
réelle  ou  imaginaire  dont  le  module  soit  également  com- 
pris entre  o  et  R,  on  pourra  supposer 

y(,)^F(»)-F(x) 

Z  .T 

dans  la  formule  (i)  (n"  382),  et  celle-ci  deviendra 
Z 


f. 


Z  —  X 

"  a 

OU 


[F^Zj  —  F(.r)]rfco=0 


X2-+«       2  /»  =  -  +  «       7 


mais  on  a 


Z  —  X  Z       z-  z-'-*       Zi'  z  — . 

d'ailleurs  on  a,  si  m  n'est  pas  nul, 
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donc 

z 


Z  —  X 


.^-^uy— 1    ^jy. 


le  module  de  —  s'annule   pour  u.  =  00  ,  et  l'on  a,  en 

conséquence, 

Z 


/ 


Z  —  ^ 
la  formule  (  2  )  devient  donc 

(3)  T[a:]=-^^£  Z^F(Z)^„. 

Cette  formule  de  Cauchy  ne  diffère  pas  de  la  for- 
mule (12)  du  n°  382,  de  laquelle  nous  avons  conclu  le 
développement  de  la  fonction  F [x)  en  série.  Différen- 
tions-la  ^jl  fois  par  rapport  k  x,  ou,  si  l'on  veut,  par  rap- 
port au  module  de  j:;  la  différentiation  pourra  être  exé- 
cutée sous  le  signe  /  ?  dans  le  second  membre,  et  l'on 
aura 


I     f  ^" 


Pour  jc  =  o,  les  formules  (3)  et  (4)  donnent,  en  écri- 
vant Re"*'^'  au  lieu  de  Z, 

«•a 

Enfin,  si  l'on  désigne  parx  une  constante  et  qu'on  applique 
les  formules  (5)  et  (6)  à  la  fonction  F(2i  =  ,?(x  -r- z]. 
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on  aura,  en  écrivant  r  au  lieu  de  1\, 

/lai^  +  i  

(7)  5'(.r)  =  —    /  5'(.r -f- re"\'-')f/w, 

/î'  +  i  

Les  formules  (7)  et  (8)  subsistent  pour  toutes  les  va- 
leurs de  /■  telles  que  la  fonction  S^(a:  + /"e"*^"')  reste 
continue. 

501 .  Les  formules  précédentes  permettent  de  déter- 
miner un  grand  nombre  d'intégrales  définies  ;  nous  allons 
en  présenter  des  exemples. 

1°  Soit 

cette  fonction  reste  continue  pour  toutes  les  valeurs  de  z 
dont  le  module  est  inférieur  à  i.  La  formule  (5)  don- 
nera donc,  en  faisant  «  =  o  et  en  supposant  R  <^  i, 


o       I  — 


dfù 


I  —  R  cos  M  )  H-  \J —  I  R 


smw 


du 


■îRcosw-f-  R- 


d'où,  en  séparant  les  parties  réelles  et  les  parties  ima- 
iiinaires, 

I  —  R  cosw 


i 


r 

1       I  —  2 R  cosw  -+-  R^ 
-,21: 


doi  z=z  IV, 


SUÎW  , 

--  «w 


I  —  2R  cosw  -H  R* 


Il  faut  remarquer  que  cette  dernière  formule  est  évi- 
dente; car  les  éléments  de  l'intégrale  qui  répondent  à 
des  valeurs  de  w  complémentaires  à  ii:  sont  égaux  et  de 
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Signes  contraires.  Quant  à  la  première  formule ,  elle 
cesse  d'être  exacte  lorsque  R  est  ^  i,  et  dans  ce  cas  sa 
valeur  est  nulle;  on  a,  en  effet, 

I 

I  —  —  COSm 
I  —  R  cosw  R 


I  —  2  R  cos  w  -h  R-  1  I 

Si  l'on  multiplie  par  dw  cette  identité  et  qu'on  intègre 
ensuite  de  o  à  27r,  la  première  des  intégrales  du  premier 
membre  sera  égale  à  2  7r,  dans  l'hypothèse  de  R<^i;  la 
seconde  est  donc  nulle,  et  l'on  a 

I 

cosw 

^w  =  0  , 


i-|cos.+  ^ 

dans  le  cas  de  R=:i,  l'intégrale  est  évidemment  égale 
à  7T. 

2°  Soit 

la  fonction  F(z)  reste  continue,  quelle  que  soit  z,  et,  si 
Ton  fait  a  =  o,  R  =  m,  la  formule  (5)  donnera 


r 


g/«   COSU-+-/K  Sinuy— 1  ^^^,    __.    ry^ 


d'où 


I         ^m  i os  w  toS  (  m  Sin  M )  Û?W  =^  2 TT, 
«■  o 

j      e""'°^"  sin(TO  sinw)r/w  r:^  0  ; 

l'élément  de  la  première  intégrale  prend  les  mêmes  va- 
leurs quand  on  donne  à  co  deux  valeurs  complémentaires 
à  271  ;  il  s'ensuit  que,  si  l'on  arrête  l'intégrale  à  w  =  k, 
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on  aura  la  moitié  de  la  valeur  totale;  en  d'autres  termes, 
on  a 

c'"  "^"^  "  CCS  (  m  sin  w  )  rfw  =  tt, 


I 


formule  que  Poisson  a  obtenue  par  une  voie  différente 
dans  le  XIX^  cahier  du  Journal  de  L'Ecole  Polytech- 
nique. 

3°  Posons  encore 

Y[z)  =  log(H-3)  =log(i  -!-  pe<-v=^), 

o)  étant  compris  entre  — tt  et  -h  tï.  Si  l'on  fait 

.  I  +  ::  =  reW-i, 
on  aura 

I  H-  0  cosw  =  7"C0Sii/,      p  sinw  =  rsîni^, 

d'où 


p  smi 


r=  vi  +  2  0  cosw  -+■  p^,      •-Î'  =  arc  tansf — ' • 

*  "^  '  '  I  -I    pcosw 

La  fonction  ^[z)  n'est  continue  (n°  375)  que  si  le  mo- 
dule p  est  inférieur  à  i;  alors  cosif/  est  toujours  positif, 

et  l'angle  ^  qui  est  compris  entre  — -  et  -i —  est  en- 
tièrement déterminé  par  sa  tangente.  Supposant  donc 
R  <^  I ,  la  formule  (  5  )  donnera 


/      {\ogr-y--l>^~ï)cio>^o, 


c'est-à-dire 


L 

n 


logfl  -h  2R  cosw  -!-  R-'  r/w  ^_  0, 


Rsinw      . 

irc  tancr „ )  rfw  =:  o. 

I  -r-  R  cosw. 
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Emploi  des  intégrales  définies  pour  représenter  les 
coefficients  des  séries  qui  procèdent  suivant  les  sinus 
ou  cosinus  des  multiples  d'une  ^variahle, 

502.  Les  intégrales  définies 

(1)  /     cosixccsy-rr/j;,        /     %vciix%\K\.j  xdx 

sont  nulles  toutes  les  deux  lorsque  i  et  j  désignent  des 
entiers  inégaux.  En  effet,  si  l'on  fait  leur  somme  et  leur 
différence,  on  trouve 

(2)  /     cos(/ — j)xdx,        I     cos[i  -\-j)xclx, 

et  il  est  évident  que  ces  intégrales  sont  nulles,  puisque 
cos(i — j)xdx,  cos[i  -\-  j)xdx  sont  les  différentielles 
des  fonctions 

&\n[i  —  j)x        sin(/-;-y).r 
i—j  i-hj 

qui  s'annulent  pour  x  =  o  et  pour  x  =  tt. 

Mais,  si  l'on  a  j--^i,  la  seconde  des  intégrales   (2) 

s'annule  seule,  et  la  première  se  réduit  à  /     dx  ou  à  tt; 

donc  les  deux  intégrales 

(3)  -   /     cos/;r  cosy.rc^j7,     -  /     sinixsinjxdx 

'■  <  'o  '"  «-  o 

sont  égales  à  l'unité  ou  à  zéro,  selon  que  les  entiers  i 
et  j  sont  égaux  ou  inégaux.  Cette  conclusion  suppose 
pourtant  que  l'on  n'a  pas  i  =  j  —-  o;  dans  ce  cas,  la  pre- 
mière intégrale  (3)  est  égale  à  2  et  la  seconde  est  nulle. 

503.  Cela  posé,  soienty(a:)  ctF(x)  deux  fonctions 
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de  X,  et  supposons  qu'on  sache  que  ces  fonctions  sont 
développables  en  séries  convergentes  de  la  manière  sui- 
vante : 

(4)  f[^)  =  —  Aq  +  Al  cos^c  -!- Ag  cos2^  -i-...~  A,cosf.r  H-..., 

( 5 )  F  (j:)  ;=  Bi  sin.r  -4- B2 sin 2 x  -î-  B3  sin  3 x-|- . . .  -i-B, sin /^  -f- . . .  ; 

il  restera  à  déterminer  les  coefficients,  ce  que  l'on  peut 
faire  aisément  comme  il  suit. 

Multiplions  la  formule  (4)  ]iar  -cosixdx cl  intégrons 

ensuite  de  o  à  7:;  d'après  ce  qui  précède,  tous  les  ternies 
du  second  membre  de  la  formule  résultante  seront  nuls, 
à  l'exception  du  terme 

À.i'y<,  —   I     cosix  cosixUx, 

lequel  est  égal  à  A,-;  on  a  donc 

(G)  A/^:^-    /     f{x)  cosixdx; 

cette  formule  subsiste  pour  i  =  o,  parce  que  nous  avons 
eu  soin  de  représenter  par  -Aq  et  non  par  Aq  le  pre- 
mier terme  du  second  membre  de  la  formule  (4). 

2    . 
Multiplions  de  même  la  formule  (5)  par  -  sinixdx, 

et  intégrons  ensuite  de  o  à  tt  ;  les  termes  du  second 
membre  de  la  formule  résultante  seront  nuls,  à  l'excep- 
tion de 

2   /""  .    .      . 
B/>c;-  I     &mi.r  sn\ ix tir ^ 

"  ^o 

dont  la  valeur  est  égale  à  B/;  on  a  donc 

(  7  )  B,z7z  -  j    F{x)  sin ixeix. 
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S04.  Les  fonctionsy"(x),  F  [x]  que  nous  venons  de 
considérer  sont  l'une  paire  et  l'autre  impaire  :  elles  ne 
constituent  donc  qu'un  cas  particulier  des  fonctions  pé- 
riodiques. Désignons  généralement  par  §[x)  une  fonc- 
tion développable  en  une  série  convergente  procédant 
suivant  les  cosinus  et  les  sinus  des  multiples  de  x]  le 
développement  aura  la  forme 

iQ\  \  3[.r]=z-  Aq-H  AiCosx-l- A,cos2j:-j-..  .-f- A.cos/.r  -h. .. 
(  H-  Cl  sin.r-i-  B,  sin2.2:-}-.  ..-i-  B;  sin/.r  -i-. . ., 

et  il  est  facile  de  déterminer  les  coefficients.  Effective- 
ment, on  reconnaît  que  les  intégrales 

cosix  cosjxdx^      —    I      smixsinj'xdx 

sont  égales  à  l'unité  ou  à  zéro,  suivant  que  les  entiers 
i  et  y  sont  égaux  ou  inégaux;  dans  le  cas  de  i  =y  =  o, 
la  première  intégrale  est  2  et  la  seconde  est  zéro;  on 
voit  aussi  que  l'intégrale 


r 


s'ini  X  cosj'xdx 


est  toujours  nulle.  D'après  cela,  si  l'on  multiplie  la  for- 
mule (8)  par  -cosixdx,  puis  par  -sinixdx,  et  qu'on 
intègre  ensuite  de  x  =  o  à  x=  277,  on  aura 

^(.r)  cosixdx, 

o 

,»21t 

(10)  Bi  =  -    i      $(^x]  sinixdx', 

la  formule  (9)  n'est  pas  en  défaut  pour /=  o  et,  dans  ce 

S.  —  Cale,  in  t.  10 
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cas,  elle  donne  le  double  Aq  du  terme  indépendant  de  x 
dans  le  développement  de  ^  (a:). 

Il  y  a  souvent  avantage  à  introduire  les  exponentielles 
imaginaires  dans  les  développements  en  série  que  nous 
considérons.  Ainsi  la  formule  (8)  peut  être  mise  sous 
la  forme 

;•  =  — =0 

alors,  en  multipliant  par — e~'-^^~^dx  cl  intégrant  en- 
suite de  o  à  27r,  on  aura 

27-  ;=-i-co  _ 


l'intégrale  /      e'-'~'^'^^~^  c^xestégale  àar  si  ronay  =  i, 

mais  elle  est  nulle  pour  toutes  les  autres  valeurs  de  y  ; 
par  conséquent,  on  a 

o 

formule  où  l'indice  i  peut  avoir  toutes  les  valeurs  en- 
tières comprises  entre  — co  et  -f- co  . 

Remarques  sur  le  changement  de  variables  dans  les 
intégT'ales  définies. 

505.   Soit  l'intégrale  définie  /    J\x)  dx.  Si  l'on  veut 
substituer  à  x  une  autre  variable  t,  telle  que 

et  que  l'on  fasse 
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on  aura  (n''  416] 


^[t)dL 


en  désignant  par  ?„  la  valeur  de  t  qui  répond  k  x  ^=  x^. 
Ensuite,  si  l'on  fait  x=^  X,  et  que  l'on  nomme  T  la  va- 
leur de  t  qui  répond  à  x  =  X,  on  aura 

X  T 

(i)         r  f[x)dx=f  Y[t)dt. 

Cette  formule  exige  quelques  précautions  pour  ne  pas 
donner  des  résultats  inexacts.  Lorsque  la  fonction  o[t) 
n'est  pas  uniforme,  il  peut  arriver  que,  pour  obtenir 
une  suite  continue  de  valeurs  de  x  allant  de  Xq  à  X, 
il  soit  nécessaire  d'employer  successivement  diverses 
déterminations  de  la  fonction  '^^{t).  Dans  ce  cas,  il  faut 
concevoir  que  l'on  fasse  des  changements  de  variable 
successifs. 

S06.   Exemple.  —  Un  exemple  très-simple  éclaircira 
ce  qui  précède.  Considérons  l'intégrale 


r      dx 

Jo       V    I   —  X^ 


où  X  est  positif.  Nous  avons  vu  au  n°  446  que  cette  in- 
tégrale pouvait  être  ramenée  à  la  forme  elliptique  au 
moyen  de  la  substitution 


x^  -] =  2  ? 


qui  donne 

_3  j  _3      


X-' 

dx  _|_      I  dt 

yl\-\-  x^  1  v'2  v'^  —  ^ 
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Si  l'on  veut  que  x  el  t  deviennent  nuls  à  la   fois,   on 
prendra,  pour  les  petites  valeurs  de  t, 


:r^=t    ^(i  —  y/i  —  t'). 

La  variable  t  croissant  de  o  à  i ,  a:  croît  en  même  temps 
de  G  à  I.  Pour  que  la  variable  x  acquière  des  valeurs 
supérieures  à  l'unité,  on  devra  prendre  ensuite 

.r^=  f    -  fi  ^-  y/l  —  ^')* 

Sri  l'on  fait  varier  t  de  i  à  o,  .r  croît  de  i  à  l'infini. 

Soit  T  la  valeur  de  t  qui  répond  à  o:  =  X.  Si  l'on  a 
X<^  I,  on  a  aussi 

Mais  si  X  est  ^  i ,  on  a 

X      V^-r  -r:^  2  \/2  Jo     sj t  —  à  1^1  J,       —  \j t  —  ^  ' 

on  peut  intervertir  les  limites  de  la  dernière  intégrale  du 
second  membre,  en  changeant  le  signe  de  cette  intégrale  ; 
elle  devient  alors 

f-j'^=  r'-^'--  C-^^ 

ce  qui  donne,  pour  le  cas  de  X  ^  i , 

Jû       V*--f-  -f'"  V  2  ^'o      V^  —  t*  2  \  2  Jo       \l  —  i' 

on  voit  que  cette  formule  (2)  est  très-différente  de  la  for- 
mule (1)  qui  se  rapporte  au  cas  dcX-c^i .Les  formules (i) 
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et  (2)  s'accordent  à  donner  pour  X  =  i 

r'    dx  i     r'    dt 

507.  On  peut  toujours,  par  une  substitution,  ramener 
une  intégrale  définie  à  une  autre,  dans  laquelle  les  limites 
de  l'intégration  soient  deux  quantités  choisies  arbitrai- 
rement. 

Par  exemple,  si  l'intégrale  proposée  est  /  f[x)doc, 
Xq  et  X  étant  des  quantités  finies,  et  que  l'on  pose 

X  ^-  Xn  t  — ■  tn  dx  dt 

d  où 


X  —  .ro        T  —  ^0  X  —  -^u        'i  ~  '0 

t  étant  une  nouvelle  variable,  fo  et  T  des  quantités  finies 
quelconques,  il  est  évident  que  l'on  aura  t  =  tQ  pour 
X  ^^Xq  et  ?  =  T  pour  jr  =  X  ;  en  conséquence,  la  sub- 
stitution donnera  un  résultat  de  la  forme 


r  f[x)dx^^  f 


T 

Fit]dr. 


Si  l'on  emploie  la  substitution 

X  Xn  t  in 


on  aura  1  =  1^  pour  a.-  =  Xo  et  f  =  -1-  00  pour  a:  ^^^  Xj 
par  conséquent,  notre  substitution  donnera 

r  /{x)dx=  f  ¥{t)di, 

et,  si  l'on  prend  t^  =^  o,  on  aura 

f    /{xjdx^  f    F{t)di. 
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Il  est  évident  que  la  substitution  inverse  ramènera  l'in- 
tégrale I     F (ï)  ^t  à  la  forme  /    f[x)dx, 

508.  Nous  avons  vu  qu'une  intégrale  définie  peut 
être  écrite  à  la  manière  des  intégrales  définies,  en  fixant 
à  volonté  la  valeur  à  partir  de  laquelle  on  fait  com- 
mencer l'intégration.  Et  l'on  peut  ajouter,  d'après  ce 
qui  précède,  qu'une  intégrale  indéfinie  peut  être  rem- 
placée, d'une  infinité  de  manières,  par  une  intégrale  dé- 
finie dont  les  limites  peuvent  être  prises  à  volonté.  Car, 

soit  l'intégrale  indéfinie  jj\x)dx;  on  a 

C  étant  une  constante  arbitraire.  Ecrivons  a  au  lieu  de  x 
sous  le  signe  /  du  second  membre,  il  viendra 

Cf[x]dxr^     Ç  f[c)du-f-C. 

f[a)da  est  l'inlcgrale  définie  de  la  difierenlielle 


X 


f[a)da.  prise  entre  les  limites  Xq  ei  x;  dès  lors  on  peut 
lui  appliquer  les  transformations  dont  il  a  été  parlé  au 
numéro  précédent. 

Considérons,  par  exemple,  l'intégrale  indéfinie 


/■ 


^e-'^dx. 


est  égale  à 


où  nous  supposerons  l'exposant  ti  positif.  Celle  intégrale 
aie  à 

/    x'^-^c—^dx-^C     ou       /    c'."-'c?-'^a -»-C, 
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G  étant  la  constante  arbitraire.  Si  l'on  pose 
a  =  tx,      dv.  =  xdt, 

elle  deviendra 

ou,  en  faisant  sortir  x^  du  signe   /  > 

Considérons  encore  l'intégrale  elliptique  de  première 
espèce 

Xdx  r  dot. 

en  faisant,  comme  dans  l'exemple  précédent, 

«  =  ïo;,      f/a  =  xdlj 
elle  deviendra 

r'  .Tdt 

Jo    \J[i  —  x-t-)[i—/i-x-t^) 

Sur  les  'valeurs  multiples  que  peuvent  avoir  les  intégrales 
prises  entre  deux  limites  déterminées. 

509.  Nous  avons  démontré  au  n°  466  que  l'on  a 

rX  n^i  /»J^s  /^X 

/{x)dx=j      /{x]dx-hj      f{x)dx^...-i-j       f[x)dx, 

JTq  Xq  .rj  Xfi  —  ^ 

quelles  que  soient  les  quantités  X\,  x^,..»,  ^n-\ >  pourvu 
cependant  que  la  fonctiony(a:)  reste  continue  quand  x 
varie  entre  les  limites  de  chaque  intégration.  Ce»tte  for- 
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mule  exprime  que  l'intégrale 


f 


X 


a  la  même  valeur,  quelle  que  soit  la  manière  dont  on 
fait  varier  x,  pour  l'amener  de  la  valeur  initiale  Xo  à  la 
valeur  finale  X. 

Mais  cela  suppose  essentiellement  que  la  fonctiony"(j"; 
reprend  la  même  valeur  quand  x  reprend  la  même  va- 
leur, et,  en  outre,  que  cette  variable  a:  varie  d'une  ma- 
nière continue  pour  passer  de  la  valeur  Xq  à  la  valeur  X. 
Lorsque  ces  conditions  ne  sont  pas  remplies  et  que  Ton 
passe  de  Xfl  à  X  en  suivant  deux  chemins  dilTérents,  l'in- 
tégrale peut  avoir  des  valeurs  très-dififérentes. 

De  là,  par  exemple,  les  valeurs  multiples  des  expres- 
sions 

arcsinX,     arctangX,     arcsécX, 

(jui  ne  sont  autre  chose  que  les  valeurs  des  intégrales 

r^^,  r-^.,  T-'— ; 

ces  intégrales  dépendent  non-seulement  de  la  valeur  de  X, 
mais  aussi  de  la  manière  dont  x  varie  pour  passer  de  la 
limite  o  à  la  limite  X.  Il  importe  de  présenter  à  ce  sujet 
quelques  explications. 

olO.   Considérons  d'abord  l'intégrale 
»x 


i: 


d  I  —  x- 


dont  la  limite  supérieure  X  est  une  quantité  quelconque 
comprise  entre  —  i  et  -+- i .  Faisons  d'abord  varier  .r, 
dans  le  même  sens,  de  o  à  X  ;  le  radical  y  i  —  x-  peut 
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être  pris,  au  départ,  avec  le  signe  -h  ou  avec  le  signe  — , 
à  volonté  ;  mais,  comme  ce  radical  ne  s'annule  pas  dans 
l'intervalle  de  o  à  X,  il  faut,  pour  la  continuité,  lui 
maintenir  constamment  le  même  signe.  Choisissons  le 
signe  4-  et  supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  X  soit 
positif;  désignons  par  a  la  valeur  de  notre  intégrale  ainsi 
définie,  et  posons 


les  crochets  dont  nous  faisons  usage  servant  à  indiquer 
que  a:  varie  constamment  dans  le  même  sens,  en  passant 
de  la  limite  o  à  la  limite  X.  Soit  K  la  valeur  que  prend  a 
fiuand  on  a  X  =  -f-  i  ;  on  aura 


i: 


dx 


V'i 


=  K. 


La  variable  o: avant  crû  de  o  à  sa  limite  supérieure  -;-  i , 
faisons-la  décroître  de  -{-  i  à  o,  et  prenons,   entre  ces 

limites,  l'intégrale  de  la  différentielle ?  savoir: 


/' 


NI 


dx 


./. 


—  •  Si  l'on    maintenait  au  radical  ^i — x-  le 


signe  -h,  l'intégrale  dont  nous  parlons  aurait  pour  va- 
leur —  K,  car  ses  éléments  seraient  égaux  et  de  signes 
contraires  aux  éléments  correspondants  de  la  précédente 
intégrale.  Mais,  le  radical  y' i — x-  s'étant  annulé,  il 
est  naturel  de  changer  son  signe,  et  alors  on  aura 


[J.   Vi 


dx 


K; 


la  variable  x  est  redevenue  nulle  ;  supposons  qu'elle  con- 
tinue à  décroître  jusqu'à  ce  qu'elle  atteigne  sa,limite  in- 
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férieure —  i  :  le  radical  sji  — x-  devra  garderie  signe — , 
puisqu'il  ne  s'annule  pas,  et  l'on  aura  encore 


car  les  éléments  de  cette  intégrale  et  les  éléments  de  la 
précédente  sont  égaux  chacun  à  chacun  et  de  même 
signe. 

Mais,  pour  x=: — i,le  radical  y  i  — a -s'annule  de  nou- 
veau, et  on  doit  lui  rendre  le  signe  -j-  quand  x  vient  à 
croître  de  —  i  à  o  ;  on  aura  donc 


L  J-,  \j  I  —  ^-i 


et,  si  l'on  fait  croître  de  nouveau  j:  de  o  à  X,  on  retom- 
bera sur  la  valeur  a. 

Il  résulte  de  là  que  si,  pour  passer  de  o  à  X,  on  fait 
croître  o:  de  o  à  -4-  i ,  qu'on  fasse  décroître  ensuite  cette 
variable  de  -i-  i  à  —  i ,  et  qu'on  la  fasse  croître  enfin 
de  —  1  à  X,  l'intégrale 

dr 


I. 


VI 


aura  la  valeur  4K.  -î-  «• 

Si,  au  lieu  de  procéder  comme  nous  venons  de  le  faire, 
on  fait  d'abord  décroître  a:  de  o  à  —  i,  qu'on  la  fasse 
croître  ensuite  de  —  i  à  -h  i ,  décroître  de  -f-  i  à  o,  et 
croître  enfin  de  o  à  X,  on  aura,  comme  il  est  laclle  de  le 
voir, 


-     r"        rf.r       1         r     r"       dr 

_Jo    yi  — •^•''J     L^-iv'~~ 


K, 
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et  alors  la  valeur  de  notre  intégrale  sera  — 4^-+  '^^ 
Dans  ce  cas,  comme  dans  le  précédent,  quand  x  a  atteint 
la  limite  X  de  l'intégration,  le  radical  y'i  —  x-  a  la  va- 
leur -i-  y/ 1  —  X- . 

On  voit,  d'après  cela,  que  l'intégrale  considérée  aura 

la  valeur 

4  «  R  -4-  K, 

oià  n  désigne  un  entier  positif  ou  négatif  six,  en  variant 

de  G  à  X,  passe  par  chacune  de  ses  limites  -t-  i  et  —  i 

un  nombre  de  fois  égal  à  la  valeur  absolue  de  n. 

Supposons  que,  après  avoir  atteint  un  nombre  =h  n  de 

fois  les  limites  4-  i  et  —  i ,  a:  ait  repris  la  valeur  zéro  ;  à 

ce  moment  faisons-la  croître  de  o  à  H-  i ,  l'intégrale  de 

dx 
la  différentielle  relative  à  cet  intervalle  sera  ég-ale 


./. 


'O^ 


y'  I  —  X- 

à-^K;  faisons  décroître  ensuite  a:  de  -j- i  à  o,  nous 
aurons  encore  une  intégrale  correspondante  égale  à  H-  K, 
car  dx  et  yi  —  x-  sont  ici  négatifs;  faisons  croître  en- 
fin a:  de  o  à  X,  le  radical  y/i  — x-  ne  s'annulant  pas,  on 
doitlui  conserver  le  signe  —  ;  par  conséquent,  l'intégrale 
relative  à  ce  nouvel  intervalle  sera — y.. 

Donc,  si  pour  passer  de  o  à  X  la  variable  x  atteint 
l'une  des  limites  -H  i ,  —  i  une  fois  de  plus  que  l'autre 
limite,  la  valeur  de  l'intégrale 


r 


dx 


^  l  —  x^ 
sera 

(  4  «  -1-  2  )  K  —  a, 

et,  quand  x  aura  atteint  la  limite  de  l'intégration,  la  va- 
leur du  radical  y  i  —  x-  sera  —  y/i  — X- . 

Nous  avons  supposé  X  positif;  mais  il  est  évident  que 
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l'on  a 

f-^       dx        _           Ç^'        dx 

pourvu  que  les  valeurs  successives  de  x  variant  de  o 
à  —  X  soient  respectivement  égales  et  de  signes  con- 
traires aux  valeurs  de  x  variant  de  o  à  -f-  X. 
Il  résulte  de  celle  analyse  que,  si  l'on  pose 


r'      da 

Jo        V    I  - 


j:  et  y'i  —  X-  seront  des  fonctions  bien  déterminées  de  la 
variable  a,  et  que  ces  fonctions  auront  la  période  4^.' 
qui  n'est  autre  chose  que  la  circonférence  27r.  Nous  ne 
relrouvons  que  des  résultats  bien  connus;  mais  il  était 
très-important  de  montrer  comment  ces  résultats  peuvent 
être  tirés  de  la  considération  des  intégrales. 

JC"^        d.T 
r se  ramène  à  celle  que 
0      X  \x-  —  1 

nous  venons  d'étudier  par  le  changement  de  o:  en  --;    il 

n'y  a  donc  pas  lieu  de  s'en  occuper;  mais  nous  devons 
considérer  l'intégrale 


r 


dx 


dont  la  dilTércnlielle  est  rationnelle. 
Posons 

les  crochets  indiquant,  comme  précédemment,  que  x 
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varie  de  o  à  X,  toujours  dans  le  même  sens;  soit  aussi 


Lf^]-^ 


Pour  passer  de  x=  o  à  x=:  X,  on  peut  faire  croître  a: 
de  o  à  -h  oo  ,  changer  le  signe  de  cette  variable,  la  faire 
croître  de  nouveau  de  — ^o  à  o,  et  la  faire  varier  enfin 
dans  le  même  sens  de  o  à  X;  ou  bien  on  peut  faire  dé- 
croître x  de  o  à  —  oo  ,  puis  de  -h  ^o  à  o,  et  la  faire  varier 
dans  le  même  sens  de  o  à  X. 

Si  l'on  fait  d'abord  croître  o:  de  o  à  -,'-  oo  ,  puis  de  —  oo 
à  o,  comme  on  a  évidemment 

la  valeur  de  l'intéjîrale 


.( 


sera  évidemment  aK-f-  ce.  Si,  au  contraire,  on  fait  dé- 
croître o:  de  o  à- —  ce  ,  puis  de  -;-  oo   à  o,  on  aura 

et,  par  conséquent,  la  valeur  de  notre  intégrale  sera 
—  aR  -ha. 

11  résulte  de  là  que  cette  intégrale  aura  la  valeur 

2«K  -i-  a, 

six  varie  de  o  à  X  en  passant  par  les  deux  infinis  un 
nombre  de  fois  égal  à  la  valeur  absolue  de  l'entier  n.  On 
voit  enfin  que,  si  l'on  pose 
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X  sera  une  fonction  bien  déterminée  de  m,  et  que  cette 
fonction  aura  la  période  de  2R  =  tt. 


De  la  double  période  des  Jonctions  elliptiques. 

512.  Les  considérations  qui  précèdent  permettent 
d'établir  facilement  une  propriété  fondamentale  des 
fonctions  elliptiques. 

Nous  avons  nommé  fonction  elliptique  de  première 
espèce  (n°  435)  l'intégrale 


X 


dx 


o     \J  l  —  x^  \J  l  —  k'-  X- 

dx 

OÙ  A-  est  <^  I  ;  la  différentielle  -^== — —  reste 

sjl  —  X*  \Jl  —  k-  x^ 

réelle  tant  que  la  variable  x  est  comprise  entre  — i  et 
-+-  I .  Intégrons  cette  différentielle  entre  les  limites  o 
et  I,  en  supposant  que  x  croisse  constamment  de  l'une 
des  limites  à  l'autre,  et  prenons  les  radicaux  positive- 
ment; désignons  par  R  l'intégrale  ainsi  obtenue,  que 
Legendre  a  nommée  intégrale  complète;  on  aura 

K        ■  ''" 


-f- 


^x-x^  ^i-  k-^ 


Lorsque  X  est  comprise  entre  1  et  j  ou  entre  —  let —  -1 

n  A' 

dx 

y/l— T»a 

est  égale  au  produit  de 


dx 

la  différentielle     ^. — rrr  est  imasrinaire,  et  elle 

Sj'l-x''  ^i  —  k^x-"  ° 


dx 


pary — I.  Intégrons  cette  dernière  différentielle  en  faisant 
croîtrez  de  i  à  -  eten  prenantles radicaux  positivement; 

A 
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si  l'on  nomme  K'  l'intégrale  ainsi  obtenue,  on  anra 


K'        '  '^^ 


-.r 


'j     \/x- — ■  I  y  1  —  k-x- 

II  est  facile  de  la  ramener  aux  limites  o  et  i  ;  posons  ef- 
fectivement 

^2=1—^       ou       P-+-A'2=r::X, 


k'^tdi 


et  employons  la  substitution 

x=y  s/i  —  k'^f-,     dx  =  - .. 

f"  k^i  —  k'U-^ 

Les  limites  de  l'intégration  relatives  à  t  seront  i  et  o  ; 
si  on  les  permute  entre  elles  en  changeant  le  signe  de 
la  différentielle,  puis  qu'on  remette  la  lettre  x  au  lieu 
de  t,  il  viendra 

Ju    s/i  —  x^  \Ji  —  k'^x-      ■ 

Les  modules  A,  A^  ont  été  nommés  par  Legendre  mo- 
dules complémentaires i  pareillement,  les  deux  intégrales 
elliptiques 


r "' .  f-. 

Jo   v/i  — ^V»  -^-'-c'     Jo  s/i 


fix 


dont  les  modules  sont  A  et  h',  ont  été  appelées  par  lui 
fonctions  complémentaù'es,  et  il  en  résulte  que  R  et  K' 
sont  deux  intégrales  elliptiques  complètes  complémen- 
taires. 


513.  Cela  posé,  faisons,  conformément  aux  notations 
du  n°  438, 

dx 

^o     \/  i  —  -r^  y'  I  —  A  - , 


r 
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et 


:r=i:sinamu,      ^i  —  .r-=cosamu,      y/ 1  —  k^  x-  =  ^  am  u. 

Soient  X  une  valeur  de  x  comprise  entre  —  i  et  +  i ,  et  a 
la  valeur  correspondante  de  u,  quand  on  intègre  en  fai- 
sant varier  x  dans  le  même  sens  de  o  à  X,  et  en  prenant 
positivement  les  deux  radicaux  y^i — x-,  \J i — Px'-;  on 
aura 


i)X  =  sinama,     y  i  —  X^=:  cosama,     \J  i  —  /i-X*  =  Aama. 

Supposons     X  ^  o    et    intégrons    la    difiTérenliellc 
en  faisant  croître  jc  de  o  à  i ,  en  la  fai- 


sant  décroître  ensuite  de  i  à  zéro,  et  en  la  faisant  dé- 
croître de  nouveau  de  o  à  — X.  L'intégrale  relative  au 
premier  intervalle  sera  égale  à  K;  dans  le  deuxième 
intervalle,  le  radical  y/i  —  x^  devient  négatif,  après 
s'être  annulé,  et  l'intégrale  correspondante  est  encore 
égale  à  K;  enfin,  dans  le  dernier  intervalle,  le  radical 
\Ji  — X-  reste  négatif  et  l'intégrale  correspondante 


r 


est  évidemment  égale  à  a.  D'après  cela,  et  en  remarquant 
que  \J i  —  A-.X-  reste  positif,  on  voit  que 

/  —  X  =  sin  am  (  -2  K  4-  a  ) , 


(2)  '.    — \/i  —  X*  =  cosam('2K  H- a), 

(    \/l  — /t«X»=  Aam(-.iK-f-a); 

il  est  évident  qu'on  aurait  obtenu  les  mêmes  formules 
en  supposant  X  <^  o.  En  les  comparant  aux  précédentes, 
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et  en  écrivarit  u  au  lieu  de  a,  on  a 

isin  ani  (  ^K  -^  a    ^  —  sin  am«, 
cosam('2K -f- K    =:  —  cosama, 
Aamf^R-:-//    ^=^Aam«. 

Ainsi  sin  am  u  et  cos  am«  ne  font  que  changer  de  signe 
quand  on  ajoute  à  la  variable  la  constante  2 K;  il  en  ré- 
sulte que  ces  fonctions  ne  changeront  pas  si  l'on  répète 
deux  fois  cette  addition;  on  a  donc 

I  sin  ara  '  4  K  —-  «    =  sin  am  u, 

(4)  i 

(  cosam   41^ -:- "    i^cosamK, 

ce  qui  exprime  que  les  fonctions  sinamzf  et  cos  ami/  ont 
la  période  4^!  1^  dernière  des  équations  (3  j  exprime 
que  ù  am«  a  la  période  2K. 

o\A.   La  valeur  X  étant  toujours  positive  et  inférieure 
à  I,    supposons  que,   pour  passer  de   o  à  X,   on   fasse 

croître  la  variable  a'  de  o  à  -  et  qu'on  la  fasse  décroître 


ensuite  de  -  à  X,  les  radicaux  ^/i  —  x-  et  \/i  —  h'-x- 

étant  toujours  pris  au  départ  avec  le  signe  4-.  De  o  à  i, 
l'intégrale  de  la  différentielle 

est  éîrale  à  K;  de  i  à  v  cette  différentielle  est  ima"i- 
^  k  ^ 

nairc  et  a  pour  valeur 

dx 


\/~ 


^:r'—ls/l-P 


le  radical  y/i  — k^x-  doit  toujours  être  pris  avec  le  signe  -f- 
mais  le  signe  de  \Jx- — i  est  indéterminé;  nous  sommes 

s.  —  Cale.  int.  1 1 
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libre  de  prendre  le  signe  -h,  au  départ,  à  cause  de 

l'ambiguïté  du  signe  de  y' — i.  De  i  à  -  l'intégrale  de 

la  précédente  différentielle  sera  donc  K'y  —  i  (n"ol2); 

X  décroissant  ensuite  de  -  à  i,  le  radical  \/i  —  A- a.-  qui 

vient  de  s'annuler  doit  être  pris  avec  le  signe  — ,  et  l'inté- 
grale relative  à  l'intervalle  que  nous  considérons  sera 
encore, K' y' — i.  11  reste  à  faire  décroître  a:  de  i  à  X; 
alors  la  différentielle  redevien  t  réelle ,  le  radical  \Ji  — A  -  x^ 
demeure  négatif,  mais  rien  ne  détermine  le  signe  de 
4/1  —  X-  qui  vient  de  passer  de  l'imaginaire  au  réel.  Je 
placerai  le  signe  ambigu  ±:  devant  ce  radical ,  et  alors 
l'intégrale  relative  au  dernier  intervalle  que  nous  consi- 
dérons sera,  en  mettant  les  signes  en  évidence, 


/ 


dr 


Vi— x^j(-v/i-A--.z 


comme  X  est  <;^  i ,  dx  est  négatif,  et  la  précédente  inté- 
grale a  évidemment  pour  valeur  —  ;K.  —  a).  Ainsi, 
quand  x  passe  de  o  à  X  en  suivant  la  marcbe  que  nous 
avons  adoptée,  on  obtient  une  intégrale  dont  la  valeur  est 


K-i-'îK's/-iàz{K  —  oi] 


et  l'on  a 


X  =  sin  ain[K  -4-  iK'  y/"^^  (K  —  a^], 

±1  v/i  — X*  =  cosam [  K  +  ?. K'  s/^  d=  (  K  —  a ] ], 

_^7ir7^X'^=     Aain[lvH- '2K'v/''^±(K  — al], 

le  signe  ambigu  ±  devant  être  partout  remplacé  soit 

par  -h,  soit  par  — ;  quel  que  soit  le  signe  qu'on  adopte, 

on  est  conduit,  comme  on  va  le  voir,  au  même  résultat. 

La  comparaison  des  formules  (5)  aux  formules  (i) 


CHAPITRE    Ile  l63 

donne,  en  remplaçant  d'abord  le  signe  rb  par  —  et  re- 
mettant u  au  lieu  de  a, 

.   sin  am  (  ^  K'  v  —  i  -f-  «  ;  =  sin  am  u, 
(6)  1  cosamf^K' V'— I -i- ")  =  — cosamw, 

(      \ amolli.' \/ —  I -h  u)  =:z  —  Aam«. 

Remplaçons  u  par  u-\-  2K  dans  la  deuxième  de  ces  for- 
mules et  par  u  -h  2K.'  \J — i  dans  la  troisième,  on  aura^ 
à  cause  de  cette  même  formule  et  de  la  deuxième  équa- 
tion (3), 

cosam('2K  -h  2K' y —  i  -\-  u)  :z=  cosam«, 

\  AsLm[^l\.  \j —  i  -{-  u)  z=  Aam«. 

La  première  formule  (6)  montre  que  sinamzf  admet 
la  période  aK'y/ — 1;  les  équations  (7)  expriment  que 
les  fonctions  cosamz^,  Aamu  ont,  l'une  la  période 
2Kh-  2K'y'^^,  l'autre  la  période  4^-'^/ — i. 

Si  l'on  remplace  le  signe  zt  par  -f-  dans  les  for- 
mules (5),  la  comparaison  aux  formules  (i)  donne 

1   sinam(2K  -h  iK'  \/ —  .'  —  ")  =  sin  amu, 
cosam\^2R  -4-  iK'  y/—  i  —  «)  =  cosam?/, 
Aam^cîK  -f-  ^K'^ —  i  —  u)  =  —  Aam«. 

Or,  il  est  évident  que,  si  x  varie  de  la  même  manière  de 
o  à  -i-X  et  de  o  à  — X,  l'intégrale  de  la  différentielle 

d.r 

— zi=^=^:zz  aura,  dans  les  deux  cas,  des  valeurs 

y/l  —  x^  )/ 1  —  k^.r^ 

égales  et  de  signes  contraires ,  tandis  que  la  valeur  de 
y/i  —  X-^  ou  celle  de  y/i  —  A^  X^  sera  la  même.  Il  s'ensuit 
que  sinamii  est  une  fonction  impaire  de  u,  c'est-à-dire 
une  fonction  qui  change  de  signe  avec  u  en  conservant 
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la  même  valeur  absolue,  tandis  que  cosamu  et  Aama 
sont  des  fonctions  paires.  Cela  posé,  changeons  u  en 
—  u  dans  les  formules  (  8  )  ;  supprimons  ensuite  la  demi- 
période  2K,  en  changeant  les  signes  des  seconds  mem- 
bres, on  retombera  sur  les  équations  (6),  qui  ont  lieu 
ainsi,  pour  le  cas  de  u  positive  et  pour  celui  de  u  néga- 
tive. On  serait  arrivé  aux  mêmes  résultats  en  partant  de 
l'hypothèse  X<^  o. 

On  voit,  par  celle  analyse,  que  les  fonctions  sin  am  u, 
cos  amu,  A  amu  ont  la  propriété  singulière  d'être  dou- 
blement périodiques  ;    la  première  fonction  admet  les 

périodes  4K.  et  aK'^—  i,  la  deuxième  les  périodes  4K. 
et  aK-f-aK'y' — i;  enfin  la  troisième  a  les  deux  pé- 
riodes 2K  et  4ï^'v  —  '•  Pour  établir  celte  proposition, 
nous  n'avons  considéré  que  les  valeurs  réelles  de  la  pre- 
mière fonction  sin  amu,  mars  nous  ne  saurions  déve- 
lopper davantage  ces  considéralions  sans  sorlir  des  li- 
mites que  nous  nous  sommes  fixées. 
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THÉORIE  DES  INTÉGRALES  EULÉRIENNES. 


Des  intégrales  eulèriennes  de  previihre  et  de  seconde 
espèce. 

51o.  Legendre  a  désigné  sous  le  nom  à''intégrales  eu- 
lèriennes les  deux  intégrales  définies 


^dx. 


qui  ont  été  étudiées  pour  la  première  foi^  par  Euler  et 
qui  ont  fait  depuis  l'objet  des  recherches  d'un  grand 
nombre  de  géomètres.  La  théorie  de  ces  intégrales  a  une 
grande  importance,  et  nous  nous  proposons  de  la  déve- 
lopper dans  ce  Chapitre,  qui  servira  de  complément  au 
précédent. 

La  première  intégrale  dépend  des  deux  paramètres  p 
et  f/  :  nous  la  désignerons  par  la  notation  B(/7,  (/);  la 
deuxième  intégrale  ne  dépend  que  du  seul  paramètre  p, 
et  nous  la  représenterons  avec  Legendre  par  le  symbole 
r(/>).  On  aura,  en  conséquence, 

(  I  )  B!p,q]=j    xP-'{i  —  xY-'dx, 

[i)  ^[P]=  f    e-'xP-'dx, 

c  désignant  ici,  comme  à  l'ordinaire,  la  base  des  loga- 
rithmes népériens. 
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Les  fondions  B(/^,  «y)  sont  dites  intégrales  eulériennes 
de  première  espèce,  et  les  fonctions  T{p)  intégrales  de 
seconde  espèce.  Pour  que  ces  fonctions  restent  finies,  il 
faut  et  il  suffit  que  les  paramètres  p  cl  r/  soient  positifs, 
ou  au  moins  que  leur  partie  réelle  soit  positive,  s'ils  sont 
imaginaires.  Dans  ce  dernier  cas,  il  faut  écrire  eP^°^^  au 
lieu  de  xP,  et  ainsi  des  autres. 

On  peut  donner  aux  intégrales  B  une  autre  forme 
qu'il  est  utile  d'indiquer.  Si  l'on  pose 


1   -t-J  I  -i-J  [l  -+-JJ 

dans  la  formule  (i),  l'intégrale  relative  à  y  devra  être 
prise  entre  les  limites  o  et  co  ;  on  aura  donc,  en  remet- 
tant X  au  lieu  de  j', 

ou  encore 

si  dans  la  deuxième  intégrale  on  remplace  x  par  -•>  dx 

^  X 

dx 

par 75  les  limites  qui  étaient  i  et  00  deviendront  i 

et  o;  on  pourra  les  renverser  en  changeant  le  signe  de 
l'intégrale,  et  l'on  aura 


1^' 


OU 

(4)  li{p,n)=  "^ '■ dx. 

Cette  formule  (4)  montre  que  la  fonction  B(^,  q)  est  sy- 
métrique par  rapport  aux  deux  quantités^  et  q  dont  elle 
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dépend,  en  sorte  que  l'on  a 

au  surplus,  cette  propriété  peut  aussi  être  reconnue  sur 
la  formule  (i),  car,  si  l'on  y  changea:  en  i — x,  on 
transforme  immédiatement  B(p,  (f)  enB[g,  p). 

Réduction  des  intégrales  de  première  espèce  à  celles 
de  seconde  espèce. 

516.  Nous  allons  montrer  que  les  fonctions  B(yy,  q) 
peuvent  s'exprimer  par  des  fonctions  F,  en  sorte  qu'il 
n'y  aura  plus  à  s'occuper  que  de  ces  dernières. 

Si  l'on  désignepar/«une  constantepositive  et  que  dans 
la  formule  (2)  du  n°  ol5  on  pose  x  =  mx',  il  viendra 

(  ï  )  r{p]  =mP         e-"'^'a:'P-'^  dx', 

d'où 


—  =  — ^    /      e-'"<7:' p-Vj:' , 


formule  dont  on  fait  en  analyse  un  fréquent  usage  et  qui 
va  nous  servir  pour  résoudre  la  question  que  nous  avons 
en  vue.  Effectivement,  on  a  d'après  cette  formule 

^— =  ' /      e-('+^)-^'.r'/'+'i'-',r/x'; 

donc  la  formule  (3)  du  n°  ol5  peut  s'écrire  comme  il  suit  : 
Bfo,  7]= ^ /      .vi'-'^dx  \      e-('+-^^^V/'-'-'?-iif.r'. 

Il  est  permis  d'intervertir  l'ordre  des  intégrations  et  l'on 
peut  écrire 

B(p,  <7)=:— — ^- :    /      e-=''x'i-^d.r'x'P  i      e—'^''^x''-'^d.r; 


l68  CALCUL    INTÉGRAL. 

^-x'a:jrp-t  (Jx   est 

égale  à  ^{p)\  donc 

OU 

(^)  '"-:  =  ^^' 

ce  qui  est  ie  résultat  annoncé.  Nous  passerons  mainte- 
nant à  l'examen  des  principales  propriétés  des  fonctions 
de  deuxième  espèce. 

Première  propriété  des  fondions  F. 

517.      En     intégrant    par    parties     la     diflerenlielle 
xP~^  X  e~'^dx,  on  a 


fxP-'^ e-^'d.r  =  —  xP-'^ e-""  -r-  [p  —  ï)  |  < 


e-'^xP-'-da:. 


Si  l'on  a  jy^  i,  la  partie  intégrée  disparaît  aux  deux 
limites  o  et  co  ,  et  l'on  a 

/      c-^:rP-  ^dx={p  —  \)\       c-'  xP--  dx, 
*/o  *J  a 

c'est-à-dire 

(•)  r(p)  =  (/.-i)r(/.-0; 

cette  équation  exprime  la  première  propriété  des  fonc- 
tions F;  on  en  déduit  immédiatement,  en  désignant  par 
m  un  entier  inférieur  à  p, 

(2)       V[p)  =  [p  -  \)[p  -  -x).  .  .\p  -  m]v[p  ~  m], 

d  où  il  suit  que,  si  la  fonction  F  est  connue  pour  t<uitcs 
les  valeurs  de  ïargunient  /?  comj)riscs  entre  o  et  i,  ou, 
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plus  généralement,  comprises  entre  deux  entiers  consé- 
cutifs, la  même  fonction  sera  aussi  connue  pour  toutes 
les  autres  valeurs  réelles  de  l'argument. 

Siyo  est  un  nombre  entier  et  que  l'on  fasse  m  =z  p  —  i 
dans  l'équation  (2),  il  viendra 

r(/.)  =  i.2.3...>-i)r(i); 
mais,  comme  l'intégrale  /  e~-^t/xestégaleà— e~-^-f-const., 


on  a 


=/■ 


(3)  j     ^■'^dx  =  r[i]=i; 

«/  o 

donc 

,4)  ri>)  =  i.2.3...>  — ij, 

en  sorte  que,  si  p  est  un  nombre  entier  supérieur  à  i, 
T(p)  se  réduit  au  produit  des  p  —  i  premiers  nombres 
entiers,  résultat  déjà  établi  au  n°493. 

Deuxième  propi^iété  des  fonctions  Y . 

518.  La  propriété  que  nous  allons  établir  permet  de 

réduire  à  -  l'intervalle  d'une  unité  dans  lequel  il  suffit 
2  ^ 

d'effectuer  le  calcul  de  la  fonction  V  d'après  la  première 
propriété;  elle  donne,  par  exemple,  les  valeurs  de  cette 
fonction  qui  répondent  aux  valeurs  de  l'argument,  com- 
prises entre  -  et  1 ,  lorsqu'on  connaît  les  valeurs  relatives 

1-     •  ï 

aux  limites  o  et  -• 
2 

Si,  dans  la  formule  (2)  du  n°  516,  on  fait  q  =  i — p, 
pétant  supposé  ici  compris  entre  o  et  i,  il  viendra,  à 
cause  de  r(i)  =  i, 
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et,  à  cause  de  la  formule  (3)  du  n°515, 

I     -  ce  \ 

«^  o 

Mais  nous  savons  (n°489)  que  l'intégrale  contenue  dans 

cette  formule  a  pour  valeur  ~ —  ;  on  a  donc 

^  smpTT 

(i)  r(/.)r(i-p)  =  -^-. 

'        sin/PTT 

Telle  est  la  formule  qui  exprime  la  deuxième  propriété 
de  la  fonction  T.  Si  l'on  y  suppose  p=:  -->  elle  donne 


rH'-]=^, 


d'où 

Cette  formule  ne  diffère  pas  de  celle  que  nous  avons 
établie  au  n"  497.  Effectivement,  si  Ton  fait  p  =  -  dans 

^  2 

la  formule  (2)  du  n°  615  et  qu'on  écrive  x-  au  lieu  de  x, 
on  aura 

r  (  -  j  =  2   /     c-^'dx  =   /         e-'^'-cU. 

Tî'oisième  propriété  des  fonctions  T. 

619.  Si  l'on  suppose  f]  =^ p  dans  la  formule  (i)  du 
n°  615,  il  viendra 
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On  voit  que  le  coefficient  de  dx  sous  le  signe  /  prend 
des  valeurs  égales  auand  x  reçoit  les  valeurs   — '-  h  et 

h  également  distantes  de  -•,  il  s'ensuit  que,  dans  la 

formule  précédente,  on  pourra  prendre  -  au  lieu  de    i 


2 

I 

2 

pour  limite  supérieure,  pourvu  au'on  double  le  résul- 
tat. On  aura  ainsi 


„.,,    p.     .         I        i/—  7       i'^>' 

bi   Ion  fait  maintenant x  =^  -  \^y,  cix  ^^^  —  -,--^5 

22  4     ^y 

les  limites  de  l'intégrale  relative  k  j  seront  i  et  o  ;  en 
renversant  ces  limites  et  changeant  le  signe  du  résultat, 
on  aura 


B 

c'est-à-dire 


{P,p]  =  ^;:rij   J   '[i—jY-'^r, 


(2)  B(/.,;;)=^^c(^/.), 

et,  si  en  faisant  usage  de  la  formule  (2)  du  n°51t3  on 
remplace  les  B  par  leurs  valeurs  en  T,   puis  qu'on  se 

rappelle  que  F  (  -  j  =  ^rn,  il  viendra 


(3)  r{p}r(j.  +  -j=:-^^T{^p). 

Cette  équation  (3)  exprime  la  troisième  propriété  des 
fonctions  F;  elle  est  contenue  dans  une  autre  beaucoup 
plus  générale  que  nous  établirons  plus  loin. 
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Représentation  de  la  fonction  \o^V  i^x)  paî'  une 
intégrale  déjinie. 

520.   Si  l'on  différentie  la  formule 

e~  '^  a.^~^  dj.. 


.(.,=/■ 


et  qu'on  représente  par  Y'' x)  la  dérivée  de  T[x),  il 
viendra 


r'(^)  =    /      e-'^a-^-' logarfa, 


la  caractéristique  log  désignant  un  logarithme  népérien. 
La  formule  (i)  du  n°  516,  où  l'on  fait  y?  =  i,  donne 


H. 


e~'^"dz; 


si  l'on  multiplie  cette  formule  par  dcc  et  qu'on  l'intègre 
ensuite  entre  les  limites  i  et  a,  on  aura,  comme  nous 
l'avons  dit  au  n"  494-, 


log  a  =   / 


f::i=i:::^.. 


En  remplaçant  loga  par  cette  valeur  dans  l'expression 
précédente  de  Y'[x)j  on  obtient 

r'(x)=/       e-^a.''-'^cly.   i       ^- ^^ dz\ 

on  peut  intervertir  l'ordre  des  intégrations  et  écrire 
La  première  des  intégrales  qui  figurent  dans  la  parenthèse 
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est  r(a  V,  la  deuxième  a  pour  valeur  (n"  516)  — ■ — ^« 
On  a  donc 

r'  (.ri  =  r Ir)    /       \e--—    ^- -  5 

ou,  en  divisant  par  F'x), 

d\osT(.r]         r".  ,  .     -,ilz 


II 


dx 


=/[--(-=;-] 


si  l'on  multiplie  les  deux  membres  de  cette  formule  par 
dx,  et  que  Ton  intègre  ensuite  entre  les  limites  i  et  x, 
il  viendra,  à  cause  de  logT(i  )  =  log  i  =  c, 

On  peut   simplifier  cette  expression  de  logrfx'*'  en 
opérant  comme  il  suit  :  en  faisant  x=-  2,  il  vient,  à  cause 


de  logF (2^  =  log  1  =  0, 


2(1   +2^-2-1    dz 


et,  si  l'on  multiplie  l'équation  (3)  par  x — i,  puis  qu'on 
la  retranche  ensuite  de  léquation  (2),  il  viendra 

(4)  ,.,gr,,=y^   [(x-.)..-,-' , \^^; 

enfin,  si  l'on  pose  log(i  -î-z)  =:a,  ^  =  e*^ —  i,  l'intégrale 
relative  à  a  devra  être  prise  entre  les  mêmes  limites  o 
et  co  ,  et  l'on  aura  définitivement 


v= 


(5)     iogr(x^:=j"  [; 
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Dés^eloppement  de  la  fond  ion  logr(x)  en  série. 

521.  En  différentiant  la  formule  (5)  du  numéro  pré- 
cédent, on  a 


^   '  dx 

et,  en  différentiant  de  nouveau, 
<^logrf.r 


-/■(^-T^:^)- 


dx'^ 


dcL. 


Remplaçons  le  facteur -^^  par  sa  valeur 


nous  aurons 


^-logr(.r)       C"^     .  _    r  _ 

— * — -  zr:i    \      e — ^u.dv.~~   I       e    '^^    '■'a,  da 

dx-  J  J 

t-  o  *^  o 


■X 


e-'»(-^--2)ar/a  -;- 


ou,  en  évaluant  chaque  terme  au  moyen  de  la  formule  (i) 
dun°510, 

rfMoKr(.r)_  1,1,     I I 

formule  dont  le  second  membre  est  une  série  (jui  rcsle 
convergente,  quel  que  soit  x. 

Si  Ton  intègre  les  différents  termes  de  la  formule  (2) 
multipliée  par  djc  entre  les  limites  i  et  x,  on  aura 


^/lo;?r(.r) 

dx 

(3; 


.  IL  -  _L_\  -.- 
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et  la  série  qui  figure  dans  le  second  membre  sera  con- 
vergente comme  celle  d'où  elle  est  tirée  par  l'intégra- 
tion. Quant  à  la  quantité  — G,  elle  est  évidemment  égale 

ci  Io^tI-t] 
à  la  valeur  que  prend  pour  07=  i  la  dérivée  — ~— — -?  et 

l'on  a,  par  l'équation  (i), 

(4)  C  =  £(^-^-i)c-V/«; 

cette  quantité  G  est  connue  sous  le  nom  de  constante 
d' Eiiler;  nous  verrons  tout  à  l'heure  comment  on  peut 
calculer  sa  valeur. 

Si  l'on  intègre  entre  les  limites  i  et  a:  la  formule  (3) 
multipliée  par  dx,  il  viendra,  à  cause  delogr(i)::=  o, 


lia 


gr(.r;=  _  G  (.r  -  I  )  ^-  ( '^-^  -  log  '- 

Ix  —  1        ,       .r-t-l\  Ix  —  I         ,      x-^m—\\ 

\      2  1     )  \     m  ^         m         J 


formule  dont  le  second  membre  est  une  série  convergente 
comme  celle  qui  figure  dans  la  formule  (3).  On  peut  se 
débarrasser  aisément  de  la  constante  G;  si,  en  effet,  on 
pose  x=  1  dans  la  formule  (5),  il  viendra 

(6   o  =  — C+ log-] -4-    --log-  -h...-;- log A- 

et,  si  l'on  retranche  de  l'équation  (5)  le  produit  de  l'équa- 
tion (6)  par  X  —  I,  on  aura 

logr{x)  =  |  (ur-  i)log^  -  log  ^J 

_1_  |^(.^  _  i)log  ^  _  log  ^-ij  +.  .7 

L(x-l)los-- log ^J-^..., 


-h 
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OU,  pour  abréger, 

m  =    00 

(8)  logr^l^V  |^(.r-i)log(i  +  ij-Iog(i+-IlLi^j. 

m  =  1 

Désignons  par  log(i -i-£,„)  la  somme  des  termes  qui 
suivent  le  m'^""^  dans  la  série  (7)  ou  (8);  comme  celte 
série  est  convergente,  la  quantité  £„i  s'annulera  par 
m  =  00  ,  et  l'on  aura 

Iogr(x;  =  ^{.v  -  i]iog^  -  iog:^1  +. . . 

H^|^(^_i)log_ log J  +lot(i4-s 

ou,  en  revenant  des  logarithmes  aux  nombres, 

(1.2..  .m]m^-'^  (  I  \-''-*  . 


r.r  rtr 


a:[x  -\-  i    .  .  .[x  -\-  m 


le  facteur  (  i-i j       se  réduisant  à  i  pour  rri  :^  co  ,  on 

peut  le  supposer  compris  dans  i    :-  e„i  et  écrire 


I  .-?. .  .  .ml m'"-' 

X [x  -h  ij .  .  .[X  ~  m  —  1  j 


(9)         r(x)  =  ^,J,  .,      ,„  .  „^ — -  (i  -:-  .,„), 


c'est-à-dire  que  l'on  a 


(10  Lrl=:lim ; ; ,      p()m/«  =  c«. 

X \x  -\-  \) .  .  .\x  ^  m  --  \)        ' 

Remarquons  encore  que  la  formule  (6)  donne  pour  la 
constante  d'Euler 

(11)  C=:lim(i-f h  ^ +...-• logTOJ)     pour/;;  1=05. 
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Développeiiient  de  la  Jonction  logT [i~-  x)  en  série 
convergente  ordonnée  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  X  pour  les  valeurs  de  x  coinpinses  entre 
—  I  et  -i-  I . 

522.   Si  l'on  change  x  en  x  -f- 1  dans  la  formule  (  2  ) 
du  n°  521,  on  aura 

d-\o"Y\\-\-  .t\  I  I  I 


dx'-  (x+l]2  [x -\- "X 

et,  en  différentîant  n  —  2  fois, 

I      c?'*logr(i -i-^)_ 

\.i...n  dx"- 

posons  généralement 


n      \_\x^\)"'    '    \x-\-i)"-  '  °    J' 


II  I 

^  "^  2^^  "'^  3"  "^  4"  ~^ 


on  aura,  pour  x=o, 


I ^Mogr;i  +  ^)  _,  S^  , 


1  .1 .  .  .n  dx"'  n 

si  n  est  ^  i ,  et  l'on  a  d'ailleurs,  pour  07  =  0, 

— ^ '=  —  C,    logr(n-x)=o; 

la  formule  de  Maclaurin  donnera  donc,  pour  les  valeurs 
de  X  comprises  entre  — i  et  H-  i, 

y2  J.Z  j,i 

(i)    logr(i  -hx)  =  —  Gx  -{-  S-i'- S3  Y  +  S4  -7-  +  — 

Cette  formule  n'est  pas  commode  pour  le  calcul,  parce 
que  les  sommes  S  décroissent  peu  rapidement,  mais  on 
peut  obtenir  des  séries  plus  convergentes  ;  si  à  la  dernière 

S.  —  Cale.  int.  12 
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équation  on  ajoute  la  suivante  : 

.r-         3-^         .r* 

O  =  —  \og'  l  -^  x)  -i-  X  —  ' ;- y-  -r   •  •  •  ? 

1  O  l[ 

il  viendra 

i\ogT{i-hx)  =  —  \og{i-h  x)-h  {i  —  C)x 

les  termes  de  cette  série  décroissent  assez  rapidement, 
mais  on  peut  encore  augmenter  sa  convergence.  En  chan- 
geant X  en  —  X  dans  la  formule  précédente,  on  a 

11ogr(i  —  x)  =  —  log  [i  —  x)  —  (i  —  C]x 
H —  ;  S2  —  I  .r^  -t-  -  '  S3  —  r  j:*  + . .  .  , 

Mais  on  a 

Tii -h x)  =:xr(x),     T(x]r[l  —  X^.  =  — -, 

et,  en  multipliant, 

riI-f-arTl  — x)  = ■} 

d'où 

TTX 


logr^i  4-  x)  +  logr(i  —  x)  =  log 

3III  M  -t. 

Ajoutant  cette  équation  avec  l'équation  (  2\  retranchant 
ensuite  l'équation  (3),  et  divisant  le  résultat  par  2,  il 
viendra 

loirrH-x  =-  log- log 1-    I  —  C^x 

^    ^  '2        smTTX        21  —  X       ^ 

-(S,-,)^'-(S,-.l^-(S,-.)^-.. 

D'après  les  propriétés  démontrées  plus  haut,  la  fonc- 
tion r  sera  connue  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  l'ar- 
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gument,  si  l'on  connaît  cette  fonction  pour  les  valeurs 

I  I 

comprises  entre  o  et  -j  ou  entre  -  et  i,  ou  entre  i  et 
^  11 

iH — 5  ou  etc.;  or  l'équation  (4)  permet  de  calculer 
très-rapidement  logr(i -H  x)  pour  les  valeurs  dex  com- 
prises entre  o  et  -•  Dans  son  Traité  des  fonctions  ellip- 
tiques, Legendre  adonné  avec  seize  décimales  les  valeurs 
de  S/i  depuis  7z  =  2  jusqu'à  n  =  35. 

Si  dans  la  formule  (4)  on  fait  x=^\  eX.  x  =  -•>  ce  qui 


2 
1     — 


donne  r(a:  H-  i)  =  i  et  Yi x-i-i)  =  -  \!t:,  on  aura  deux 
équations  qui  pourront  servir  au  calcul  de  la  constante  C  ; 

on  trouve,  en  observant  que  log-r^^ 1-  log(i — x)  =  o 

pour  X  =  I, 

i-c=liog2-i-l[S3-i)-f-^-(S3-ij-f-^;s,-i)-i-..., 

2      3.4'  '      o.ib^  '      7>t>4 

quatorze  sommes  S  suffisent  pour  obtenir  C  avec  quinze 
décimales;  on  trouve  ainsi 

(5)  C  =  0,57721  56649015328; 

nous  ferons  connaître  plus  loin  un  procédé  plus  expé- 
ditif  pour  calculer  cette  constante,  et  qui  n'exige  pas  le 
calcul  préalable  des  sommes  S. 

Evaluation  de  la  fonction ^r-^ — -  dans  le  cas  oh  x 

"^  dx 

est  un  nombre  commensurahle. 

523.  La  fonction  — ^~ — -  peut  s'exprimer,  sous  forme 
finie,  par  un  nombre  limité  de  termes,  toutes  les  fois 
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que  X  est  un  nombre  commensurable.    Si,  en  edet,  on 
ajoute  les  deux  équations  (i)  et  (4)  du  n°  521,  il  viendra 

dx  J  i  —  e""" 


OU,  en  posant  e   "*  =  ^, 


dx 


-J/-^-' 


m 
n 
at.^.  on  aura 


SI  1  on  a  X  ^=  —1  m  çXn  étant  entiers,  et  que  1  on  fasse 


d\o%Y[x\ 
dx 


=  —  L  ~-  n  I —  dcx.  {  pour  x  =  —    : 


la  dillerentielle  sous  le  signe/est  iei  une  iVaetion  ra- 

tionnelle,  et,  par  conséquent,  son  intégrale  pourra  s'ex- 
primer par  des  quantités  algébriques,  logarillimiqucs 
ou  circulaires.  Par  exemple,  on  aura 


d\o^T{x' 
dx 


=  —  C — il     =  — CH-log4(pour  jc  =  - j- 


Si  la  quantité  x  se  réduit  à  un  nombre  entier,  la  for- 
mule (i)  donne 

dlo^rix]      ^       .    , 


dx 
c'est-à-dii^e 


-f 


^    '  dx  1        S  X  —  i 

la  somme  contenue  dans  le  second  membre  de  celte  for- 
mule est  connue  sous  le  nom  de  suite  harnioniçue. 
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Recherche  du  minimum  de  la  fonction  r(j:). 

524.   La  formule  (2)  du  n°  521  montre  que  la  fonc- 

d-Xog^T'x]  .   .  1111 

tion ^-T- — -  est  positive  pour  toutes  les  valeurs  de  la 

dx-  '■ 

variables:  supposée  réelle  et  positive;  en  conséquence, 

dlo'^r'sc)         r' '  X 
la   fonction  -, — -^  ou  — — '-  est  constamment  crois- 

dj:  T  X 

santé;  d'ailleurs  on  voit,  par  la  formule  (3)  du  même 
numéro,  que  cette  fonction  est  égale  à  —  co  pour  x  =  o 
et  à  H-  co  pour  a:  =  -h  co  .  Il  suit  de  là  que  la  dérivée 
r'(a:)  ne  peut  s'annuler  qu'une  seule  fois,  et  par  suite 
que  la  fonction  T[x)  n'offre  qu'un  seul  minimum.  Ce 
minimum  a  lieu  nécessairement  pour  une  valeur  de  x  com- 
prise entre  i  et  2,  puisque  l'on  a  r(2)  ==  r(i)  ;  quand  x 

.^.                      -ip          •T-'/N          rf.r  +  i)  I 

est  infiniment  petit,  fa  fonction  1  [xj  =  — ^^ =  - 

est  infinie;  quand  x  croît  jusqu'à  00  ,  T(x)  décroît  jus- 
qu'à ce  qu'elle  ait  atteint  son  minimum,  et  elle  croît 
ensuite  jusqu'à  00  . 

Si  l'on  veut  obtenir  la  valeur  de  x  qui  répond  au  mini- 
mum de  F  I  H- jc),  il  suffira  de  déterminer  laracine  positive 

in,          •       -r.//            \                  d\oç:;T(t  -^  X 
unique  de  f  équation  1    (i-f-a:j  =  o  ou  — - — ^ =  0. 

Cette  équation,  d'après  la  formule  (2)  du  n°  522,  est 


— _^  -*-(l-  C)H-  (S2— ï)x—  (83  —  1)^2 ^. 


et  l'on  reconnaît  facilement  que  la  racine  est  comprise 
entre  0,4  et  o,5  ;  on  trouve  ensuite  parles  méthodes  d'ap- 
proximation connues 


I  H-  X  :=I  ,4616321, 
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et  l'on  obtient,  par  la  formule  (  2)  ou  (4)  du  n°  522, 

log  vulgr  (  I  -f-  ^ )  =  1 ,  9472392, 

d'où 

r(n-^)  =  o,8856o32. 

Remarque  sur  l'interpolation  de  la  fonction  numérique 
1.2.3...  ix  —  i^. 


.  Puisque  l'on  a 

T[x)  =  i  .1.2».  .  .[x—l], 

quand  x  est  un  nombre  entier,  la  fonction  r(x)  peut 
servir  à  l'interpolation  de  la  suite  dont  le  terme  général 
esti  .2.3.  .  .[x —  i).  La  formule  précédente  exprime,  en 
effet,  ce  produit  par  le  moyen  d'une  fonction  continue 
de  X  dans  laquelle  la  variable  est  susceptible  de  recevoir 
toutes  les  valeurs  imaginaires  dont  la  partie  réelle  est 
positive.  Mais  la  formule  (8)  ou  (lo)  du  n°  521  fournit 
un  mode  d'interpolation  beaucoup  plus  général,  puis- 
qu'elle permet  d'exprimer  le  produit  1.2. 3.  .  .[x  —  1) 
par  une  fonction  continue  de  jc,  dans  laquelle  la  variable 
peut  recevoir  une  valeur  réelle  ou  imaginaire  quelconque. 
Comme  ce  résultat  est  d'une  extrême  importance,  il  n'est 
pas  hors  de  propos  de  faire  voir  que  les  considérations 
les  plus  élémentaires  conduisent  immédiatement  aux  for- 
mules dont  nous  parlons,  lorsque  l'on  cherche  à  inter- 
poler la  fonction  numérique  1.2. 3.  .  .[x  —  i). 

Soient  donc  x  et  ni  deux  nombres  entiers  positifs, 
les  X  —  I  fractions 


771  -i- 1  m  -\-  JC  —  I 


tendront  vers  l'unité  si  m  tend  vers  rinfini.  x  restant 
constant;  il  en  sera  donc  de  même  du  produit  de  ces 
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I  fractions,  et  l'on  aura 


[m-hl]  [m -h  2.) .  .  .   m -i- X — ij  I -f- £,„ 

Em  étant  une  quantité  qui  s'annule  pour  m  =  oo  .  Multi- 
pliant les  deux  ternies  de  la  fraction  du  premier  membre 
par  1 . 2  ...  m  et  chassant  le  dénominateur  iH-  e„j,  il  vient 

{i  .1.3  ...  m)  m^-^ 

1,2.3.  .  .[m  -\-  x—\)  '  '"■' 

et,  en  multipliant  les  deux  membres  par  i.2.3...yX  —  i), 


on  a 


il  .1.3  .  .  .m^  m-^~^ 


i  .1.3.  .  .[x  —  I  )  =  — -^- ^ ■ :  (  1  -i-  î. 


OU 

„      ,          «      ,.         fi.2.3.  .  .ml  w^-i 
1.2.0...  .r  —  i  =  lim ^ 1  pour  m  =  go  1. 

^  '  x[x  -\-i)...[m  -^  x  —  i)  '^  ' 

C'est  précisément  la  formule  (lo)  du  n°  521  dans  le  cas 
de  a:  entier,  et  l'on  en  déduit  sans  difficulté  la  formule  (8) 
du  même  numéro. 

Dans  les  recherches  qu'il  a  entreprises  sur  cet  objet, 
Gauss  a  pris  la  formule  (lo)  du  numéro  cité  pour  l'ex- 
pression générale  de  la  définition  der(x),etM.Liouville, 
adoptant  ensuite  le  même  point  de  vue,  est  parvenu  à  plu- 
sieurs résultats  intéressants  (  *  )  ;  on  voit,  par  ce  qui  pré- 
cède, combien  cette  marche  est  naturelle.  D'après  l'ana- 
Ivse  que  nous  avons  développée,  le  second  membre  de 
la  formule  (8)  du  n^  521  est  une  série  qui  reste  conver- 
gente pour  toutes  les  valeurs  positives  de  x,  et  par 
conséquent,  dans  la  même  hypothèse,  le  second  membre 
de  la  formule  (lo}  du  même  numéro  tend  vers  une 
limite  déterminée.  IMais,  pour  justifier  la  nouvelle  défi- 

('  )  Voir  sur  cet  objet  une  Note  de  M.  Liouville,  insérée  au  tome  XVII, 

jro  série,  du  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées. 


l84  CALCUL    INTÉGRAL. 

nition  des  fonctions  T,  il  est  nécessaire  d'établir  que  la 
même  chose  a  lieu  pour  toutes  les  valeurs  négatives  ou 
imaginaires  de  x.  On  voit  d'abord  sur  la  formule  (lo) 
(n*'  521)  que  T  ^x]  est  infinie  lorsque  x  est  égal  à  zéro 
ou  à  un  nombre  entier  négatif  quelconque  ;  ce  cas  étant 
mis  de  côté,  je  dis  que  la  série  de  la  formule  (8)  est  tou- 
jours convergente.  En  effet,  le  terme  général  dans  lequel 
on  suppose  ?n  supérieur  au  module  de  a: —  i  est 

/i  I  \       \-a:-i       f.7--i?  1 

^  '  \m       inv  j       \_    in  2/n-  J 


ou 


i^  [x  —  a)  ,  . 


Zm  désignant  une  quantité  qui  s'annule  pour  m^=  <x>  ;  il 
résulte  de  là  que,  à  partir  d'un  rang  suffisamment  éloigné, 
les  termes  de  la  série  décroissent  comme  les  termes  de 

la  série  \  —5;  donc  cette  série  est  toujours  conver- 
gente, et  par  suite  le  second  membre  de  la  formule  dont 
nous  nous  occupons  tend  vers  une  limite  finie  et  déter- 
minée. 

Démonstrations   nouvelles  des  propriétés   de  la 
fonction  V[x). 

526.  Les  propriétés  de  la  fonction  V  établies  plus  haut 
découlent  immédiatement,  comme  on  va  le  voir,  de  la 
formide  (10)  du  n°521. 

Première  propriété.  —  On  a 

,   ,  I  I  .2.  .  .»!  ■  m^-^  ,  . 

r  Gr   =  — r    I  +  e;„), 

^   '        x[x.  +  \\...{x  -\-  m  —  l\^  ' 


fl  .2.  .  .m^ 


mr 


> ; n  -T-  • 


r(.rH-  l}= '— ; -(l      r-.;„,, 
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d'où,  en  divisant, 

r;.r +  ll  __  772        I  H-  s'^ 

r  [x)  X  -^  m  i  -k-  tfn 

et,  en  faisant  jn  =  <X)  ,'\\  vient 

r(a:  -m'  z=z.TT[a:], 

ce  qui  est  la  première  propriété  de  la  fonction  V. 

527.  Deuxième  propriété.  —  Si  l'on  multiplie  entre 
elles  les  deux  équations  i 


1 . 2 ...  m  w 


x—l 


^    '        xix  ^\\.  .  .   X -r- m  —  i'. 


v 

I  .'2.  .  .m    nr 

!i  —  x^  {l  —  x],  .  .[m  —  x\ 


,  ,  1 1 . 2 .  .  .  /?^    m    -  ,  ,   , 


il  viendra 

(i+£)(i+.^)(i^ 


V  [x]T  [\  —  x]^=. 


si  l'on  fait  7n  =  co  ,  le  numérateur  du  second  membre 
de  cette  formule  se  réduit  à    i    et  le  dénominateur  à 

-  sinTTj:-,  à  cause  de  la  formule  connue 

sin.=.(,_.^)(-^)(,--ii)... 

['voir'  mon  Traité  de  Trigonométrie,  5^  édit.,  p.  247); 
on  a  donc 

r{x)r{i~x]  =  -A~j 


ou,  en  multipliant  parx, 

T{i-^x]r{i  —  x)=z 


528.  Troisième  PROPRIÉTÉ.  —  La  troisième  propriété 
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de  la  fonction  T  n'a  été  démontrée  au  n**  519  que  dans 
un  cas  particulier  :  nous  allons  l'établir  ici  dans  toute  sa 
généralité. 

Soient  X  une  quantité  réelle  ou  imaginaire  quel- 
conque, n  et  i  deux  entiers  positifs;  si  dans  la  for- 
mule (9)  du  n°521  on  remplace  xpar  x  H — ?  il  viendra 


■h^- 


1 .2 ...  m    m      "  , 

— r(' 


or  -f-  -  )  (  .r  H ;-  I  1 ...  I  X  -i \-m  —  I 


donnant  ensuite  à  i  les  n  valeurs  o,  1,2,  .  . . ,  n  —  i ,  et 
multipliant  entre  elles  les  égalités  résultantes,  on  obtient 


■'K"^^) 


n 


n  +  l 
nx T— 

1.2.  .  .m]'^m  ^    n'""-       ,  . 


nx  i^nx  -\-  \) ,  .  .ynx -{-  mu  — 

Sm  désignant  toujours  une  quantité  qui  s'annule  pour 
?w  =  00  .  Mais  l'équation  (9)  du  n°  521  donne  aussi,  en 
remplaçant  x  par  nx  et  en  écrivant  mn  au  lieu  de  m, 

,       ,  (i  ."?...  .mn^^ mn\'^^—^  .  ,   , 

r   «.r    = ;    l-t-e,„  . 

nx    nx  -\-  i^.  .  .^njc  -r  nin  —  i j 

Cl  l'on  a,  par  les  deux  équations  précédentes, 


r(.r)r(:r-f-i)r(^H--V.-r(:r-}-^ ?-)         ,  .       „„ 

^   '     \         n)     \         n)  \  n     /  _  1 1.2. .  .m  "/i""' 


'V[nx\ 


-f-i 

I  H-  e. 


-7-77   V  ->-'m/» 


1 .  2  .  .  .inn  ,111 


Sm  désignant  encore  une  quantité  qui  s'annule  pour 
iji  =  ço  .  La  limite  du  second  membre  de  celle  formule 
est  une  fonction  de  n  indépendante  de  x;  en  la  dési- 
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gnant  par  cj)(7z),  on  aura 

la  fonction  (^{n)  étant  définie  par  la  formule 

<p[nj  =  lim ' ^-3-j  [ pour  m  =  (x>  j^ 

(l  .2.  .  .mn   m    - 

Si  l'on  fait 

.  ,     ,       1 .2.3. . ,m 

^[m)= — •£> 

m      2 
on  pourra  écrire  aussi 

en  posant,  pour  abréger, 

on  a  aussi,  en  changeant  m  en  2  m, 
puis 

A«                 L^'l/'^^r]               ^^2/72/z) 
=  lim     -i :  hm  ^ ^-% 

mais  les  quantités  lim  —— —  et  lim  —, —  sont  égales 

à  A2  ;  donc  on  a 

A„=A^-*     et     y[«)  — v^A^-i; 
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quant  à  la  constante  Ao,  sa  valeur  est 


f     \  I  o  -  !)     2;/! -1-4 

9(2)       , .      I  r .  2 .  3 ..."?-  9,        ^ 
Ag  =  — ^  =  hm    j — 

»  ^  (  1 .  2 . 3 . . .  2  m^  m^ 


'■■"V/^ii 


4  4         2m  —  2        2W 


35  2/«  —  12/»  —  I 

d'après  la  formiile  de  Wallis  (n°  492),  la  quantité  sous 
le  radical  a  pour  limite  4  -  ou  2  7:  ;  on  a  donc 


par  suite 


Gt 


A2=  v/27r, 
f  (n)  =  n^  (27r] 


n-  1 


Telle  est  l'équation  qui  exprime  la  troisième  propriété 
de  la  fonction  F  ;  en  y  faisant  n=  2,  il  vient 

r{a:)rlx  -+-  -  j  =  77^2-2-^-'-'r(2x), 

ce  qui  s'accorde  avec  le  résultat  que  nous  avons  obtenu 
au  n°  519. 

La  démonstration  que  nous  venons  de  présenter  de  la 
formule  (2)  est  directe  et  indépendante  des  autres  proprié- 
tés de  la  fonction  F.  Pour  déterminer  la  constante  A2,  on 

aurait  pu  se  servir  utilement  de  la  relation  F  (  -  )  =  y/vr; 

ainsi,  en  faisant  x  =- et  n=  2  dans  la  formule (i\on 
aurait  eu 

^77  ^^  -  i})(2)  =  -  y  2  Aj,      d'où     Aj:=:y2  7r, 
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comme  nous  l'avons  trouvé  autrement.  Enfin  on  peut 
obtenir  très-simplement  la  fonction  <^{n),  comme  le  fait 
Legendre,  en  se  servant  de  la  deuxième  propriété  des 
fonctions  Y',  posons  en  effet  a:  :=o  dans  la  formule  (i), 

1      '  T/      ■>            r(.r-M) 
après  avoir  remplace  i-  [x)  par et  Y[nxj  par 

r  /?.r  -i- 1^     .,     .      , 
— ;  il  viendra 


^!":  =  '-ah^-- 


ou,  en  renversant  les  facteurs, 

multipliant  ces  deux  valeurs  de  -  ^{n),  et  observant  que 


sin  — 
n 


?M'0  = 


.       77     .       277  .        [n 

sm  -  sin  ■ —  .  .  .  sin 


n  n  n 


mais  on  sait  que  le  dénominateur  de  cette  expression  est 


égal  à  7  :  donc 


<f[n]^^n[i-î:Y-'^     et     y   /z]  r=  y'«  (277)    -   , 
comme  nous  l'avons  trouvé  plus  haut. 

Application  de  la  théorie  des  intégrales  eidériennes 
à  la  détermination  de  quelques  intégrales  définies. 

529.  Si  ?7z  désigne  une  quantité  positive,  on  a  (n°  516) 


r 


e-'"^xP-'^dx  = 
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Cette  formule  subsiste  quand  m  est  une  quantité  ima- 
ginaire dont  la  partie  réelle  est  positive,  mais  cette  pro- 
position exige  une  démonstration.    Remplaçons  m  par 

a  —  t  \J —  1  ,  et  désignons  par  R  et  <Îï  le  module  et  l'ar- 
gument de  la  valeur  que  prend  alors  l'intégrale  précé- 
dente, on  aura 

(2)  Re*v/~=   /     e-(<^-'v^)^:r/'-'^x, 

et  il  est  évident  que  cette  expression  restera  finie  si  a  est 
une  quantité  positive.  Posons 

(3)  ?=3iztang9>, 

çp  étant  un  angle  compris  entre  — -  et  H — ;  Rcos4>  et 

Rsin4>  seront  des  fonctions  continues  de  ^,  respective- 
ment égales  à  la  partie  réelle  du  second  membre  de  la 
formule  (2)  et  à  la  partie  que  multiplie  y/ — i  .  Pour  avoir 
les  différentielles  de  ces  fonctions,  on  pourra  différcnlier 

sous  le  signe  1  les  intégrales  qui  expriment  leurs  va- 
leurs, et  il  est  évident  qu'on  obtiendra  le  même  ré- 
sultat, d'une  manière  plus  simple,  en  exécutant  la  diffé- 
rentiation  sur  la  formule  (2).  On  a  ainsi 

V    'h  d'il       ^^'^-?Jo 

mais  l'intégration  par  parties  donne 

a  —  t^ — I  a  —  t^—ij 

et,  comme  la  partie  intégrée  s'annule  aux  limites  o  et  ce  , 


/ 
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à  cause  de  a  ^  o,  on  a 


r 


a 


ce  qui  réduit  l'équation  (4)  à 

c?logR         , d^ p  \j — lejv'^î 

û?p  d^  coso 

Egalant  entre  elles  les  parties  réelles  et  les  parties  ima- 
ginaires, il  vient 

^logR  sinç)       <f* 

d-j  cosç)       d^ 

d'où 

lo£îRr=  —  p  I '- — ^  =logcosPo -4- const., 

°  J      cosy 

<i>  =  /5  ç>  +  const. 
Or,  lorsque  ^  ou  ç  est  nul,  on  a  ^  =  o,  R  =  — ^^;  donc 

et,  par  conséquent,  la  formule  (2    devient 

z'*  r  '    1 

(5)  I      e-'^^-V-i^ar^-i £/:?:= — ^  cosP  ?e^îv/=î, 

»/o  ai' 

et  l'on  peut  écrire  aussi 

(  6  )  /      e-Ca-iv'rDx  ^p-i  ^^  _  LZL_ , 

ce  qui  estprécisément  laformule  (i),  dans  laquelle  onfait 
Tn  =  a — t  y —  I .  Mais,  comme  l'expression  a — 1\^ —  i  'f 
est  susceptible  de  plusieurs  valeurs  quand  p  est  fraction- 
naire, il  faut  bien  remarquer  que  l'argument  de  cette 
puissance  doit  être  obtenu  en  multipliant  par  p  l'argu- 
ment de  a  —  t  \J —  I  pris  entre  les  limites  —  -  et  -f-  -• 
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La  formule  (5  )  se  décompose  dans  les  deux  suivantes 


17, 


f 


/ICO 

/      xP- 


iQ-ax  ^\iit.xdj:z= 


tp 

aP 


cos^  y  cos/?  y 
sin^'^eospy, 
cos^  y  sin/>  y 
sin/'y  sin/xjj, 


OÙ  les  trois  quantités  a,  t,  9  sont  liées  entre  elles  par  la 
relation  (  3  ) . 

530.  Nous  avons  admis  que  les  intégrales  qui  figurent 
dans  ces  formules  ont  des  valeurs  finies  et  déterminées  ; 
c'est  ce  qui  a  lieu  effectivement  quand  la  quantité  a  est 
positive,  comme  nous  l'avons  supposé.  Mais  il  n'est  pas 
évident  qu'il  en  soit  de  même  lorsque  a  est  nulle,  c'est- 
à-dire  lorsque  cf=  -j   t  ayant  une  valeur  finie;  dans  ce 

cas,  les  formules  (7  )  ne  subsistent  que  sip  est  inférieur  à 
l'unité.  Pour  le  prouver,  il  nous  suffira  de  considérer  la 
deuxième  des  intégrales(7)  ;  ce  que  nous  allons  dire  s'ap- 
plique à  la  première,  avec  les  changements  convenables. 
La  quantité  t  étant  supposée  positive,  soit 


(—1  ]'««„,--  /  xP-^e-^'^smtxdx, 

J  m  T. 
t 

ou,  en  faisant  la  substitution  .r  =  9 


+  m-]P-^e 


— -  I  z  +  mr.) 


sin  zdz; 


il  est  évident  que  l'intégrale  contenue  dans  la  deuxième 
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formule  (y)  est  la  somme  de  la  série  convergente 


dans  laquelle  les  termes  sont  alternativement  positifs  et 
négatifs,  et  décroissent  indéfiniment  quand  on  a  «  ^  o. 
Mais,  lorsque  a  est  nul,  u„i  se  réduit  à  l'expression 


u™=^/"(- 


•h  rmv]f-^smzdz 


qui  ne  devient  nulle  pour  m  =  oo  que  si  l'on  a  p<^i. 
Dans  cette  hypothèse,  la  série 

Uo-Ui-T-U^-Us-'r-... 

est  convergente,  et  je  dis  qu'elle  a  pour  somme  la  valeur 
que  prend,  pour  a  =  o,  la  somme  de  la  série  précédente. 
En  effet,  si  5  et  S  désignent  les  sommes  des  deux  séries, 
5«  et  Sn  les  sommes  formées  par  les  n  premiers  termes, 
j'n  et  R«  les  restes  correspondants,  on  aura 

S  —  •y  =  (  S„  —  5„  ;  -f-  :  R„  —  r„   ; 

la  différence  S^ — Sn  s'annule  avec  a  ;  d'ailleurs,  R„  et  /•„ 
tendent  l'un  et  l'autre  vers  zéro,  quand  n  augmente  in- 
définiment ;  donc  S  —  s  s'annule  pour  a  -~  o. 

D'après  cela,  les  formules  (7)  donneront,  pour  a  =  o 


ou  Cj'C^ 


(8) 


£ 


r    /7I  777r 

.r/'~' costxdx  = •  ces  ; 

tP  2 

T'p\      .       pTZ 

xf—^  smixax  = sin  — j 

IP  1 


pourvu  que  p  soit  compris  entre  o  et  i , 
Si  l'on  remplace  r(p)  par  sa  valeur 


r  ^1  —  />  ]  su\p  K 

S.  —  Cale,  in  t.  i3 
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dans  la  dernière  formule,  il  viendra 


X 


xP~^  sin  txdx  = 


5 
12.tPr[ï—p]C0s' 


,)  ^^^/'^ 


2 

l'intégrale  reste  finie  pour  p  z=  o,  et  l'on  a 
(9)  j       -^dx=-, 

comme  nous  l'avons  déjà  trouvé  au  n°  494. 

531.  Les  formules  précédentes  permettent  de  déter- 
miner un  grand  nombre  d'intégrales  définies  ;  nous  allons 
présenter  quelques  exemples. 

Remarquons  d'abord  que  les  équations  (8y  ne  sup- 
posent aucunement  la  formule  d'Euler  d'où  nous  avons 
tiré  la  deuxième  propriété  des  intégrales  eulériennes,  et  il 
est  très-facile,  au  contraire,  d'en  déduire  cette  formule. 
Effectivement,  multiplions  la  première  des  équations  (  8  ) 

dt  .     ,  .       ,  ,  ,,. 

par :  j  et  intesrrons  ensuite  de  t  =  o  a  «  =  oc  ;  1  in- 

^      I  -:- 1'^  ° 

tégration  pourra  être  exécutée  sous  le  signe  /  ■>  dans  le 
premier  membre,  et  l'on  aura 

mais,commea:estpositil,  1  intégrale  /      ^afestegale 

à  -^  e~^  (n°  496)  ;  le  premier  membre  de  la  formule  pré- 
cédente se  réduit  donc  à  -T{p),  et  l'on  a 


P' 

cos  — 
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posant  t=x  -  et  mettant  2/7  —  i  au  lieu  de  p,  il  vient 

10  I  =  -: -, 

ce  qui  est  la  formule  démontrée  au  n°  489.  Notre  ana- 
lyse suppose  ici  que  p  est  compris  entre  o  et  -5  mais  la 

formule  précédente  subsiste  pour  les  valeurs  de  p  com- 
prises entre  o  et  i,  car  l'intégrale  du  premier  membre 

reste  la  même  quand  on  change  x  en  -  et  /;  en  i  — p. 

532.   Soit  (j  un  nombre  compris  entre  o  et  i,  et  sup- 
posons/^^ r/.  Multiplions  chacune  des  équations  (7)  par 

fJ-^dt  =z  a''  tang'/—  y  ■ ^  > 


et  intégrons  ensuite  de  t=  o  à  ï  =  -l-  ce    ou  de  ç  =  o 
à   0=-;    dans    les    premiers    membres,    l'intégration 

pourra  être  exécutée  sous  le  signe  /et  l'on 


aura 


I      x'/'-'c-'^'^      /      t'i-'^ cos t X dt  \dx=-~-  \    cosP-"'~^os\n'J-^^co<.pfd-f, 

l     x'~^c~''       i     t'f-^s'mtxdt  \dx=:  —~  j    cos/'-'^-'^sin^-'ysin/j'j/^y. 

D'après  les  formules  (8),  les  intégrales  relatives  à  t 
qui  figurent  dans  les  premiers  membres  des  précédentes 
équations  ont  respectivement  pour  valeurs 

r{(/)         rjT        Tiff)    .     qn 

-  '  ^      ces  -^—5      • — —  sin  --Î 

x'i  2.  x'i  2 
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CCS  premiers  membres  sont  donc 


r  (  <7  )  ces  ^  I     xP-''-''  e-'^-^djc, 
T[p~q)T[q)cos1^  T [p  —  q)T  [q]  s'm^ 


OU 


aP-1  «/"-ï 

on  a  donc 


/      CO%P~'i—^(fSm'''^  Cf  COSpfdf 


/    \     1    "  ^" 


^(^-'^'^'^cos^, 


£ 


cysA'-7-i r,  sin-^-i  r,  sinpodo  =  -(/^ lllJd}  sin  ^ 


Si    l'on   suppose    f/ =  p  —  i,   on    aura  T  (;^ — q)  =  i, 

0}=  — —  1  et,  par  suite, 
'       p  —  I         •  '  ' 


p  —  i  ' 

'  T. 

I         .     /7Tr 


(l.) 


JsinP-^ocospodf  =  — '—  sin  -— ? 
P  —  i  » 


sia^^~*9  sinpq)do  = —  cos  - —  : 

^  p  —  i  2 


dans  ces  formules  (12),  le  nouibre  f>  est  supposé >  t. 

Dans  les  formules  (i  i),  g  doit  èlre<^i;  mais,  comme 
les  membres  de  chacune  d'elles  sont  des  fonctions  conti- 
nues de  y  toujours  égales  entre  elles,  l'égalité  aura  lieu 
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encore  pour  (7  =  1;  on  a  ainsi 


£ 


COS''~-  y  COSp  y  i/y  =  O, 

f     /     cos''~^9  sinpcpdo  z= 


Ces  formules  supposent  encore  p^  i;  il  faut  remarquer 
qu'on  peut  en  tirer  les  formules  (12)  par  le  changement 

de  ^  en  -  —  ç,  et  inversement. 

Si  l'on  remplace  F  ((7)  par  -. , r  dans  la  se- 

^  V  /  /  r       smg^7rr(i  —  q) 

conde  équation  (i  i),  et  que  l'on  fasse  ensuite  ^  =  o,  il 

viendra 

(i4)  /     cosP-*  o  ^^^^  Jy  =  -  : 

^      '  J  '    smy  2 

dans  cette  formule,/?  doit  être  positif;  mais  l'intégrale  a 
une  valeur  constante  indépendante  de  p. 

633.  D'après  ce  qu'on  a  vu  au  n°  529,  on  peut  écrire 

et,  en  multipliant  par  la  fonction  — ^^  ?  où  a  est 

supposé  positif. 


e" 


ax^'-i  j  /»«  -«-lg_3e(a+s1xv/-1^2 


"r      r^«)j^ 


(l  +  .rV-lj'' 


Multiplions  encore  de  part  et  d'autre  \)diV  xP~^  dx  et  in-    . 
tcgrons  de  ^  =  o  à  a:  =  co  ;  l'intégration  pourra  être 


It)» 
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exécutée  sous  le  signe  /  dans  le  second  membre,  et  l'on 
aura 


On  a  aussi 

I 


~  f    y"-^e-y'^^-^-^V~^)djr, 


et,  en  multipliant  par  x/'~' e'f+^^-^v'-<  ^x, 


j./;-l^,(«+;)ar^^.p  ^/ 


intégrant  de  a:  =  o  à  x  =  co  ,  il  vient 

T^ .  •  G  -+-  H  v/  —  I  ,         ,  ,       ,  , 

Dcsiernons  par ; — ; la  valeur  de  chaque  membre 

^  i  r[«)  ^ 

de  la  formule  '  i6),  la  formule  (i5)  deviendra 

égalant  entre  elles  les  parties  aflectées  du  facteur  y  —  i, 
cl  faisant  ensuite  p  =  o,  on  aura 


'e--r!z. 


/s'innx 

La  valeur  de  11  est  donnée  par  la  formule  (i6j.    On  a, 
pour  le  cas  de  /' =  o, 

•-  o      L  ^  o  J 
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1     r                                  1           C  s'mla  -hz  —  y]j^   ] 
or  le  lacteur  entre  crochets   1     — ^ —  cix  est 

égal  à  -{-  -  ou  à  —  -  [n"  493),  selon  que  y  est  infé- 
rieur ou  supérieur  à.  a-h  z;  donc  on  a 

H=-      /       *'j«-ie-:>V/j  —   /       J^-^e-y^/jU 

et,  en  différentiant  par  rappoit  à  «, 

'^H  ,  ,     ,      .       , 

da 

En  différentiant  aussi  l'équation  (ly)  par  rapport  à  a, 
on  a 

, -~dx=  -, z"-^e---dz, 

etl'on  obtient  enfînla  formule  suivante,  que  nous  voulions 
établir  : 

f     cosaj:rt,r  77         /  .  ,  ,      .      ,     „  , 

où  /z  désigne  un  nombre  positif  quelconque.  Lorsque  n 
est  un  entier,  on  a 

i  =  n  — 1 

r''  cos a xd.r ■KC-"'      "^    T  [in  —  l  —  /) 

^'9^  J^    \i-\-x'']"''~  ■i^"-^t:ji]2j  r[/+i)r(«  — /]  ^'^^'  ' 


j  =  0 


Pour  n  =  I,  on  retrouve  la  formule 


X 


I  -I-  X*  2 


déjà  obtenue  au  n°  496  .  Pour  /z  =  2,  on  a 


/■ 


cosaxdx       TT  , 


14-^-/       4 
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534.  La  formule  (i8)  va  nous  conduire  à  d'autres  in- 
tégrales définies  qui  ont  quelque  importance. 
Reprenons  la  première  formule  [j],  savoir 


i: 


jc''-^  e  -"■'^  cos^JT  da:  =  — - — -  cos^  y  cos/?çi, 


oîi  l'on  a 

t  =z  a  tarij^  y  ; 

multiplions-la  par 

dt  adf 

[i^e-)n  —  cosXi  -T-  a^  tang-fp»' 

et  intégrons  ensuite  det=:oat  =  oo  oudecfi  =  oa(})=-; 

en  effectuant  l'intégration  sous  le  signe  1  ,   dans  le  pre- 
mier membre,  on  aura 


..=o  p   f""  costxdf}        ,  rlp]   /*^cosP-2( 


ç)  cospfdrf 


HannH)'' 


Mais,  d'après  la  formule  (i8),  l'intégrale  relative  àf  qui 
figure  en  facteur  sous  le  signe  / ,  dans  le  premier  membre, 
a  pour  valeur 

ou  en  mettant  xj  au  lieu  de  z,  xdy  au  lieu  de  dz. 

Si  donc  on  mulli|)lie  par  xP~*  c~"-^djc,  et  qu'on  intègre 
de  o  à  00  ,  on  obtiendra  un  résullat  dont  la  valeur  sera 
celle  de  l'intégrale  contenue  dans  le  premier  membre  de 
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la  formule  (20);  on  a,  par  conséquent, 
T  [p]    f  ^cosP~^fCOspffff 


Ml  •) 


dans  le  premier  membre,  l'intégrale  relative  à  x  a  pour 
valeur 

r  2/z  -f-/j  —  i) 

(a  -H  I  -i-  aj-)^"-^^-*' 
donc 

Lorsque  a  =1,   l'intégrale  qui   figure  dans  le   second 
membre  se  réduit  à 


on  a  donc 

ou,  en  faisant  p  -r-  ^n  —  2  =  ^, 

Cette  formule  (22)  a  été  démontrée  pour  la  première  fois 
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par  Gauchy.  Dans  le  cas  de  q  =  p,  elle  se  réduit  à  une 
formule  obtenue  par  Poisson,  savoir  ; 


>.3)  /       COSPfCOSpfdf=~^^< 


Si  l'on  fait  n  =  i  dans  la  formule  (21),  l'intégrale  du 
second  membre  se  réduit  à 


X' 


djr 


on  a  donc 


>4) 


f 


cosP  (f  cosp  r^  df         TT      aP~^ 
cos'-'y  +  <7'''siii"^(p        2  [a-\-ijP 


ce  qui  se  réduit  à  la  formule  (28),  quand  on  suppose 
rt  =  I. 

Sur   l'évaluation   approchée  du  produit  1 . 2 . 3 . .  .x, 
quand  x  est  un  grand  nombre. 

535.  Le  logarithme  du  produit  des  x  premiers  nom- 
bres entiers  peut  être  exprimé  par  une  série  qui  procède 
suivant  les  puissances  entières  et  négatives  de  x.  Cette 
série  célèbre  est  celle  de  Stirling,  et  elle  a  fait  l'objet  des 
recherches  d'un  grand  nombre  de  géomètres,  parmi  les- 
quels je  dois  spécialement  mentionner  Cauchy,  Binet, 
M.  Malmsten  et  M.  Liouville.  Mais,  parmi  les  démons- 
trations diverses  qu'on  possède  de  cette  formule,  je  ne 
crois  pas  qu'il  y  en  ait  de  plus  simple  que  celle  que  j'ai 
présentée,  il  y  a  quelques  années,  à  l'Académie  des 
Sciences,  et  que  j'ai  reproduite  en  partie  dans  la  qua- 
trième édition  de  mon  Cours  d' ytigcbre  supérieure.  J'ai 
montré  que  la  foi'mule  connue  de  Wallis  suffit  pour  éla- 
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blir  complètement  celle  de  Stirling,  et  la  déduction  est 
si  facile,  que  la  deuxième  formule  peut  en  quelque  sorte 
être  regardée  comme  une  transformée  de  la  première. 
Ces  développements  se  rattachent  essentiellement  à  la 
théorie  des  intégrales  eulériennes,  et  je  crois  utile  de  les 
présenter  ici. 

536.  La  formule  de  Wallis  est  (n"  492) 

K  2244  2.r  22. r  —  2  Q..C  , 

2        I     6     à    0        IX — 2    2.r  —   1    IX — I     ^ 
et  elle  prend  la  forme  très-simple 

[y(2.r)]- 
ou,  en  extrayant  la  racine  carrée, 

{ 1  ■    ,       \    =  l       I  pour  j:  =  co 

y(2x) 

si  l'on  désigne  par  ç(x)  soit  l'expression 
1 . 2 . 3 . . .  j^ 

soit  le  produit  de  cette  même  expression  par  une  expo- 
nentielle de  la  forme  a^,  a  étant  une  constante  quel- 
conque. La  formule  (i)  aura  donc  lieu  si,  désignant  par  e 
la  base  des  logarithmes  népériens,  on  pose 

.     .  ■  .     ,  1 . 2 . 3 .  .  .  .r 

On  tire  de  la  formule  (  2  ) 

(3)  ^("^     =l(i  +  lV'"^^.-^-Ki)'°^M) 
ou 

(4)  K.^  =  -.^(.-l)...(.-:-'), 
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la  caractéristique  iog  exprimant  des  logarithmes  népé- 
riens. Or  on  a,  x  étant  ^  i , 

xj        X        "Xx^    '    3x^       °'      '         nx"'        '  •••> 
d'où 

I 

2 


I 


I2x'^         llx^  '    in[n-hij      x" 


donc 

,5.1    ''yl-^  +  O 


-}-.... 


1 1 X-        12  a:'*        ^ox'*  '    2  «  (  «  -i- 1  ) 

Dans  cette  série,  les  termes  sont  alternativement  positifs 
et  négatifs;  en  outre,  la  valeur  absolue  du  rapport  du 
terme  de  rang  n  au  précédent  est 


n-  -i-  n  —  2  X 


I 


ce  rapport  est  égal  à  -  pour  /i  =  2,  mais  il  est  inférieur 

à  -  pour  toutes  les  valeurs  de  n  supérieures  à  2;  donc, 

lors  même  que  x  se  réduirait  à  i ,  les  valeurs  absolues  des 
termes  de  la  série  (5)  décroissent  à  partir  du  deuxième 
terme.  11  résulte  évidemment  de  là  que  Ton  a 


ou 


log     /\'       < 


?i^)       ^^u^*. 


(6)  J'    '       <  e 
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Mais  on  peut  assigner  une  limite  de  —^ — —  inférieure 

à  la  précédente,  et,  comme  elle  nous  sera  utile  plus  loin, 
il  convient  de  l'indiquer  ici. 

Si  l'on  multiplie  la  formule  (  5  )  par  x  -]-  i,  il  viendra 

.  ,  O'X]  I  I 

(x-4-i^log 


<l>\^X-{-lj  11. r  I20.r'* 

n  —  3  [— l)"-' 


1'  Il  —  I    n  ,n  -:-i]      x'' 


dans  cette  série,  le  terme  en  —  manque;  les  autres  termes 


sont  alternativement  positifs  et  négatifs,  et  le  rapport  du 
terme  en  —  au  terme  en a  pour  valeur  absolue 


in  —  1  ^  i'  /z  —  2 1 


(«  — Ij(« —  2)-|-2^« — 4j   ^ 


ce  rapport  est  égal  à  -  pour  zz  =  4>  mais  il  est  inférieur 

à  -  pour  7z  ^  4-  Donc  les  termes  diminuent  à  partir  du 
deuxième,  lors  même  que  x  serait  égal  à  i,  et  l'on  a 

ou 

(7)  Iogrfe>< 


O    JT  H-I)  12^    X  ^\ 

La  formule  (6)  montre  que  l'on  a 


(8) 


y;x-M^ 


00  étant  un  nombre  positif  inférieure  —  :  on  aura  aussi, 
en  changeant  j:  en  x  -1-  i,  a:  4-  2,  ...,  -xx  —  i,  et  en  dé- 
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signant  par  0,,  02?  •••,  0x_t  des  nombres  compris  entre 


t 
o  et  — ) 

12 


+  ^)^-^?7TT)i_ 


(9) 


yf-rH-2) 
y(x-T-  3) 

o    2jr  ) 


::=t'l2-i-  — 1)'. 


Multiplions  entre  elles  les  égalités  (8)  et  (9);  comme  la 
somme  des  x  fractions 


est  moindre  que  —  •— r  x;x  ou  que  - — 5  on  aura 
'       12.  jc-  ^       iix 


(10) r  =e  , 

-,  ,  .  I 

0  étant  un  nombre  compris  entre  o  et  —  :  et  par  suite 
^  12         ' 

,      >  pi-r]  .  , 

=  1      (pourj:  =  co). 


y,2jrj 

Si  maintenant  on  divise  la  formule  (  i )  par  la  formule  (i  i), 
il  viendra 

(12)  ç)(x)  =  i      (pour  JT  =  co  ), 
c'est-à-dire,  à  cause  delà  formule  (2), 

(13)  I  .2.3.  .  .x=  y'2-e"'^u:-*^'*"2(i  -1-  Ej,), 

Zjc  désignant  une  quantité  positive  qui  s'annule  pour 
X:^  00  ,  et  dont  nous  allons  faire  connaître  une  limite 
supérieure. 
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537.   On  a 

(l4  rfor-ï- 1)  =  I  .2.3.  .  .:r, 

et  je  dis  qu'on  peut  obtenir,  par  ee  qui  précède,  une 
expression  exacte  de  la  fonction  r(a:-t-i),  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  une  expression  du  logarithme  népé- 
rien logF^x  H-i)  lorsque  x  est  entier.  On  a  d'abord,  par 
la  formule  (2), 

(  i5)  logr(j:-j-  1    =;  -  log27T  —  j;  -i-  (  j-  H )  logo:  H-  logo(^), 

et  l'on  a  ensuite  identiquement 

logy  ^Xi  =  log     /■     ^    ,  +  log  ^- :  +.., 

'f{x -h  m\  , 

-\-  log  — r  -i-  log'J    X  -t-  W  H-  I   ; 

^  y  '^x  -I-  m  -r-  Il  ; 

mais,  si  l'entierm  croît  indéfiniment,  (^  (a: -t-/w-j-i)  tend 
vers  l'unité,  d'après  la  formule  (12),  et  son  logarithme 
tend  vers  zéro  ;  on  a  donc 

i6j  log?  x  =   \   log -7^^^ , 

m  —0 

OU,  d'après  la  formule    4)? 

772  =  00 

(i7)logç>(x)  =  ^[(x+m-f-ljlog(i  +  -L_^)_,], 

7?!  =  0 

et  l'on  aura  en  conséquence 

'^r  [x-i-l)=  -  log  2  77  X  -\-  \  X  -\ )  h^^x 


772  =:œ 


171=0 
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Cette  formule  (i8),  qui  a  été  rencontrée  par  Guder- 
mann,  se  déduit  bien  facilement,  comme  on  le  voit,  de 
la  simple  formule  de  Wallis. 

538.  Gomme  la  quantité  logcj)(a:)  est  positive,  la  for- 
mule (i5)  nous  donne  d'abord 

(19)        Iogr(j:  -f-  i)>>  -  log27r  —  xH-  ix-\ I  logx. 

Ensuite  nous  aurons,  parla  formule  (x6),  à  cause  de 
l'inégalité  [y], 


lof 


^^)<St 


2(:r-f-m)(x-f-m-|-i)' 

rn  =  0 


or  la  fraction  -, ^ ,  se  décompose  en 

Lr  H- m   Lr -I- m  H- 1  ^ 


I  I 


X  -\-  m        X  -{-  m 
donc  on  peut  écrire 


log?(-i<('--"-)^-(-^ '-) 

°  '  ^       '  \X  X  -\r  l  j  \x  -^    \  X  -i~  Il 


I  I 

X  -t-  2  X  -i-  3 


La  série  contenue  dans  le  second  meml.^re  de  cette  for- 

1  11) 

mule  a  pour  somme  -j  et  i  on  a  en  conséquence 


Iogf(j:)< 

°  '  ^    '         1 2 .1" 


puis 


(20)  logr(^-M)<  ilogSTr— x-f  (xH-  ^j  log.r-t-  -^• 
Les  formules  (19)  et  (20}  nous  donnent  les  deux  limites 
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que  nous  voulions  trouver.  En  revenant  des  logarithmes 
aux  nombres,  on  obtient 

Extension  des  formules  précédentes  au  cas  où  x  n'est 
pas  uji  nombre  entier  positif. 

539.  L'analyse  précédente  suppose  que  x  est  un  entier 
positif;  maislesecondmembre  del'équation  (  1 8)  du  n°o37 
est  une  fonction  dans  laquelle  x  est  susceptible  de  rece- 
voir une  valeur  quelconque  ;  en  exceptant  le  cas  où  x  est 
un  entier  négatif,  la  série  qui  figure  dans  la  formule  citée 
esttoujoursconvergente,  car  ses  termes,  ainsi  qu'il  est  aisé 

de  s'en  assurer,  décroissent  comme  ceux  de  la  série  \  —  • 

Gela  posé,  je  dis  que  la  formule  dont  il  s'agit  subsiste, 
quel  que  soit  x,  en  se  conformant  à  la  définition  générale 
que  nous  avons  donnée  de  la  fonction  V.  Cette  définition 
est  exprimée  par  la  formule  (  8)  du  n°  521 ,  qui  donne,  en 

remplaçant  x  par  x  -;-  i  et  en  écrivant,  sous  le  signe  \  1 
m-\-  i  au  lieu  de  m, 

logr(.,  +  ,)  =  ^[xlog(,-i--i-.]-log(,+  --^)]. 

m  =  0 

Pour  prouver  l'identité  des  valeurs  de  logr(x-f-i), 
données  parla  précédente  équation  et  par  la  formule  (18) 
du  n°  537,  il  suffit  de  les  diiférentier  deux  fois;  on  tire 
de  l'une  et  de  l'autre 


d^\o^T[x 


dx^  z_j  (  a:  -f-  /«  -1-  I  ;•*  ' 


S.  —  Cale.  iiit.  14 
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les  seconds  membres  des  deux  formules  ont  donc  leurs 
secondes  dérivées  égales  ;  en  conséquence,  ils  ne  peuvent 
différer  que  par  une  fonction  linéaire  de  x  ;  mais,  comme 
ils  sont  égaux  par  les  valeurs  entières  et  positives  de  x, 
il  s'ensuit  que  leur  différence  se  réduit  nécessairement  à 
zéro. 

Formule  de  Slirling. 

540.  Il  est  facile  d'exprimer  la  fonction  logc^-'x^  par 
une  intégrale  définie.  On  trouve,  en  différentiant  deux 
fois  de  suite  la  formule  (17)  du  n°  537, 

771=00  _ 

''logjpw  =  _L  +  y  [log  f  ,H.  _i„\  _  _!_], 

ix  Q.X        Zmà  [_        \         x-r-nij        x-\-m_\ 


dx 

7n  =  0 

(P-\o%'^[x) I         _J ,_ 


771  =  00 


V—i 

dx^  X        IX-        ^  (.r-|-/w;* 

771=0 

Or  on  a,  pour  toute  valeur  positive  de  z, 

-  ■=   \      e-'^-d'x,        -;  =   /      e-'^-OLd-x\ 
si  donc  la  variable  x  reste  positive,  on  aura 


e-""^u.<l:'.; 


et,  comme  la  quantité  \    e-""  est  égale  à     _  ^_,  ^  on  a 

77J  =  0 

rf.r«  j^  Xx  —  e-*        2  ) 

intégrant  deux  fois  et  observant  que  les  fonctions  log(j)(x) 
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dlogo^x]     ,  ,  ... 

et -r s  annulent  pour  x  =  co  ,  il  vient 

il]  \o":(p'x]=i  -( ^ L_L\er^^cioi, 

En  portant  cette  valeur  de  logç  (x)  dans  l'équation  (  1 5) 
du  n°  537,  on  aurait  une  expression  de  logr(x  +  i) 
qui  a  été  donnée  par  Cauchy, 

541 .  De  là  on  peut  tirer  la  formule  de  Stirling,  mais 
il  est  nécessaire  pour  cet  objet  de  transformer  la  for- 
mule (i);  l'équation 

rH-  x)r(i  —  x)=  -. 


donne 

logrfH-  x)  -+-  logr(l  —  x)  =  \ogT:x  —  logsinTrx, 

et,  en  différentiant, 
dlogr.i-^-  x)        <ilogr(i  —  x)        I  costtj: 


\  dx  dx  X  ûm:x 

l        J        1  j  g-X  \f—  1  _j_   g—liOC  \f^ 

I  = TT  J I  p= :^ 

\^  X  g-X  <J-1  g-iî-c  *'— 1 

d'ailleurs  on  a,  par  la  formule  (i8)  du  n°  537, 
d\osT'i-h  x] 


c  +  (. Î-W  (I  -  _!_V'-..., 

\         i  -h  xj        \2        n-h  xj 


dx 
et ,  en  changeant  x  en  —  x, 

d\^.T'i-x)^_^(^ r__\U 


dx  \  I  — x)       \i 

Si   donc  on  porte  ces  valeurs  dans  l'équation  (2),  on 
aura 

IX  2.x  ix  I  eitar^-l  _j_g-ita:yPÎ 

+  ri — li  +ôi — -i  +•••=--  ^v-i  — = r-=. 


I X^  2" X^  3^ X^  X  gr.X\]-\  g-r.x^-l 
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Cette  formule  n'est  autre  chose  que  celle  qui  donne  la 
valeur  de  cotTrx  en  une  série  indéfinie  de  fractions  sim- 
ples, et  que  nous  avons  démontrée  au  n°  491  ;  nous  au- 
rions donc  pu  la  prendre  ici  pour  point  de  départ;  mais, 
outre  qu'elle  est  établie  par  ce  qui  précède  pour  toutes 
les  valeurs  réelles  et  imaginaires  de  x,  il  n'était  pas  sans 
intérêt  de  la  rattacher  aux  formules  que  nous  avons 
données  dans  notre  théorie  des  fonctions  T. 


aV 


Si  l'on  pose  x  =  >  la  formule  précédente  de- 
viendra 

m  — 1 

et  l'on  aura,  par  la  division. 


=  0, 


Qm  désignant,  pour  abréger,  la  quantité  y — ,   ^  ,     ^dont 

la  valeur  est  comprise  entre  o  et  i .  Donnons  à  m  les  va- 
leurs I,  2,  3,  ...  jusqu'à  l'infini,  ajoutons  ensuite  tous 
les  résultats,  et  remarquons  que,  si  l'on  pose 

m  —  l 


_2m7r)««+* 


0  sera  nécessairement  compris  entre  o  et  i  ;  on  aura,  à 
cause  de  la  formule  (3), 

aVl— e-*         «         2y  ^  (2m7r)*  ^(2/n7r)* 

m  =  1  m  =  1 

dz  2a2«-2y '-—  =p20a"*y  ■ ~ 


i-»-»-!' 
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et,  si  l'on  fait 

(A) ^ ' A+_L  +  JL  +  _I-+...V 

il  viendra 


(5] 


K  \  I  —  e"""         a         2 


1.2        1.2.3.4 

I  .2  ...    2/2  +  2 


0  étant,  nous  le  répétons,  une  quantité  comprise  entre  o 
et  I. 

Ce  résultat  remarquable  est  dû  à  Cauchy  ;  la  fonction 
de  a,  qui  constitue  le  premier  membre  de  la  formule  (5), 
ne  devient  infinie  que  pour  les  valeurs  de  a  comprises 
dans  la  formule  a  =  2.  A'tt  y' —  i ,  A"  étant  un  entier  positif 
ou  négatif,  mais  différent  de  zéro  ;  il  en  résulte  que  cette 
fonction  est  développable  en  série  convergente,  par  la 
formule  de  Maclaurin,  pour  toutes  les  valeurs  réelles  ou 
imaginaires  de  ce  dont  le  module  est  inférieur  à  271,  en 
sorte  que  l'on  a,  dans  celte  hypothèse, 


(6) 


(1(_J 1_M 

y  V.  \ï —  e~"         a         2/ 


Bi  B, 


1.2.3.4 


la  formule  (5)  subsiste  pour  toutes  les  réelles  de  a,  et 
elle  fait  connaître  l'expression  du  reste  de  la  série  (6), 
lorsque  Ton  s'arrête  au  terme  du  rang  n. 

542.  Les  coefficients  B,,  Bo,  B3,  ...,  qui  figurent  dans 
les  formules  (5)  et  (6),  sont  connus  sous  le  nom  dewom- 
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bres  deBernoulli;  l'équation  (4)  fait  connaître  l'expres- 
sion générale  du  rï"^^^  nombre  de  BernouUi,  mais  cette 
expression  contient  la  transcendante  u  et  en  outre  la 
somme  d'une  série  indéfinie.  Il  est  facile  de  calculer 
successivement  les  nombres  B  qui  sont  tous  rationnels  ; 
à  cet  effet,  considérons  l'équation  (6),  où  nous  suppose- 
rons a<^2  7r  pour  la  convergence  de  la  série;  si  l'on  rem- 


place   —  par  la  valeur  égale  — 


i-\-  e« 


il  viendra 


I 

I  +  -  fe'  -h  e—^ 
2  ^ 

I 
a2_i_ 

1 

1.2          1.2.3 

•4     ■ 

..  +  1 


B„ 


'  I.2...2/Z 


ou 


2a         I_  1.2  1.2.3.4  I.2...2/? 

remplaçant  les  exponentielles  par  leurs  valeurs  en  séries, 


on  a 


1/  a^ 

-    2H 

2\  I  .2 


a 


2ra 


-     i-K 


1.2.3 


I  .  2  ...  2  « 


I  .2. 


\  1 .2  '  I 


les  deux  facteurs  du  second  membre  sont  des  séries  con- 
vergentes, et  la  deuxième  ne  cesse  pas  d'être  conver- 
gente quand  on  réduit  ses  termes  à  leur  valeur  absolue, 
car  la  série  (6)  reste  convergente  quand  on  remplace  a 
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2l5 


para  y  —  i,  puisque  la  seule  condition  de  convergence 
est  que  le  module  de  a  soit  inférieur  à  27t;  il  s'ensuit 
que,  si  l'on  effectue  le  produit  des  deux  séries  qui  figurent 
dans  le  second  membre  de  l'équation  précédente,  et 
qu'on  ordonne  le  produitpar  rapport  aux  puissances  de  a, 
on  reproduira  identiquement  la  série  contenue  dans  le 
premier  membre.  En  procédant  ainsi  et  en  égalant  de 
part  et  d'autre  les  coefficients  de  a-",  on  trouve 


I                    I         I 

I                B, 

I.2...(2rtH-l)           2   1.2...2/Z           1.2.  . 

.  (2  «  —  I  )  1.2 

I                           B2 

(-1)^-^ 

1.2.  ..(2/Z  —  3)   1.2.3.4               '         I-2- 

.  .[in  —  2/x  -l-l) 

,    (-!]«->         B„ 

lit. 


équation  qui  déterminera  B^  si  l'on  connaît  B),  Bo,  ..., 
B„_,  ;  en  y  faisant  successivement  «  =  i,  2,  3,  . . .,  on 
obtient 

I        I       ^ 
3---.B,  =  o, 

^_iH-|B.-B,=.o, 

I       I       6^       6.5.4^       ^  _ 

; Bi ^—.  B2  -:-  B3  .  G, 

722  2.3.4 


I       I       8„       8.7.6  8.7.6.5.4 

922  2.3.4  2. 3. 4-5. 0 


d'où  l'on  tire 


^^  =  B'       ^^=3^       ^^=4V       ^*-3o' 

i>5  —  -7777     i>6 — — ■r">     ^1 — ïZ' 
bb  2730  0 
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La  suite  des  nombres  de  Bernoulli  est,  comme  on  le  voit, 
d'abord  décroissante,  mais,  à  partir  de  B3,  elle  devient 
indéfiniment  croissante. 

543.  Revenons  maintenant  à  la  formule  (i),  qui  donne 
l'expression  de  logç  (x).  Cette  formule  se  réduit,  en  fai- 
sant usage  de  l'équation  (5),  à 

(7)/  H-(  — i)«-i ^''-—    f   e-''''oc^"-^doc 

[  -]-(— i)" "^ r    /     Qe-^u^^dx, 

Or  on  a 


r 


r  u^       1 .2.3. . . f«  —  i^ 

e-'-^ai^-i^/a  =  — ^  = ^ '- 


pour  toute    valeur  de  l'entier  \}.\   en  outre,   comme  la 
quantité    0    resle    comprise    entre   o  et    i  ,   l'intégrale 

/     ©e^'^a^^f^a  estposilive  et  inférieure  à  1     e~'^a.-^dy., 


,   1 . 2 . 3 . . .  2  // 

,.2«-*-l 


c'est-à-dire  inférieure  à  — — \.."." —  ;  on  pourra  donc  la 


^   I  .2.  3.  .  .2/2  , ,    .  ^ 

représenter  par  d ^^^— ^ — ■>   en  désignant  par  d  une 


x' 


quantité  comprise  entre  o  et  i.  D'après  cela,  la  valeur 
précédente  de  log9(j:)  devient 


1'  I       ^    \        B|     I         B2     I  , 


\p.n  —  \)in  X- 
B„+,  I 


^  '  ^2«  -t-l)(2«-t-   2)    X2''+» 

et,  en  portant  cette  valeur  dans  l'équation  (i5l  du  n°537j 
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on  aura,  pour  toute  valeur  positive  de  x, 

I  1  /  I  \ ,  Bi    I         B,    1     , 


logr'.r-|-i)=  -  log2  7r  —  X  --\-{x  -\ j  logo:  H- 


\  .1  X        il .  4 


(  2  «  -i- 1  \  2  «  -;-  2 j  ^"-""''^ 


la  quantité  0  qui  multiplie  le  dernier  terme  étant,  nous 
devons  le  répéter,  toujours  comprise  entre  o  et  i. 

Si  l'on  prolonge  à  l'infini  la  série  du  second  membre, 
on  a  la  formule  de  Stirling,  savoir  : 

\        ,  N       ï  .  (  i\i  B,   I        Bj    I    , 

|logr(^-f-i)  =  -log2,r-.r4-(^x-^-jlog^-  — --3-^^-.-... 


Ilestfacilede  voirque  cette  série  est  divergente,  quelque 
grande  que  soit  la  valeur  attribuée  à  x;  en  effet,  la  va- 

leur  absolue  du  terme  arénéral  [ — 1)"~*  '^ —     ,„   .- 

°  ^        '  {in —i)'in  x^"^~^ 

est  égale,  d'après  la  formule  (4),  au  produit  des  deux 

quantités 

123  in  —  2  1/  I  I 

et   • — —    I  -i- 


nzX    27r.r    27707  ITZX  iTz^xX  2-"-  3^" 

I 


La  seconde  de  ces  expressions  tend  vers  la  limite 

quand  n  augmente  indéfiniment;  la  première  expres- 
sion, au  contraire,  augmente  au  delà  de  toute  limite,  car 
elle  est  un  produit  dont  les  facteurs  inférieurs  à  i  sont 
en  nombre  limité,  tandis  que  le  nombre  de  ceux  qui  sont 
supérieurs  à  i,  et  même  à  telle  quantité  que  l'on  voudra, 
peut  devenir  plus  grand  que  tout  nombre  donné.  Il  ré- 
sulte de  là  que  les  termes  de  la  série  (10)  croissent,  à 
partir  d'un  certain  rang,  au  delà  de  toute  limite,  et  en 
conséquence  cette  série  est  divei'gente. 
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544.  Mais  il  est  très-remarquable  que  la  série  de  Slir- 
ling,  malgré  sa  divergence,  fournisse  un  procédé  très- 
exact  et  très-commode  pour  calculer  logr(a:  H- i),  et 
l'approximation  que  l'on  peut  obtenir  par  cette  voie  est 
d'autant  plus  grande  que  x  est  plus  considérable.  EfTcc- 
livement,  six  est  supérieur  à  i,  les  termes  multipliés 
par  les  nombres  B  dans  la  formule  de  Stirling  vont 
d'abord  en  décroissant,  et  l'on  voit  par  la  formule  (9)  que 
l'erreur  commise  en  faisant  usage  de  la  formule  (10)  est 
toujours  moindre  en  valeur  absolue  que  le  premier  des 
termes  Jiégligés.  On  aura  donc  la  plus  grande  approxi- 
mation possible  en  s'arrêtant  au  terme  qui  précède  le 
terme  ini/iimum  et  ce  terme  minimum  lui-même  donnera 
une  limite  supérieure  de  l'erreur  que  l'on  aura  com- 
mise. Par  exemple,  si  l'on  néglige  complètement,  dans 
la  formule  (10),  les  termes  multipliés  par  les  coeffi- 
cients B,  l'erreur  commise  sera  positive  et  inférieure  à 

• ou  a  5  a  cause  de  B,  =  77 :  on  aura  donc 

\  .2  X  I2.r  b 


i 


logr(a7  -f-  i)>  -  log2  7r  —  ^  M-  U:  -!-  -)  ''M-^' 

/  logr(x  -hiX  -  log27r  —  X  -h  l.v  -{-  -  I  logo:-; 

ou,  en  revenant  des  logarithmes  aux  nombres, 


IX 


12 


—X     x+-, 


\    r(x4-l)<  v/27re    ^j:^^2ei2J:, 

comme  nous  l'avons  déjà  trouvé  au  n"  538. 

En  parlant  de  ces  formules,  on  peut  obtenir  deux  li- 
milcs  du  nombre  de  Bcrnoulli  B„,  dont  l'une  nous  scro 
utile  dans  ce  qui  va  suivre.  En  posant,  pour  abréger, 


Sa»  —  I  +     ï,j    .    .>î„ 


I  I 
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on  a,  par  la  formule  (4)> 

_  1.-2.3. ..-in  t.   _  ^2 

d'où  l'on  tire 

Bn+i  _    (^W  H-  l)(272  +  2)    S2„.^.2  B^  _    1.2.3.  ■  .2/Z  So^, 

"¥~  ~  4^^^  ^   "S;7'        B7  ~     2^-17:^"-^      S2  '^ 

mais,  comme  Sg^  décroît  quand  |:x  augmente,  on  a 

B„+i        (2/z  +  iV'2/z  +  2)        B^        1.2. 3. ..2^ 

B„      ^  47r2  '         B^    <     22«-1^2..-2    ' 

ou,  à  cause  de  Bi  =  -5 
b 

^  (2«-t-l)(27ZH-  2)  4^ 

('"^^  ^«<7^    (27.;—- 

La  formule  (i4)  donne  une  limite  supérieure  de  B^;  on 
aura  une  limite  inférieure  du  même  nombre  en  rempla- 
çant S2«  par  I  dans  son  expression  exacte  ;  il  vient  ainsi 

Si  l'on  remplace  T{2n  -+- 1)  par  sa  limite  supérieure, 
tirée  des  inégalités  (12),  dans  la  formule  (i4)>  et  par  sa 
limite  inférieure,  dans  la  formule  (i5),  on  aura 


I     (2/ZJ 


(16)  i  ^^'-^ 

B.>2^        '  ■  g-^^ 


le  rapport  de  ces  deux  limites  de  B„  est  ^  e^*'*. 
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543.  Les  formules  que  nous  venons  d'établir  ont  été 
données  par  Cauchy  ;  elles  permettent  de  déterminer 
facilement  l'approximation  avec  laquelle  on  peut  cal- 
culer logr(j:-î-i)  par  la  formule  de  Slirling. 

Désignons  par  u,i  la  valeur  absolue  du  terme  de  cette 
série  qui  dépend  du  coefficient  B/^,  on  aura 

la  seconde  de  ces  deux  formules  donne,  à  cause  de  l'iné- 
galité (i3), 

"n-f-i  ^  [o-n  —  \)in 

et  l'on  aura,  à  plus  forte  raison, 

<  -r—i      et      - —  <      - 

«,»  T^-x  «„  \6.r 

Donc  Unjui  sera  inférieur  à  m„  tant  qu'on  aura  7Z<^3ar 
ou  /i  =  3x.  Ainsi,  quand  x  est  plus  grand  que  i ,  la  série 
de  Stirling  est  décroissante  dans  les  premiers  termes, 
et,  si  X  est  un  nombre  entier,  ce  décroissement  aura  cer- 
tainement lieu  jusqu'au  terme  de  rang  ?>x,  lequel  sera 
lui-même  plus  petit  que  le  terme  suivant. 

Cela  posé,  désignons  par  e^  la  valeur  absolue  de  l'er- 
reur commise  en  s'arrêtant,  dans  la  série  de  Stirling,  au 
terme  multiplié  par  B,2  ;  on  aura,  comme  on  l'a  vu, 


{in  -h  i)[in  +  7.)  .r*"^» 
et,  à  plus  forte  raison,  à  cause  de  l'inégalité  {i3), 
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et  enfin,  à  cause  de  la  première  des  inégalités  (i6), 

limite  qu'il  est  facile  de  calculer  par  logarithmes. 

Nous  avons  vu  que,  sixest  entier,le  décroissement  des 
termes  de  la  série  a  toujours  lieu,  jusqu'à  ce  que  Ji  soit 
égal  à  3^5  si  l'on  fait  n=^  Zx,  la  formule  (17  )  devient 

et,  parce  que  x  est  au  moins  égal  à  i ,  on  aura,  à  plus  forte 
raison. 


mais  on  a 


2     \77 


I  1 

(-j      ^''^0,393409.. 


donc 


e3x<  0,393409...  (h     [^-\ 


ou,    en   prenant   les   logarithmes    vulgaires    des    deux 
membres, 

(18)    log£3;c  <i,594844-T- -log- +(3,  3942331  )j;. 

Pour  X  =  I ,  on  a  déjà 

logs3<4, 9890775, 

^     ï 

et  par  conséquent  £3  <' :  pour  x  =  lo,  on  a 

^  ^  1000    ^ 

log £30 <  27,047175, 

et  l'on  voit  que,  dans  cet  exemple  de  a:  =  10,  on  peut 
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pousser  le  calcul  de  logr(a:  -h  i)  jusqu'à  la  vingt-sixième 
décimale,  en  s'arrêtant  au  terme  multiplié  par  B30. 

La  formule  (17)  montre,  comme  nous  l'avions  an- 
noncé, que  la  formule  de  Stirling  permet  de  calculer 
généralement  logr(a:  +  1)  avec  une  approximation  qui 
sera  d'autant  plus  grande  que  x  sera  plus  considérable. 

546.  On  obtient  des  formules  utiles  en  différentiant 
une  ou  plusieurs  fois  la  formule  de  Stirling  ;  mais,  comme 
cette  dernière  renferme  une  série  divergente,  il  en  sera 
de  même  de  celles  que  nous  avons  en  vue.  Cependant 
celles-ci  peuvent  servir,  comme  la  formule  de  Stirling, 
pour  le  calcul  numérique;  c'est  ce  que  nous  allons  éta- 
blir. A  cet  effet,  remarquons  que  la  quantité  0,   qui 

figure  sous  le  signe   |  dans  le  dernier  terme  du  second 

membre  de  la  formule  (7),  est  indépendante  de  x;  on 
aura  donc,  en  différentiant  ^  fois  cette  équation, 

.    ^i*lo^o(.rj  B,      C 

'  il.rv-  i.ij 

•-' o 


I  .2.3 

E 


«4-1 


puis,  en  procédant  comme  nous  l'avons  fait,  pour  dé- 
duire la  formule  (8)  de  (7),  on  trouvera 

(  /_,N,^'^»g?(-^)-T>  r(f^4-i)    I  £lii±3)_L. 

l  ^     ^'        dx^      ~^    T[3)     x^-^'       '     r^5)     x-^^' 


I  "-'B 
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6  désignant  comme  0  une  quantité  comprise  entre  o  et  i . 
Quand  x  est  suffisamment  grand,  les  termes  du  second 
membre  vont  d'abord  en  décroissant ,  comme  dans  la 
série  de  Stirling,  et  l'erreur  commise  quand  on  s'arrête  à 
un  terme  quelconque  est  moindre  que  le  terme  suivant  et 
de  même  signe  que  ce  terme  ;  dans  le  cas  particulier  de 
p  :r=  i ,  on  a 

dx 


B,    I         B,   i 

1   x^    '     /^  x* 

'  * 

(         ^yn-^lQ      ^"^1            ï 

^       *  '        '  in-h  1  x-'^^^ 

On  tire  de  la  formule  (iS)  du  n°  537,  par  la  différen- 
tiation, 

d]og^r[x  -+- 1)  I  d\og'j[x) 

dx  IX    '  dx 

,     d'^\os.T    X  ~l]         TiuL—i]         r'a]         ,  ,     d^^\G\:,o' x\ 

/ —  I  ^!*    h^ r=   —-; ■- ^  -h  ' —  1^1* ^-i-L-J, 

'  dx'-  X''-~^  ix^  ^  ^  dx:^ 

on  aura  donc 

I  dXoQ^V  X  -f-  i)  I  C,    i 

I  dx  IX         1   X- 

[il      ■ 

et,  pour  p. ^  I, 
l    ^        '  dxv-  a:'^-i  ix.^    ■      *     r^3j     x~'^^       '" 

'  I  r  2/2  -I- 1 


6  désignant,  dans  toutes  ces  formules,  une  quantité  com- 
prise entre  o  et  i. 


(^3] 
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547.  Les  résultats  que  nous  venons  d'obtenir  four- 
nissent un  moyen  très-simple  de  calculer  la  constante 
d'Euler,  constante  que  nous  avons  désignée  par  G.  Nous 
prendrons  pourpoint  de  départ  la  formule  (  2  )  du  n°  523, 
qui  suppose  x  entier  et  qui  devient,  en  changeant  x 
en  jc  H-  I, 

C=i-1-  -  +  -+...+  -        ^togr(a:H-l). 
2         "6  '       X  dx  ' 

,              dloiiTlx  -t-  I  j  ,  •    /      j      1     /< 

remplaçant  '=—^ par  sa  valeur  tirée  de  la  for- 
mule (21),  il  vient 

II  i\       ,  I 

I  + 


^)-N 


2  3  ^/  2.r 

'    2.r2         4a:*    ■   "°    '    ^         '        2«.r2«    '   "'•  » 
et  l'erreur  commise  en  s'arrêtant  au  terme  qui  dépend  de 
B«  sera  moindre,  en  valeur  absolue,  que  -, """'   .,.  • 

"  '  ^  (2«  4-  2j  X*"^* 

En  remplaçant  les  nombres  B  par  leurs  valeurs,  dans  la 
formule  précédente,  on  trouve 


(H 


I  H 1-  -  +  .  .  .  -1 —  logo: ^1- 


2         3  xj  2,r  I2.r* 

6qi 


-h 


i2o.r*         252.r^        240X'*         l32x'"        3'2'j6oX^* 
et,  si  Ton  s'arrête  au  dernier  des  termes  écrits,  l'erreur 

commise  sera  moindre  que -r- Ainsi, en  faisant  x—- 10, 

on  a  la  formule 

;        I       I       I       I       1       I       I       I       I 

C=I-! t-ô  +  7  +  c  +  r^ l-y-^ ^ 

\         23450709        10 

I         0,01        O,O0OI         coooooi 
—  loe  lo i 1-  ■ -f. 

°  20  12  120  202 

0,00000001       0,0000000001      0,000000000691 
240  i32  32760 
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qui  donnera  la  valeur  de  G  avec  quinze  décimales  exactes  ; 
en  prenant 

log  lo  =  1 ,  3o2  585  09^  994  045  68, 

on  trouve  sans  difficulté  la  valeur 

C  =  0,577  2i5  664  901  532, 

déjà  donnée  au  n°  522. 

548.  Nous  avons  fait  connaître  au  n°  542  une  formule 
qui  permet  de  calculer  successivement  les  nombres  B,, 
B2,  B3,  ...  ;  on  peut  obtenir  généralement  pour  B,j  une 
expression  débarrassée  de  transcendantes,  mais  qui  est  un 
peu  compliquée.  Nous  croyons  utile  toutefois  de  la  faire 
connaître  en  terminant  ce  Chapitre. 

Les  nombres  de  Bernoulli  sont  définis  par  la  for- 
mule (6),  qui  peut  s'écrire  comme  il  suit  : 

]  I         I         B,  B. 


"2  \  ,1  1.2.3.4 

B„ 


a'  -h , 


Or  on  a  identiquement 


si  donc  on  remplace  les  fractions  du  second  membre  par 
leurs  valeurs  en  séries,  en  faisant  usage  de  la  formule  pré- 
cédente appliquée  aux  cas  de  a  =  z  et  de  a  =:  2Z,  il 
viendra 


:m: 


(        I  I       ,  ,  B,  ,   ,        ,       Bj 

i   -: = 2-— I^ 3  +  ^2*— I- -.— 

1  e-  +  1        2       ^  '1.2  1.2.3.4 


—  l)«(22«—  l) 


_2/i  — 1 


série  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  z  dont  le  mo- 

S.  —  Cale.  int.  i5 


(a6: 
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dule  est  inférieur  à  7:  ;  on  a  donc,  par  la  formule  de  Ma- 
claurin, 

I 


»2ra , 


'•25]      (-1)- B. 


-d^j:^^ (pourz  =  o 


(e=4-i)' 


La  première  dérivée  de  la  fonction  est 

^  e-  -I-  I 

et  il  est  aisé  de  voir  que  l'on  aura  généralement 
^«-1  — ^ — 

dl^n-r-  —  i^e'+iY"-  * 

A,,  Ao,  ...,  Ao„_,  étant  des  coefficients  indépendants  de 
z',  il  y  a  plus  :  l'équation  (24)  montre  que  la  première 

dérivée  de  la  fonction est  une  fonction  paire  de  z, 

qui  ne  change  pas  quand  on  y  change  ^  en  —  z\  il  s'en- 
suit que  la  même  chose  a  lieu  pour  toutes  les  dérivées 
d'ordres  impairs.  Mais,  par  ce  changement  de  z  en  —  z, 
l'expression  précédente  devient 

il  faut  donc  que  l'on  ait  généralement  A2«_/  =  A,,  et,  par 
suite, 

'^"~'  ;^T7  _  A,  [g(S"-'^^  4-  g-]  + ...  -4-  A„_,  [e^n+i)z  _^  e(n-^)z^^  ^ 

Cela  posé,  on  a 

1      c~~ 

e--+- 1        I  -f-  e-^ 
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d'où 


^ lJ.— _    i2/l-l^-r_|_  ^2rt-lg-2=_  32»-lp     32. 


mais  on  a  aussi 

I 


■2/?     2«  —  I    ...     2/2  —  i  -i-  I        ,„ 

H ^ ^ef2n-,)=_,_^ 

1.1.  .  .i 

+  2.  ne-  -h  I, 


et,  en  multipliant  entre  elles  les  deux  équations  précé- 
dentes, on  aura,  à  cause  de  la  formule  (  26), 

^[_  i2«-ie-s_j_2-"-ie--=  — .  ..-!-(— i;:\a2«-ie-t'--i-.  .  .] 

r  in  lin — i]...f2« — ;-f-i       ^      .,  "T 

L  1.2...^  J 

Le  premier  membre  de  cette  formule  est  une  fonction 
entière  de  e^  ;  par  conséquent,  si  l'on  effectue  le  produit 
indiqué  dans  le  second  membre,  il  ne  restera  que  des 
termes  contenant  des  puissances  positives  de  e^  ;  en  écri- 
vant que  les  termes  en  ef2re-(i.;z  gQjj^  égaux  dans  les  deux 
membres,  on  trouve 

iij  —  —  I        , 

et,  pour  les  valeurs  de  tx  supérieures  à  i, 

1  ,  , .  2  «  1  2  /?  —  I  j .  .  .  '  2  «  —  /  -!-  I  )  , 

^  I.2...lf*-Ij  J' 
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mais  les  formules  (20)  et  (  26)  donnent 


on  a  donc 


B. 


,  2n  — 1  _i     ;  o2H  — 1 


--  I  ) ''-M  [n  —  I )'-«-!  —  2«  («  —  2)-"-' 


.+   — 1 


2/2.. .  («  H~r 


I . . .  «  —  2 


2   ^  ^     [_  !...(«  —  Ij 

enfin,  si  l'on  réunit  les  termes  en  n^""',  (tî — 1)-"~'...,, 
on  aura 

""''^"-■'  B,=  i  ."-.  -  (  ,  -;-  1  12V„  -  .)-. 

2«  "2  \  2      I    /^  ' 

r  2/2  1    2/2  (■2/2  —  iH 

-:-    n i \[^  —  '^ ) 

L  I  2  I .2  J 

t2/2        in{7.n  —  0         I   in^  in  —  \)  [1  n  —  2)"1, 
I  -1 ; ■ H ^ 5 «  - 
I                     1.2                  2                    I  .2.3  J  ^ 


H- 


formulc  dans  laquelle  la  loi  de  succession  des  termes  est 
évidente. 
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CHAPITRE  IV. 

DE   LA  QUADRATURE   ET   DE   LA  RECTIFICATION 
DES  COURBES. 


De  la  quadrature  des  courbes  planes. 

549.  L'opération  qui  a  pour  objet  l'intégration  d'une 
différentielle  donnée  f[x)dx  est  souvent  désignée  sous 
le  nom  de  quadrature  ;  cette  opération  est  effective- 
ment, comme  on  l'a  vu,  celle  qu'il  faut  exécuter  quand 
on  veut  connaître  l'aire  comprise  entre  la  courbe  dont 
f{x)  est  l'ordonnée,  l'axe  des  abscisses  et  les  deux  or- 
données qui  répondent  à  des  abscisses  déterminées. 

Pour  avoir  l'aire  comprise  entre  deux  courbes  don- 
nées CMD,  C'M'D'  et  les  ordonnées  CC'A,  DD'B  qui 
répondent  aux  abscisses  Xq  et  X,  on  remarquera  que 
cette  aire  est  la  différence  des  deux  CDBÂ,  C'D'BA.  Si 


D 

2/'            RU--^ 

c^^ 

^-<. 

% 

/•^' 

0 

A 

P           1 

J              X 

l'on  désigne  parj^,  y*  les  ordonnées  MP,  M'P  des  deux 
courbes,  qui  répondent  à  l'abscisse  variable  x,  l'aire 
demandée  sera,  dans  le  cas  des  coordonnées  rectangu- 
laires, 

/    ydx~\    y'dx=.\     [y—y']dx. 
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Cette  formule  est  applicable  au  cas  où  l'on  demande 
l'aire  d'un  segment  compris  entre  un  arc  de  courbe  et  sa 
corde;  alors jk'  est  une  fonction  linéaire  dpc  H-  h. 

Une  aire  plane  limitée  par  des  portions  de  courbes 
quelconques  définies  analytiquement  peut  toujours  être 
décomposée  en  plusieurs  parties  positives  ou  négatives 
susceptibles  d'être  évaluées,  comme  nous  venons  de 
l'indiquer. 

Dans  les  questions  de  quadratures,  les  coordonnées 
rectilignes  ne  sont  pas  toujours  les  variables  qu'il  con- 
vient d'employer.  En  particulier,  il  y  a  souvent  avantage 
à  faire  usage  des  coordonnées  polaires  ;  on  détermine 
alors  les  aires  de  certains  secteurs  formés  par  un  arc  de 
courbe  et  deux  rayons  vecteurs.  Si  l'on  nomme  p,  w  les 
coordonnées  polaires,  Wq  et  0  les  valeurs  de  w  cpii  ré- 
pondent aux  rayons  extrêmes,  l'expression  générale  des 
secteurs  dont  nous  parlons  sera 
.n, 


—  Cl- d'j. 
1 


Si  l'on  veut  avoir  l'ai;  2  comprise  entre  deux  courbes 
données  et  les  rayons  vecteurs  qui  répondent  aux  angles 
Wq,  11,  on  emploiera  la  formule 


r 


2  w  i       / 


OÙ  p  et  p'  désignent  les  rayons  vecteurs  des  deux  courbes 
données. 

Nous  avons  donné,  dans  le  Calcul  difrércnlicl,  divers 
exemples  de  quadrature  dans  lesquels  l'intégration  s'ef- 
fectue immédiatement;  nous  en  présenterons  ici  quel- 
ques autres. 

550.  Paraboles.  —  On  comprend  sous  la  dénomina- 
tion de  paraboles   les   courbes  représentées  en  coor- 
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données  rectilignes  par  une  équation  de  la  forme 

y.m  __  px"^, 

on  m  et  n  sont  des  exposants  positifs.  Désignons  par  u 
l'aire  OMP   comprise   entre  la  courbe,  l'axe  des  ab- 


oy 


scisses  et  l'ordonnée  MP  =^j''.  On  a,  dans  le  cas  des 
coordonnées  rectangulaires, 

du  =  J  dx  r=  j9'"  x'"  dXy 

d'où 

1        n 


1   r'^  IL 

u=p"'    j     x"'dx  = 


p     X 


^y- 


m  OMP 


m 

H  '■ 


Or,  le  produit  xy  est  égal  à  l'aire  du  rectangle  OPjMQ, 
construit  sur  les  coordonnées  du  point  M  ;  on  a  donc 

OMP 
OPMQ 

par  conséquent,  la  parabole  partage  l'aire  du  rectangle 
en  deux  parties  qui  sont  entre  elles  dans  le  rapport  des 
nombres  J7i  et  n. 

Réciproquement,  toute  courbe  qui  jouit  de  cette  pro- 
priété est  une  parabole,  car  la  proportion  précédente, 
savoir 

«  m 

xy  —  u        n 
donne 


u  z=. xy 

ni  -r  n 


xy  —  u 
du  =zydx 


m  -r-  n. 


[x  dy  -i-  y  dx) 


a32 
et 
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dx  dy  , 

m  — -  —  «  —  =  o     ou     d  \osx^' 
œ  j 


yfl 


</logj»=o, 


ce  qui  montre  que  le  rapport  — ^  est  égal  à  une  constante. 

Soi.  Hyperboles.  —  On  désigne  sous  le  nom  à'hj- 
perholes  les  courbes  représentées  en  coordonnées  recti- 
lignes  par  une  équation  de  la  forme 

x'^y'"  r^  p, 

où  m  et  n  sont  des  exposants  positifs.  Supposons  que  m 
ne  soit  pas   inférieur  à  «  et  considérons  la  branche  de 


y 

\ 

c 

\ 

X.., 

0 

A     P 

X 

courbe  située  dans  l'angle  des  coordonnées  positives  et 

qui  a  pour  asymptotes  les  deux  axes  Ox,  Oy.  Soient 

A(^=j'-o,   MP  =  j   les  ordonnées  qui   répondent   aux 

abscisses  XoQ^x;  u  l'aire  comprise  entre  ces  ordonnées, 

l'axe  des  abscisses  et  la  courbe.  On  a,  dans  le  cas  des 

coordonnées  rectangulaires, 

1.    _  " 
au  ^^y  dx  =  p'"  x    '"  dx, 

d'où,  en  exceptant  le  cas  de  m  =  n. 


On  voit  que   l'aire   u   croît  au   delà  de  toute  limite 
quand  x  tend  vers  l'infini;  au  contraire,  elle  tend  vers 
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une  limite  finie 

1       m  —  n 

m  —  n  m  —  n 

quand  070  tend  vers  zéro.  La  formule  précédente  exprime 
que  l'aire  indéfinie  U  est  au  rectangle  OPMQ,  construit 
sur  les  coordonnées  du  point  M,  dans  le  rapport  constant 
de  m  à  m  —  n. 

Cette  propriété  appartient  exclusivement  aux  hyper- 
boles, car  la  formule  précédente  donne 

d\]  =zjdx  =  {^tlj  -\- ydx)^ 

d'où  l'on  tire 

dj  dx  ,,      /    „    „,  N 

m \- n — ^=:o     ou     aloc  a;"r''M  =o, 

y  X 

et,  par  conséquent, 

X^yin  __  const. 

552.  Lemniscate.  —  Parmi  les  courbes  dont  la  qua- 
drature peut  être  effectuée  rigoureusement,  au  point  de 
vue  de  la  Géométrie,  il  faut  remarquer  la  lemniscate  de 
Bernoulli.  Cette  courbe  a  la  propriété  que  les  distances 
de  chacun  de  ses  poifits  à  deux  points  Jixes  dont  la  dis- 
tance est  ia  ont  un  produit  constant  et  égal  à  a-.  En 
coordonnées  polaires,  la  lemniscate  a  pour  équation 

0-  =  a  «^  COS 1  w, 

p  désignant  le  rayon  vecteur  issu  du  centre.  L'aire  u  du 
secteur  déterminé  par  les  rayons  qui  répondent  aux  va- 
leuts  Wo,  û  de  0)  a  pour  valeur 

u=  \      -  p-d(x)^à^  \      cos2wf/cj  =  — [sin2n — sinawo). 
La   courbe   est   symétrique  par  rapport  à  l'axe  po- 
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laire  Ox  et  à  la  perpendiculaire  Oy  à.  cet  axe;  elle 
est  composée  de  deux  branches  fermées,  et  les  deux  tan- 
gentes TT',  SS'  menées  par  le  centre  O  sont  inclinées  de 


45  degrés  sur  l'axe.  Si  l'on  veut  l'aire  comprise  dans  l'une 

77 

des  branches,  il  faudra  faire  000  =  —  ji 
formule  précédente,  qui  alors  donnera 


des  branches,  il  faudra  faire  (jio  =  —  7'    ^-^7  dans  la 

4  4 


553.  FoLiuM  DE  Descautes. —  La  courbe  connue  sous 
ce  nom  a  pour  équation  en  coordonnées  rectangulaires 

x^  -\-  y^  —  3axj  —  o, 

a  étant  un  paramètre  donné.  Elle  se  compose  de  deux 
branches  infinies  qui  se  rencontrent  à  l'origine  des  coor- 


données  et  qui  ont  pour  asymptote  la  droite  représentée 
par  l'équation 

Il  convient  de  substituer  k  x  cl  jy  les  coordonnées  po- 
laires p  et  w,  telles  que 
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L'équation  de  la  courbe  devient  alors 

3a  sincj  costù 

^       sin'w  -1-  ces-*  M 

et  celle  de  l'asymptote  est 

—  a 


sin  w  +  cos  w 


L'aire  comprise  entre  la  courbe  et  les  rayons  qui  ré- 
pondent aux  valeurs  ojq  et  Û  de  w  sera 

nH  o    o     /      3tang-&i — 

r^  1     ,              3n-     I                "       cns-« 
"=     I         -çj'-cImz^  f ^', 

c/„„  2'  2   ^'        (l  +  tang^wj- 

la  quantité  sous  le  siffne  /  est  la  différentielle  de ■—'•, 

T  J  i-t-tang*w 


on  a  donc 

„=^r ! ^1. 

-2    [i  -^  tang^wo        I  -+-  tangUiJ 

Si  l'on  veut  l'aire  de  la  surface  de  la  boucle  formée  par  la 

courbe,   on  fera  Wq  =r  o,  û  =  -,  ce  qui  donnera  pour 

3ii^    ■ 
résultat  

2 

Pour  avoir  l'aire  comprise  entre  une  branche  de  la 
courbe,  son  asymptote  et  deux  rayons  vecteurs,  il  faudra 
retrancher  u  de  l'aire  a<  comprise  entre  l'asymptote  et 
les  rayons  vecteurs.  Cette  aire  m,  est  celle  d'un  triangle; 
elle  a  d'ailleurs  pour  expression 

■■^fi  I  n-       l  COS-  'A 


(l  -i-  tangwy'' 
ou 

^^^r_j I     ]. 

*        2  [_  I -h  tang  «uo       I  H- tangilj' 


236  CALCUL    TNTéGUAL. 

on  aura  donc 

a-r  2  —  tangfl  2  —  tariL'Wo         1 

"1  —  «  ^^  —  I —i, -5 —    • 

2  [_  1  —  tangfl.  H-  tang^il       1  —  tangwo  -f-  tang^wg  J 

Si  l'on  veut  l'aire  indéfinie  comprise  entre  la  partie  né- 
gative de  l'axe  des  jc,   la  courbe  et  son  asymptote,  il 

3- 
faudra  faire  Wq  =  -,  >  D.  =  7:,  et  il  vient  alors 
4 


on  trouve  évidemment  la  même  valeur  pour  l'aire  com- 
prise entre  la  partie  positive  de  l'axe  desjy^,  la  courbe  et 
son  asymptote.  En  ajoutant  à  ces  deux  aires  celle  du 
triangle  formé  par  l'asymptote  et  les  axes,  laquelle  est 

encore  égale  à  —  ?  on  obtiendra  l'aire  totale comprise 

entre  les  deux  branches  infinies  et  leur  asymptote.  Cette 
aire  est  égale,  comme  on  voit,  à  celle  de  la  boucle 
fermée. 

De  la  rectification  des  courbes. 

Sol.  Le  problème  de  la  rectification  des  courbes  planes 
ou  gauches  ne  diffère  pas  de  celui  dont  nous  venons  de 
nous  occuper. 

Soit  s  un  arc  de  courbe  plane  compté  à  partir  d'une 
origine  arbitraire  ;  dans  le  système  des  coordonnées  rec- 
tangulaires, on  a 

ds  =  sjdx^  -+-  dj^  ; 

si  donc  on  désigne  par  t  la  variable  indépendante,  par  fo> 
T  les  valeurs  de  t  qui  répondent  à  l'origine  d'un  arc  S 
et  à  son  extrémité,  on  aura,  en  supposant  que  t  varie 
dans  le  même  sens  quand  on  décrit  l'arc  S, 


-i 


dt. 
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Si  l'on  emploie  les  coordonnées  polaires  p  et  co,  et  que 
l'on  désigne  toujours  par  t  la  variable  indépendante,  on 
aura (n"^202) 


i 


y  do-  -^  0-  do)- 

-^^-! '- —  dt. 

dt 


Des  formules  analogues  ont  lieu  pour  les  courbes 
gauches.  Désignons  par  s  l'arc  d'une  courbe  quelconque, 
compté  à  partir  d'une  origine  arbitraire  ;  dans  le  sys- 
tème des  coordonnées  rectangulaires,  on  a 


ds  =  sjdx^  H-  f () ^  -\-  dz-, 

et,  quand  on  emploie  les  coordonnées  polaires  r,  B,  ^,  la 
même  difTérentielle  a  pour  expression  (n°  2o9) 


ds  =  sjdi-  +  r^de'--^i^sïn^fjd!^'^; 

donc,  si  l'on  représente  par  t  la  variable  indépendante, 
l'arc  S,  dont  les  extrémités  répondent  aux  valeurs  f© 
et  T  de  £,  aura  pour  expression 


dt 


ou 


j  dt 


"H-  r-sin- 6  dj^    , 
'—  dt. 


S'il  s'agit  d'une  courbe  sphérique,  et  qu'on  prenne  le 
centre  de  la  sphère  pour  origine  des  rayons  vecteurs,  on 
aura  ?' =  const.,  et  la  formule  précédente  deviendra 


JdO-  —  sin^ 6  d'/-    , 
*  —  dt. 


dt 


Nous  avons  donné,  dans  le  Calcul  diflcrentiel,  l'ex- 
pression dun  arc  de  parabole,  et  nous  avons  été  conduit 
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naturellement  à  traiter  aussi  de  la  rectification  de  quel- 
ques autres  courbes.  Il  serait  superflu  de  multiplier  ici 
les  exemples,  et  nous  nous  bornerons  à  en  présenter 
quelques-uns  qui  ofTrent  un  certain  intérêt  pour  la  Géo- 
métrie ou  même  pour  l'Analyse. 


Rectification  de  l'ellipse  et  de  l'hjperhole. 

555.  Considérons  une  ellipse  dont  le  demi-grand  axe 
sera  pris  pour  unité  et  dont  l'excentricité  sera  repré- 
sentée par  A'.  Les  coordonnées  rectangulaires  de  la  courbe 
rapportée  à  ses  axes  seront  (n**221)  sinç,  y/i — k-  cosco,  et 
la  difTérentielle  de  l'arc  sera  sji — A^sin'^ip  J(p.  D'après 
cela,  si  l'on  désigne,  avec  Legendre,  par  E(f  )  la  lon- 
gueur de  l'arc  d'ellipse  compté  à  partir  de  l'une  des  extré- 
mités du  petit  axe,  oii  l'angle  ç  est  nul,  et  terminé  au 
point  qui  répond  à  une  valeur  quelconque  de  9,  on  aura 

(l)  E(a)=/      sjl  —  k-SVÛL^rfdf^ 

J  o 

et  l'on  peut  écrire  aussi  (n°  221  ) 

Si  l'on  considère  en  même  temps  une  hyperbole  dont 
le  demi-axe  transverse  soit  A  et  le  demi-axe  non  trans- 
verse y/i  —  A-,  les  coordonnées  de  la  courbe  rapportée 
à  ses  axes  pourront    être    représentées    (n°    222)    par 

(i — A2)tang(jj  et  — ^- ^ '^  désignant  alors  parT(9) 

l'arc  d'hyperbole  compté  à  partir  de  l'axe  des  sommets 
où  <j>estnul,  et  terminé  au  point  qui  répond  à  une  valeur 
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quelconque  de  ç,  on  aura 

r/j,    cos-  <})  y  I  —  k^  sin^  j» 
et  l'on  peut  écrire  aussi  (n''  222) 

(  4  )      <  Jo    s/i  —  k'^  sin-  (j>  Jo    s/i  —  k^  sin'y 

(  +  tangij)  y^i — A-sin^y. 

Les  formules  (a)  et  (4)  montrent  que  l'arc  d'ellipse 
E((p)  et  l'arc  d'hyperbole  T [f)  s'expriment  par  le  moyen 
des  intégrales  elliptiques  de  première  et  de  deuxième 
espèce,  et  réciproquement  ces  intégrales  elliptiques  peu- 
vent s'exprimer  au  moyen  d'un  arc  d'ellipse  et  d'un  arc 
d'hyperbole  ;  il  convient  de  se  rappeler  que  la  partie  algé- 
brique tangcp  y/i — A^sin^ç  contenue  dans  la  formule  (4) 
est  égale  à  la  tangente,  à  l'extrémité  de  l'arc  T  (ç),  ter- 
minée par  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  la 
courbe  sur  cette  tangente  (n*^  222). 

Legendre  a  désigné  par  la  notation  F((p)  la  fonction 
elliptique  de  première  espèce  ;  ainsi  l'on  a 


n?)=  C- 


d'f 


y'i  —  k"  sin- y 
OU 

(5,  .,.,=  ('5. 

en  faisant,  pour  abréger,  comme  au  n**  438, 


(6)  Ay=y/i —  /i-sin^y; 

mais  l'illustre  auteur  a  adopté,  pour  fonction  de  deuxième 
espèce,  l'arc  d'ellipse  E((ji),  et  de  là  la  dénomination  de 
fonctions  elliptiques  appliquée  aux  transcendantes  que 
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nous  considérons.  La  formule  (2)  donne 

(7)      X''-^^^"^'"''"^''''' 

en  sorte  que  la  fonction  que  nous  sommes  convenus  de 
choisir  pour  constituer  la  deuxième  espèce  des  inté- 
grales elliptiques  s'exprime  au  moyen  de  l'arc  d'ellipse 
et  de  la  fonction  de  première  espèce. 

La  formule  (4)  donne  aussi,  en  faisant  usage  de  la 
formule  (2), 

(8)  Y(y)  =  (i-A-^F(y)-E(<p)H-Aytangy. 

556.  On  peut  développer  en  série  les  arcs  d'ellipse  et 
d'hyperbole,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  fonctions 

F(  9)  et  E(cp)  (n°  483).  On  a,  par  la  formule  du  binôme. 

—  =  H-  -  /i-2  sin^  «p  -; '-;  A* sin* 9  -1 '-j^  A«  sin*=  a»  -h  ... , 

\<sf  1  ^2.4  '^2.4.0 

I  I  I   3 

Aa-  =  I A^  sin-  9 7  A*  sin*  0 'y---,  là  sin^  o  —  . . .  , 

^  1  2.4  2.4.0 

et,  par  conséquent, 

I        /*•  1.3        f 

E(  y  )  =  y  —  1  A'-  j     siii^  9  r/9  -  -^  A-  /     sin'  y  r/? 

^ :  A''    /       sin"  oeI'j>  —  .  .  .  . 

2.4.6    J^ 

Les  séries  contenues  dans  ces  formules  sont  lonjours 
convergentes  à  cause  de  A<^i,  et  l'on  verra  plus  loin 
qu'on  peut  toujours  diminuer  ce  module  autant  qu'on  le 
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veut;  la  première  formule  ne  diffère  pas  de  l'une  de  celles 
que  nous  avons  données  au  n°  477  ;  les  intégrales  con- 
tenues dans  les  seconds  membres  sont  données  par  les 
formules  du  n°  4o6. 

Lorsque  cj)  =  -7  les  fonctions  Fi'ç),  E(o)  sont  les  inté- 
grales complètes  de  première  et  de  deuxième  espèce 
de  Legendre;  nous  les  représenterons  par  Fj,  E,.  On  a 
(n«488: 


[ 


siii-'"(j)<'/o  = 
et,  par  conséquent, 


I  .6 


.5.  .  .  'im  — i^  77 


2.4«t).  .  .im        Q. 


la  seconde  des  formules  (10)  donne  la  longueur  du  qua- 
drant de  l'ellipse. 

Du  changement  du  m,odule  dans  les  fonctions 
elliptiques .  —  Théorème  de  Landen. 

557.  Une  des  propriétés  les  plus  remarquables  des  in- 
tégrales elliptiques  de  première  espèce  consiste  en  ce  que 
chacune  de  ces  fonctions  peut  être  transformée  d'une 
infinité  de  manières  différentes  en  une  autre  fonction 
elliptique  de  même  espèce  dont  le  module  est  à  volonté 
plus  petit  ou  plus  grand  que  le  module  de  la  proposée. 
Il  en  résulte  que  l'on  peut  former  diverses  séries  de  mo- 
dules, indéfinies  dans  les  deux  sens,  dont  les  termes  s'ap- 
prochent respectivement  de  zéro  et  de  l'unité,  et  qui 
répondent  à  des  fonctions   elliptiques  de  première  es- 

S.  —  Cale.  int.  id 
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pèce  égales  entre  elles.  Nous  ne  saurions  entreprendre 
dans  cet  Ouvrage  le  développement  de  l'importante 
théorie  de  la  transformation  des  fonctions  elliptiques  ; 
mais  nous  croyons  utile  cependant  de  faire  connaître 
la  première  échelle  de  modules  découverte  par  Legendre, 
ce  qui  nous  pei'mettra  d'établir  le  curieux  théorème  de 
Landen  relativement  aux  arcs  d'hyperbole. 

Soient  A'  une  quantité  donnée  comprise  entre  o  et  i, 
o  un  angle  variable,  et  posons  comme  précédemment 


le  radical  étant  pris  avec  le  signe  -I-.  On  peut  déter- 
miner un  angle  ç,  qui  satisfasse  aux  deux  équations 

(i)  sin(2?,  —  <p)  = /?-siny,      005(29,  —  ip;  =  Ay, 

qui,  en  outre,  varie  d'une  manière  continue  avec  cp  et 
s'annule  en  même  temps  que  lui.  Puisque  Ac^  est  posi- 

tif,  l'angle  2(p,  —  9  restera  toujours  compris  entre 

et  H — •,  si  l'on  désigne  par  <î>  l'angle  compris  entre  o 
et-  quT  a  Arsmç  pour  smus,  on  aura 

«p  H-  4> 

en  sorte  que  9»  est  déterminé  sans  ambiguïté  lorsque  9 
est  donné;  réciproquement  la  valeur  de  9  est  entière- 
ment déterminée  quand  c^,  est  donné.  Ces  deux  angles 
varient  simultanément  de  o  à  -f- co  ou  de  o  à — co  ; 

quand  9  ::=  tt  ,  ^  est  nul  et  l'on  a  cj),  =  -  • 

Si  Ton  ajoute  les  équations  (i)  après  les  avoir  multi- 
pliées par  —  sin9  et-f-  C0S9,  puis  par  4-  C0S9  et  -\-  sinç, 


il  viendra 


d'où 
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cos  a  (jïj  =  cos  y  A'^  —  fi  sin-  y, 
sin  291  =r  sin«  '/■  cos  y  -\-  9  Aî>), 


(  2  cos'oi  =1  —  k  sln-y  H-  coscp  Aç3, 

)  <  2  sin^yi  =  I  -;-  k  sin^y  —  coscpAy, 

(     2  sino,  coS(j)i  =  siri'j»  (i^  cosy -i- Ay). 

La  première  des  équations  (i)  donne  aussi 

sin2'j, 


'31  tango 


/■  -i-  cos  2  Ç)i 


(4)  tang;cp  — yi)=  — — ^  tangy,, 

et,  si  l'on  pose 


ki= -~y^j      Ai9j  =  v^i— Xj-sin-yi, 


on  aura  encore 


2      sino,  cosoj 

I  -T-  A-  A  ,  O I 


2 
I r  Sin-yj 


'5]  /    COS'j»:= 


lyi 


k 


I- 


A^  := 


I^/- 


•?1 


A,  'j, 


Ensuite,  la  première  des  formules  (i)  donne  par  la 
différentiation,  en  faisant  usage  de  la  seconde  formule, 


/■COS y  -i-  Ay         A'^ 

ou,  à  cause  de  la  troisième  formule  (2J  et  de  la  pre- 
mière formule  (5), 

f/^i   \-\-  k  d-^ 

Ai^i  2       A^) 

iG. 
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et,  puisque  cp  et  ç,  s'annulent  en  même  temps,  on  aura 

ce  qui  est  l'importante  formule  découverte  par  Legendre. 
Si  l'on  pose 

l'équation  (6)  deviendra 

(7)  F(/!-„yO=-^'F(^%?]. 

Désignons  par  F<  (A),  F,  (A:,  )  les  fonctions  complètes 
de  modules  À'  et  /r,  ;  lorsque  ç  est  égal  à  ît,  l'angle  ç,  a 

la  valeur  -;  d'ailleurs  on  a  évidemment 

2 

donc 

(8)  F,:/-.)  =  ,i^A-F.(A-\ 

558.  D'après  ce  qui  précède,  les  modules  À"  et  k,  peu- 
vent être  ramenés  l'un  à  l'autre;  ces  modules  sont  liés 
entre  eux  par  la  relation 

(9)  ^^=TT-k' 

et  si  l'on  désigne  par  A^,  h\  les  modules  complémentaires 
de  A'  et  A'i,  c'est-à-dire  \j i  —  A-  et  y/i —  Aj,  on  aura 

lo  /•,=  —-—fi 


d'où 


I  -i-  k\ 


.1  î 
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la  formule  (10)  donne 

7. '2 

f  12  )  ^'1  = 7-7'      d'où      k\  <  A'^e 

Il  résulte  de  là  que,  si  l'on  considère  une  suite  infinie 
dans  les  deux  sens, 

(l3;  .,.A-_,»        A-,,        Aq,        Al,        /f,.      ..., 

dans  laquelle  le  terme  Aq  ^  A'  est  inférieur  à  i ,  et  dont 
chaque  terme  se  déduit  du  précédent  par  la  formule 

1  H-  A, 

le  terme  km  tendra  vers  l'unité  si  m  tend  vers  -h  co  ,  et 
il  tendra  vers  zéro  si  m  tend  vers  —  oo  .  On  peut  donc 
ramener  une  fonction  elliptique  de  première  espèce 
F  ( A",  9 )  à  une  autre  F  (  A7,  (fi),  dans  laquelle  le  module  ki 
est  aussi  près  que  l'on  voudra  de  zéro  ou  de  l'unité  ; 
quant  à  l'amplitude  i^i  de  cette  nouvelle  fonction,  elle 
peut  être  facilement  calculée  par  le  moyen  des  formules 
établies  précédemment. 

Considérons,  par  exemple ,  la  fonction  complète  Fj  (  A'  )  ; 
on  aura,  par  la  formule  (8), 

F,(A)=;,  +  A-_i~FtA_,) 

=  (i  +  A_i)  (i  +  A_,)F(A_,' 


Or,  si  i  tend  vers  4- oo  ,  A_/  tend  vers  zéro,  et  F(A'_/) 
tend  vers  la  limite  -  5  on  a  donc  ce  développement  remar- 
quable de  la  fonction  complète  Fi  (A)  : 


(l5)         Fi(X)  ='-yl  -1-  A_i)  V*-r-  "_2j  '.'  — «-sr 
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5o9.  La  transformation  dont  nous  venons  de  nous 
occuper  conduit  à  des  résultats  importants  relatifs  aux 
fonctions  de  deuxième  espèce.  Si  l'on  multiplie  l'é- 
quation 

d'^^  I  -f-  /?■  d'^ 

A,  ç>,  ~        2        A'j> 

par  sin-cj)),  on  aura,  par  les  formules  (2), 

sin-';/,  do,        /•  l'i  -h  /■)  sin^'jr7o        i  -t-  /■  d'à        i  -f-  X-  , 
'■ '-  = — L  H i  —  — ^ —  cnsfdf, 

Al?!  4  ^?  4       ^?  4 

et,  en  intégrant, 

I     /*'■  si   2  y,  dvi  _  /-  f  I  -u  /■  1    /-^^  sin^  o  d-p 

{16)  :   °        '^  -+     ^o      ^ 

Introduisons,  au  lieu  des  intégrales  de  deuxième  es- 
pèce, les  ai'cs  d'ellipse  E(Â,  ç),E(/ri,  Çi  );  comme  on  a 
(n«5o5) 


i 

X 


■"*''"'' -f.lF(*.v)-E(^-.f)]. 


/■ 


-^1  ?i  ^  1 


la  formule  (16)  deviendra,  en  faisant  usage  de  la  for- 
mule (7), 

(17)     (i  +  /-)Ei;X-i,y,)  =  E(/-,  y)—  -X'^F^/-,  y)  -f- A- siny. 

Cette  équation  montre  que  la  fonction  cUiplique  de 
première  espèce  F  (A",  9)  peut  s'exprimer  par  deux  arcs 
appartenant  à  deux  ellipses  difTérenles. 

L'arc  d'hyperbole  est  donné,  comme  on   l'a  vu   au 
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n°  5oo,  par  la  formule 

Y  [A;  o)  =  k'^  F  (X-,  y^  -  E  (/?-,  (?)  -^  tang^Ay; 

en  éliminant  la  fonction  F  de  cette  expression  au  moyen 
de  la  formule  (17),  il  vient 

(loi  < 

^  -i-  2  /;  sm y  -f-  tango  Aa>. 

Si  l'on  retranche  de  cette  formule  celle  qu'on  en  déduit 
en  changeant  ç»  et  04  en  <&  et  ^i,  l'équation  résultante 
exprimera  le  théorème  découvert,  il  y  a  plus  d'un  siècle, 
par  le  géomètre  anglais  Landen,  savoir  que  tout  arc  d'hy- 
perbole peut  être  exprimé  par  deux  arcs  d'ellipse.  Ré- 
ciproquement, tout  arc  d'ellipse  peut  être  exprimé  par 
deux  arcs  d'hjperbole;  il  est  facile  de  conclure  cette 
proposition  des  formules  que  nous  avons  établies. 

660.  Si  dans  la  formule  (  1 7  )  on  suppose  cj)  ^  u,  o ,  =  - , 

on  obtiendra  la  relation  suivante  entre  les  fonctions 
complètes  : 

(1  +  A-)Ei(/-i)  =  2Ei(y?-)  —  Â-'2Fi(/c). 

Remplaçant  h,  W  et  hi  d'abord  par  A7,  A'^,  1x^.1,  puis  par 
A'j_i,  A-'^_4,  ki,  on  aura 

[i -+- k-  E,;/?v+i;i  =  2E, (/■,)  — /-',^F4/?v), 
(  I  -^  /v-i  )  El  (  ki  ;  =  2  El  (  ^-..i  )  —  /vil  F,  { /■,_,  ; , 

les  modules  Av_,,  A"/,  A"/^!  étant  déterminés  en  fonction  du 
module  initial  Aq  ou  A,  comme  on  l'a  expliqué  au  n°  008. 
On  a  aussi  (n°  oo7) 

F,  (/v)  =  (i +  >?-.-,)  F,  (y^,_0; 
si  donc  on  élimine  la  fonction  ¥^  entre  les  équations  pré- 
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cédentes,  et  que  l'on  remplace  A/_, ,  k'^_^  par  les  quantités 

esrales -r?  — —rri  il  viendra 

relation  remarquable  entre  les  circonférences  de  trois 
ellipses  ayant  pour  excentricités  /f/_<,  A/,  ^7+1. 


Des  courbes  algébriques  dont  les  arcs  s'expriment  par 
des  arcs  de  cercle. 

561,  La  recherche  des  courbes  algébriques  dont  les 
arcs  s'expriment  par  des  arcs  de  cercle  offre  un  certain 
intérêt  au  point  de  vue  de  la  Géométrie,  car  on  peut 
exécuter  sur  ces  courbes,  comme  sur  le  cercle,  toutes  les 
constructions  relatives  à  l'addition  ou  à  la  soustraction 
des  arcs,  à  leur  multiplication  et  à  leur  division.  Euler 
s'est  beaucoup  occupé  de  cette  recherche,  et,  dans  un 
Mémoire  qui  n'a  été  publié  qu'api^ès  sa  mort,  il  a  fait 
connaître  une  famille  de  courbes  possédant  la  propriété 
en  Question,  courbes  qu'il  n'a  trouvées,  dit-il,  qu'après 
avoir  travaillé  longtemps  sur  cette  matière. 

Les  courbes  découvertes  par  Euler  ne  forment  qu'un 
cas  très-particulier  de  celles  dont  l'arc  indéfini  s'exprime 
par  un  arc  de  cercle,  et  dont  les  coordonnées  rectilignes 
sont  des  fonctions  rationnelles  de  la  tangente  trigonomé- 
trique  de  cet  arc.  J'ai  lait  connaître  toutes  ces  courbes 
dans  un  IMémoire  qui  fait  partie  du  XXX\  *  Cahier  du 
Journalde  V  École  Polytechnique,  ctj'ai  montré  qu'elles 
formaient  une  infinité  de  classes  distinctes,  comprenant 
chacune  une  infinité  de  courbes  individuelles.  Je  me  bor- 
nerai ici  à  développer  la  solution  du  cas  le  plus  simple, 
qui  comprend  les  courbes  de  la  première  classe. 
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Si  l'on  désigne  par  i  l'imaginaire  y — i?  P^i"  g  ^^^ 
quantité  positive,  par  ts  un  angle  réel  et  par  e  la  base 
des  logarithmes  népériens,  puis  que  l'on  fasse 


a  et  a  étant  des  constantes  imaginaires  et  C( 
ainsi  que  ^  et  ê,  c  et  y,  .  .  ~ ,  et  m,  n,  p,  q.  ...  étant  des 
entiers  positifs,  la  solution  générale  du  problème  proposé 
sera  donnée  par  la  formule 

f  I  ;  a:  -.-  ly  :=  ge'^    I    -  — ■ ^  dz, 

J    ~  ■  z  -^  i  j  "'"^" 

pourvu  que  les  constantes  a,  b,  c,  .  .  . ,  a,  S,  y.  .  .  .  soient 
choisies  de  manière  que  l'intégrale  qui  figure  dans  la 
formule  précédente  soit  algébiùque.  On  a  effectivement 

dx  -i-  idr  =  e"e"^  -  — ^ dz, 

■^  ^  T     [z-r-    i  ;""^ 

et,  en  changeant  i  en  —  i, 

dx  —  idy  =z  cre-^^ '- dz. 

•^        *  t  [z  —  i]'"--' 

La  multiplication  des  formules  précédentes  donne 

p-2  dz^  -  dz 

dj:^-^dj^=  -^  ,      d'où      \^dx---dj-  =  g — — — , 

[z-  -{-  \)-  i  - .    z- 

et 


I — dz  =  g  arc  tang  z. 


Comme    le    degré    du    numérateur    de    la    fraction 


"O 


— — -  est  inférieur  de  deux  unités  au  degré  du  dé- 


nominateur, si  [i  désigne  le  nombre  des  constantes  a,  b. 
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c,  .  .  .  OU  a,  ê,  y,  .  .  . ,  il  suffira  de  satisfaire  à  fx  —  i, 
conditions  (n°  419  )  pour  rendre  algébrique  l'expression 
de  X  -h  ij. 

Lorsque  ï  et  T  se  réduisent  à  l'unité,  notre  formule  ne 
donne  pas  d'autre  courbe  que  le  cercle  ;  le  cas  le  plus 
simple  est  donc  celui  dans  lequel  on  a 

La  formule  (i)  devient  alors 


[z  —  aY^Uz  —  i 


J    (^-aj'-' 


X  -,-  ly  =  s,&'^    \   ~ — -  dz. 


et  une  seule  condition  suffit  pour  que  l'intégrale  soit 
algébrique.  Pour  trouver  cette  condition  de  la  manière 
la  plus  simple,  soit  u  une  nouvelle  variable,  et  posons 


-.  «i 
i 


faisons  aussi,  pour  abréger, 


(3)  ?  = 


on  aura 


et 


puis 


dz  \     a  —  / 

z  -h  Z)^        nia  -.-  i 


lz  —  i]'"dz  I     fa  —  i\"'+^     ,„  ^ 

r  =  — u'"du, 

[z  H-/j"'-^^  7.1  \a-\-i) 


z  —  a        Ci  -¥-  i  u  —  Ç 

D'après  cela,  la  formule  (  2  )  devient 

ru'"lu  —  t)'*+'du 
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en  faisant,  pour  abréger, 

ni        \x-\-  i/         \a  -h  ij 

On  voit  alors  que  la  condition  pour  que  x  -h  iy  soit 
algébrique  est 


14 


d'^" 


Cette  équation  en  ^  est  du  degré  m  -\-  i  ;  elle  a  une 
racine  égale  à  i,  et,  si  n  est  inférieure  à  m,  elle  a.  m  —  n 
racines  nulles;  le  nombre  des  racines  différentes  de  o  et 
de  I  est  donc  égal  au  plus  petit  des  nombres  m  et  n;  on 
reconnaît  que  toutes  ces  racines  sont  réelles,  inégales  et 
comprises  entre  o  et  i,  en  appliquant  n  fois  de  suite  le 
théorème  de  Relie  à  l'équation 

qui  a  m  racines  nulles  et  t?  4-  i  racines  égales  à  i .  Les 
racines  nulles  de  l'équation  (4)  ne  peuvent  nous  con- 
venir, car,  pour  ^  =  o ,  la  formule  (  3  )  donne  a  =  —  i  ou 
cc  =  -\-i;  mais  l'une  de  ces  équations  entraîne  l'autre, 
puisque  a  et  a  sont  conjugués;  les  facteurs  z  —  a,  z — a 
deviennent  z-\-  i,  z  —  i;  par  suite,  on  retombe  sur  le  cas 
où  les  polynômes  t  et  t  se  réduisent  à  l'unité.  Pour  ^c=  i 
l'équation  (3)  donne  a  =  c/.^  et  la  formule  (2)  se  réduit 
encore  à  celle  que  donne  l'hypothèse  £  =  t  =  i. 

Mais  à  chacune  des  racines  ^  comprises  entre  o  et  i 
répondent  pour  a  et  ce  des  valeurs  imaginaires  et  conju- 
guées l'une  de  l'autre.  Remarquons  d'abord  qu'on  peut 
supposer 

(5  ûa  ^  I 

sans  diminuer  la  généralité  de  la  solution,  car  on  ramè- 
nera le  cas  contraire  à  celui-là  par  un  changement  de 
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variable.  Tl  suffira  effectivement  d'écrire au  lieu 

I  £2 

de  2,  en  prenant  pour  e  l'une  des  racines  de  l'équation 

„  a  -^  fj. 

i-  -'.'  1  e  —  I  =:  O; 

av.  —  I 

par  la  transformation  dont  il  vient  d'être  question,   la 

formule  (2)  devient 

a,  eta,  ayant  lesvalenrs  suivantes: 


■)     «1 


i  -:-  at  I  -:-  «î 

d'où  l'on  conclut  aiai^:=^i.  On  peut  donc  admettre 
l'équation  (5),  et  de  cette  équation,  combinée  avec  (3  , 
on  tire  alors 

[     —  2}^  _  '-^  ■ 

(^i  r 

2v/ç         I  —  ç  . 

I  —  Ç         I  -hÇ 

si  l'on  donne  à  «  et  à  a  ces  valeurs  dans  la  formule  (2), 
l'expression  de  x  --  iy  sera  algébrique. 

562.   Considérons  le  cas  de  m  =  i   qui   répond  aux 
courbes  d'Euler.  L'équation  (2)  devient 


[1 


et  l'équation  de  condition  est 
7k* 
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d'où  l'on  tire,  en  faisant  abstraction  des  racines  {;[:=  o, 

n 
n  —  1 

Les  équations  ''6)  donnent  ensuite  les  valeurs  suivantes 
de  a  et  de  a  : 

I 


(8)  !"        Al 

n  — 


L'intégrale  qui  forme  le  second  membre  de  l'équa- 
tion (y  ;  étant  une  fonction  algébrique,  il  est  clair  que  le 
dénominateur  de  cette  fonction  est  [z  —  a)"(z-^iV^. 
En  outre,  si  l'on  prend  l'intégrale  de  manière  qu'elle 
s'annule  pour  z  =  a,  le  numérateur  sera  divisible  par 
[z  —  o-Y'^^,  et,  parce  que  ce  numérateur  ne  peut  être 
que  du  degré  «  -h  2,  on  aura  un  résultat  de  la  forme 

a:  -^  iy  z=z  w'=" -|-  const. 

Comme  la  constante  n'influe  que  sur  la  position  de  l'ori- 
gine des  coordonnées,  nous  la  supposerons  nulle,  et 
nous  prendrons  simplement 


(q)  X~rlY=^gé^^ -■) 

où  g'  et  cy  n'ont  pas,  bien  entendu,  les  mêmes  valeurs 
numériques  que  précédemment.  On  aura  l'équation  des 
courbes  dont  nous  nous  occupons,  en  coordonnées  recli- 
lignes,  en  éliminant  z  entre  l'équation  p  ,  et  celle  qu'on 
en  déduit  par  le  changement  de  i  en  — z;  mais  il  est 
plus  simple  d'employer  les  coordonnées  polaires  et  de 
substituer  l'intégration  à  l'élimination. 

En  différentiant  l'équation  (9)  et  en  faisant  usage 
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des  formules  (8),  il  vient 


il  faut  remarquer  que  l'équation  (g)  entraîne  l'équa- 
tion (lo)  quel  que  soit  n;  nous  pouvons  donc  supposer 
ce  nombre  fractionnaire,  car  la  courbe  à  laquelle  l'é- 
quation (9)  se  rapporte  ne  cessera  pas  d'être  algébrique. 
Ainsi  les  résultats  qui  vont  suivre  acquièrent  une  géné- 
ralité que  ne  comportait  pas  notre  énoncé. 

Multipliant  chacune  des  équations  (9)  et  (10}  par  sa 
conjuguée,  il  vient 

x-  +  y-  =  ir^  i --^ — -> 

•^        "     iz  —  ii^z-hif' 


Désignons  par  p  le  rayon  vecteur  \[oc--\-y-,  par  (h  la 
différentielle  de  l'arc  de  courbe,  savoir  \Jdx^  ~\~  dy-,  et 
prenons  ds  de  signe  contraire  k  dz;  on  aura 


ds  ^=  —  2.g 


Jnin  -T-  1) 

-  nz  - — ^ -:- 1 

n  -\-  I 

z--(-  I 
\ln  { .'^  -J-  a  )      dz 


et,  en  posant 
s  .-=  —  tans    -7  -:-  -     »     d  ou     «3  r^ 

\4     2/  ^ 


ces  formules  deviennent 


(i-^) 


? 

tt:^ 

,(.- 

ds 

\ln\ 

^"-^^^dl. 

cosk  j , 


(12) 
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En  difierentiant  l'équation  (n),  on  trouve 


\ n  [n  -\-  i]    . 
de  :=^  —  g sin>  cA, 


d'où 


(i3)  ds= -'''"■' 

et,  si  00  désigne  la  seconde  coordonnée  polaire,  on  pourra 
poser 

{i4)  •  fl_=4-cosl, 

puisque  dp^  -t-  p^  do:>^  =:  ds-. 

Des  équations  (ii),  (12)  et  (i4)  on  déduit 


<f5cns> 

«  -4-  I 

-  cos).  ^X 

P 

\l  n  y  n  -4 

-cosX 

?z  -:- 1 


(l5; 


d(ù  =;  d\ == 


dn  I  «  -f-  2 

I  -T-  -'^ — ^ cosX 

«  -V-  I 


Pour  intégrer  l'expression  (i5),  nous  ferons  usage  d'une 
nouvelle  variable  X',  déterminée  par  les  deux  équations 


i/«  '  «  -f-  2  )  I 

^ — '■ f-  ces  A  sin). 


(16;     cos/.'  = -=== 7      sinV  = 


I_j_V_i ^cos>  l-^^~ i  GOSX 

n  -\-  i  n  --  i 

Ces  équations  sont  compatibles,  car  on  en  déduit 
cos-/.'  +  sin-X'  =  I. 
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En  différentiant  la  seconde  équation  (i6),  il  vient 

v/«  (  «H-  2  ) 

- — ^ H-  COSA 

cosV dVz= — ^- "  ~  ^■■, 

n  +  i  f         \/nin-^  i] 

l  I H ■ '-  cos  A 

d'où,  à  cause  de  la  première  équation  (i6), 

d\ 


[n  H-  ijJ)/ 


i//i  ,  «  -t-  2  . 

I  +  ^— ^ — ^  cos>. 

«  -h  I 


par  suite,  l'équation  (i5)  devient 

Jw=6?X  —  («  -i-  i)c?X', 

Intégrons  cette  équation  de  manière  que  w  s'annule  en 
même  temps  que  X  et  X';  il  viendra 

(17)  W  =  >  —   («  -{-  l)).', 

d'où 

{18;     cosw  -!-  isino)  =  (cos>  -I-  /  sinX^  [cosX'  —  /sinV)""**, 

Faisons,  pour  abréger, 


(,9)  R=^_p.^,„-^,: 

on  aura,  par  l'équation  (11), 

,.  .  n-f-ï       p  —  g        .   ^  n-h-i       R 

(20)      msX  = 1      sin>.  ==—  ■— ; 

et  les  équations  (16)  donneront  ensuite 


n  ~- i]p  — 


o 


COSA  =  ■^=r.  

SinA'  :=       .^:-.  —  • 
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On  a,  d'après  cela, 


cosA  -;-  i  sm  A  =1 : =  (p  —  g-  4-  ;R), 


o  i  /  «  I  //  H-  a 


v«. 


cos)/  —  /  sin)/  =  - 


0  Y  /'i^/i-T-  2J  L 


'  '         «  -I-  I 


.57 


]•• 


et  l'équation  (i8j  devient  enfin 
cosw  -f-  /  sin  w 


fo 


/?  -;- 1 


«  -h  I  1 


Celte  équation  ^22  )  se  décompose  en  deux  autres  qui 
font  connaître  cosw  et  sin'j)  en  fonction  de  p;  l'une  ou 
l'autre  de  celles-ci  peut  être  regardée  comme  l'équation 
de  nos  courbes  en  coordonnées  polaires. 

En  multipliant  l'équation  (22    par  p,  il  vient 

„  +  ,] ^ /R 

n  ^\    ^1 


/Ri 


•       -  ^[y/«(«  +  2)]"-^  P" 

dans  le  cas  particulier  de  n  entier,  les  valeurs  de  x  et  j)- 
ont  la  forme  suivante  : 


Y\o\ 


F  et/"  désignant  des  fonctions  entières  de  p. 

663.  Dans  le  cas  général,  l'équation  (22)  est  trop  com- 
pliquée pour  pouvoir  servir  utilement  à  l'étude  des 
courbes  qu'elle  représente,  et  il  vaut  mieux  employer  le 
svstème  formé  des  équations  (11),  (16)  et  (17  ;,  ainsi  que 
l'a  fait  Euler. 

bi  1  on  prend  pour  unile  la  quantité  g  — ^ — >  les 


s.  —  Cale.  int. 


»7 
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équations  (ii)  et  (la)  se  réduiront  à 


COS  A, 


ds  =  d\^ 

on  a,  par  suite, 

s  =  l, 

en  comptant  les  arcs  à  partir  de  X  =  o,  et  il  vient 

n  -+- 1 
P  = 


y/»  ^  «  H-  2  ) 

pour  l'équation  générale  de  nos  courbes  entre  l'arc  et  le 
rayon  vecteur.  Ces  résultats  sont  conformes  à  ceux 
qu'Euler  a  obtenus. 

564.  Dans  le  cas  de  7i  =  i,  l'équation  (22)  devient, 
en  prenant  -  pour  unzte, 

(p.—  -2  -+-  /R):'2p— I—  /R)* 
COSW  4-  /  SUlW  = ^ — ..: 9 

3pV3 
et  l'on  a 

R=y/-p«+4p-I. 

Il  en  résulte  que  la  courbe  relative  au  cas  de  n=  i  est 
représentée  par  l'une  ou  l'autre  des  deux  équations 

p'  +  6  0  —  2 

COSW  =  '—= —  > 

3p\'3 


( 0*  4- 2p  —  2 )  v/— p* -t- 4 «*  —  ' 

3pV3 

Dans  le  cas  de  zz  =  2,  l'équation  (22)  devient,   en 

prenant  |  pour  unilc, 

S- 3-f-/RW3p-i-/R;' 
COSW  -r  /  sinw  =  " >/-r '> 

G4/)» 
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et  l'on  a 

Il  en  résulte  que  la  courbe  relative  au  cas  de  tz  =  2  est 
représentée  par  l'une  ou  l'autre  des  deux  équations 

p^  -1-  1 4  ^^  —  8  0  H-  î 
COSw  =   ' 


8p3 

-^  I  )  (  &-  -t-  4p  —  ï )  v' —  p'  -\-  Gp  —  I 

s? 


Reclification  de  la  lemniscate  et  de  l'ovale  de  Cassini. 

56S.  La  lemniscate  a  pour  équation  en  coordonnées 

polaires  (n°  5o2) 

0-=^  2a^cos2w; 

il  s'ensuit  que  l'on  a 

d'où,  en  désignant  par  5  l'arc  de  la  courbe  compté  à  par- 
tir d'une  origine  arbitraire, 

/  2        d?  j  r      dfù 

ds^=->.a^-  ou     ds^^aJi 

/  /         r.  ..  I 


\/4«^ — p*  v'cos 

Si  l'on  fait 


sinw  =:  —^  smo,     cosw  =^\/  i sin-9, 

12'  V  Q.         ' 


il  viendra 


s/ 


ï    •   2 

I S111-' 

1 


Si  donc  on  prend  la  ligne  a  pour  unité,  et  que  l'on  fasse 

'7. 
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commencer  l'arc  s  au  point  où  w  =  o,  ç  =:^  o,  on  aura 


-  sm^ç 

Ainsi,  l'arc  de  la  Icniniscate  n'est  auti^e  chose  que  l'in- 
tégrale elliptique  de  première  espèce  dont  l'amplitude 

est  o  et  dont  le  module  a  pour  carré  -• 
'  1 

On  verra  plus  loin  que  les  fonctions  elliptiques  de  pre- 
mière espèce  peuvent  être  ajoutées  ou  retranchées  entre 
elles,  multipliées  ou  divisées  algébriquement,  de  la  même 
manière  que  les  arcs  de  cercle;  il  s'ensuit  donc  que  l'on 
peut  effectuer  sur  la  lemniscate  des  constructions  ana- 
logues à  celles  auxquelles  on  est  conduit  dans  la  théorie 
du  cercle. 

566.  La  lemniscate  n'est  qu'un  cas  particulier  de  la 
courbe  connue  sous  le  nom  à^ovale  de  Cassini,  et  qui 
est  définie  par  la  propriété  que  le  produit  des  dislances 
de  chaque  point  de  la  courbe  à  deux  points  fixes  est  con- 
stant. L'équation  de  cette  courbe  est,  en  coordonnées  po- 
laires, 

p*  —  2 rt- 0- cos l'ji  -{-  a''  z=z  0'*^ 

2a  étant  la  distance  des  deux  points  fixes,  et  b-  le  pro- 
duit constant  des  distances  d'un  point  de  la  courbe  à  ces 
points  fixes. 

L'ovale  de  Cassini  affecte  trois  formes  très-différentes, 

,  ,  b  .    ^,  .  ,     , 

selon  que  le  rapport  -  est  inlcncur,  tgal  ou  supérieur 

à  l'unité  ;  dans  le  cas  de  -  —  i ,  elle  coïncide  avec  la  lem- 
a 

niscate. 

Nous   supposerons   d'abord  -  <C  '  »    et  nous    ferons 
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h-=  a-s\n^(x;  dans  ce  cas,  la  courbe  est  formée  de  deux 
boucles  fermées  égales  entre  elles,  et  l'angle  iv.  est  celui 
que  forment  entre  elles  les  tangentes  menées  par  le  centre. 
Les  ravons  vecteurs  qui  répondent  aux  valeurs  Mo  et  w, 
de  «  déterminent  sur  la  courbe  deux  arcs  que  je  repré- 
senterai par  ^(wq,  w,),  «7(oùo,  w,),  ou  simplement  par 
.î(a),"l,  c7(oo,),  si  0^0  =  0.  D'après  cela,  on  trouve  faci- 
lement 


''•''     i         V  COï'ÎW  -1-  VCOS'"2  W  C()S-2i'.     , 

y  COS^  2  w  —  COS^  2  « 


,           (^'     l         VC0S2W  —   if"S-2w  —  C0S-2a    , 
C"    Mq'  Wj  )  ^   —      I - «co, 

^  ^/b  V'  <^os'-  2  w  —  ces-  2  a 


d'où  Ton  déduit 

(ï/  5     Wp,  W,)   -1-  <7^M0,Wi;   =  2      —1         — 


COS2M  —  COS2a 


(2)        S[0iç„0ii)  (T[Mq,Cùi      =2—1        — 


C0S9.  o)  -I-  ros2a 
Si  l'on  pose,  dans  la  formule  (i), 
(  3  )  sin  &)  =  sin  a  sin  (}, 

et,  dans  la  formule  (2), 

(4)  sinw  =  cosasin-^, 
on  aura 

(5)  S{oif),0>i)  -h  (7{o>Q,Mi'   =   —     l ^  ^ 

^  J^     v'  I  —  sin-  «  sin-  ç> 
^.2     /"■'  r/!/ 


(6)        5   &io.  «1)  —  cr(&Jo,w,  )=z  —    i 


v/i  —  cos-a  sin--^ 


les  angles  Oo,  ^0,  Wo  ou  ç,,  t^,,  œ,  devant  satisfaire  aux 
équations  (3)  et  (4j. 


262  CALCUL     INTÉGRAL. 

Si  l'on  fait  Wo=  o,  on  aura  aussi  <pn=  o,  <^()=  o,  et, 
en  écrivant  cp,  ^,  w  au  lieu  de  cp, ,  i|/, ,  w< ,  les  équations  (5  ) 
et  (6)  donneront 

(7)  F(sin«,  î.)  =  ^[<«)-4-a(w)], 

(8)  F(cos«,  i}-' = -7  [j(«, — «'■(w)]. 

Il  résulte  de  là  que  toute  fonction  elliptique  de  pre- 
mière espèce  est,  quel  que  soit  son  module,  exprimable 
par  la  somme  ou  par  la  différence  de  deux  arcs  de  l'ovale 
de  Cassini,  de  l'espèce  que  nous  venons  de  considérer. 
Réciproquement,  tout  arc  de  cette  courbe  est  exprimable 
au  moyen  de  la  somme  de  deux  fonctions  elliptiques  de 
première  espèce,  dont  les  modules  sont  complémentaires. 
Ces  modules  ont  pour  valeurs 


sin«  =  -t/  i  +  — 1/  I -, 

2.  y        a-      2  y        a- 
I ,  /       V^      \  ,  /       T,-- 

COSa=  -i/  iH -H 1/  I -. 

iy  n-       2  y  a^ 

Si  dans  l'équation  (  7 )  on  pose  w  =  a,  d'où  9  =  ->  et 

qu'on  désigne  par  S  la  longueur  totale  de  la  courbe,  on 
aura 

Fj  (  Sin  «  I  =    -^r— ;  S, 

46- 

ce  qui  montre  que  la  fonction  complète  de  module  sin  a 
est  exprimable  au  moyen  du  périmètre  entier  de  la 
courbe. 

Dans  le  cas   de  -  =  i,  l'angle  a  est  égal  à  -   et  les 

arcs  a(o))  sont  nuls  ;  on  retrouve  le  résultat  connu  relatif 
à  la  Icniniscate. 
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507.   Supposons— ^i    et  posons  a- =  Z»- sinaa  ;    la 

courbe  est  composée  d'une  seule  branche.  Je  désignerai 
par  s[(t)o,  <Jt>)  )  l'arc  déterminé  par  les  rayons  vecteurs  qui 
répondent  aux  valeurs  Wq,  w,  de  w,  et  par  a  [wq,  œ,  )  lare 
que  déterminent  les  rayons  vecteurs  perpendiculaires  aux 
deux,  premiers.  D'après  cela,  on  aura 


,  10,         - 

,        ^'    /      Vcosz  W  -T- i/cos^2w -f- cot-2a 

t/,  v'COS-  2  w  -I-  cet-  2  « 


da. 


10 


ft),    — 
V  —  C'OS2(«+  \,^COS^2&)-|-COi.-  2  a 
^^ ^ àoi  ; 
^  „                    V  cos^  2  w  -i-  COt^  2  a 

par  suite,  en  supposant  Wq,  w^  compris  entre  zéro  et  jt 

ri^\        I 

,             \    ,       /             \        ^\  ^'    i       V  cot  2  a  H- v/côs^  2  W -1- cot^  2  «   , 
5    Mq,  Wi  J  +  <7  [wq,  «1  !  =  2     — •    I         =^ "W, 

"^  J,  i/cos-  2  w  -I-  COt^  2  a 

,             <                        ^          i  ^^    /       V  —  cot2a -4- \/cos^2w -t-COt-2«   , 
s  \oiQ,  a^]  —  (7(^wq,wi  J  =  2"  —   I         a«, 

"^  J^  V'COS"  2  w  -1-  eut-  2  « 

Posons,  dans  l'équation  (9), 


,     ,  ,- — ; r —        I  —  2  sin'' a  sm- «p 

(11)  »/COS^2&i  +  cet- 2K  = -. 3 

^     '  *  sm2« 

et,  dans  l'équation  (10), 


(12  y  C0S^2M  +  cot-2a 

on  aura 


I  —  1  cos^'a  Sin^'il; 


sin^y 


J      \J  i  —  sin^a 

(l4}  ^(wq,  w,)  —  (7(wo,  «l)  ^^  ^    I         -=: 


cos-«  suî--^ 
les  angles  Çy,  i^o?  'J^o  ou  çp,,  i]>,,  w,  doivent  satisfaire  aux 
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équations  (i  i)  et  (12),  et,  si  rondclcrmine  l'angle  œ'pai 
la  relation 

sin  2  w'  1:=  sin  ^  a  sin  2  w, 

les  équalions  (11)  et  (12)  se  réduiront  à 

sinw'         .  sin  m' 

sin«=-^ — -9     sin-i/ = . 

siiia  '         cosa 

Si   0)0  =  0,  on  a  aussi  (^^=0,  ij/o=o,   et  les   équa- 
lions (i3)  et  (i4j  donnent 

(i5)  F^sina,  y)  =  -  [^(w) -I- c-(w)], 

(16)  F{cosoc,^)  =  ^[s!y:  —  cT{co)]. 

Les   module)  de  ces  fonctions  elliptiques  sont  encore 
complémentaires  et  ont  pour  valeurs 


I  n-         i        /  a^ 

sma  =  -y  i.-^--y  ,-^, 

I        /  n-         \       /  II- 

cos«=-y/i->--.-y'.-^. 

Si  l'on  fait  o)  =  -^,  on  a  0=1-,  et  l'équation   (i5) 
donne,  en  désignant  par  S  le  périmètre  total  de  la  courbe, 

Fi(sina)  =  p. 

On  voit  que  l'on  est  conduit  aux  mêmes  conséquences 
que  dans  le  premier  cas. 

Des  courbes  algébriques  dont  les  arcs  s'expriment  par 
des  Jonctions  elliptiques  de  première  espèce. 

5G8.    La  détermination  de  toutes  les  courbes  algé- 
briques dont  les  arcs  peuvent  représenter  les  lonclions 
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elliptiques  de  première  espèce  offre  de  très-grandes  diffi- 
cultés, et  Legendre,  qui  s'est  beaucoup  occupé  de  cette 
recherche,  n'a  pu  trouver  aucune  courbe  possédant  la 
propriété  de  la  lemniscate.  J'ai  donné,  il  y  a  plusieurs 
années,  la  solution  complète  du  problème,  en  me  bornant 
toutefois  au  cas  des  courbes  dont  les  coordonnées  recti- 
lignes  peuvent  s'exprimer  par  des  fonctions  rationnelles 
d'une  même  variable.  J'ai  été  conduit  ainsi  à  une  infinité 
de  classes  distinctes  renfermant  chacune  un  nombre  illi- 
mité de  courbes  individuelles  d®ntles  arcs  représentent 
des  intégrales  elliptiques  de  modules  différents.  La  dis- 
cussion ultérieure  des  résultats  obtenus  a  mis  en  évidence 
deux  propriétés  géométriques  remarquables  communes 
à  toutes  les  courbes  de  la  première  classe,  et  qui  peiivent 
servir  aies  définir;  la  théorie  de  ces  courbes  devient  dès 
lors  indépendante  des  considérations  analytiques  qui 
m'ont  servi  à  les  découvrir. 

569.  Théorème  I.  —  Soit  n  un  nomhre  entier,  ou 
fractionnaire,  ou  même  incommensurable,  et  construi- 
sons le  triangle  OIMP  tel  que 


OP  =  V  «      et      ]MP  =  y/«  -4-  I , 

puis  imagijions  que,  le  sommet  O  restant  fixe,  le  triangle 
"varie  de  telle  sorte  que  le  cosinus  de  l'angle  lù formé  par 
le  seul  côté  variable  OM  avec  une  droite  fixe  soit  con- 
stamment égal  au  cosinus  de  l'angle 

«MOP  —  («-f-i    O:\IP; 

le  point  M  engendrera  une  courbe  [algébrique  si  n  est 
commejisurable)  dont  l'arc  sera  exprimable  en  fonction 
du  rayon  vecteur,  par  une  intégrale  elliptique  réduc- 


tible au  mod 


ule  t  / 

V    «  H-  I 
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Soient,  en  effet,  MOP  =  oc,  OMP  =  |3  ;  l'équation  de 
la  courbe  résultera  de  l'élimination  de  a  et  |3  entre 

cosw  =  cos  [nu.  —  i'/2-|-i)j3], 
COSa.=  z^,       cosSz=:  — ^ . 


De  ces  deux  dernières  équations  on  tire 

R  .    .  R 

sina==:  -■,       smp 


2p  y  /2  2p  v''«  -:~  I 

en  faisant,  pour  abréger, 


R  =  V  —  p**  -i-  2  ^  2  /i  -;-  i]  p'^'—i. 
Cela  posé,  on  trouve,  par  la  différentiation, 
—  ih.i  z=  ndv.  —  (  «  H-  I  )  <y(3, 

R       p  '      ''^~  R       P  ' 

d'où 

,       ,            p2  —  1  2  «  -I-  I  W/o 
=  f/w  =  -_- —■> 

R  p 

et,  par  suite,  on  aura,  pour  la  différentielle  de  l'arc, 

zh(/s  =^  2.  \jn    n  4-  i)  --^. 
R 

Des  équations  précédentes  on  déduit  encore  les  formules 
suivantes,  qu'il  convient  de  remarquer  : 

ZJZ  as  =^  \^ n  —    ^  j      n=  «5  =  V  /<  -H  I  — —  • 
'  cosp  cosoc 


On  a  d'ailleurs,  en  posant  h  =  l  / ? 


/  sillK,        COSjS  =  ^l  —  /i-SlU*«) 
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donc,  en  supposant  que  do  ait   e  signe  de  Ja, 
as  =^  \n 


et  l'arc,  compté  à  partir  du  point  de  l'axe  polaire  qui 
correspond  à  «=  o,  ou  p  r;=  y/z  -h  i  ±  <ijji^  seraexprimé 
par  l'intégrale  elliptique  de  module  k  et  d'amplitude  tx. 


i/„    V  I  —  k^  sin-  a 


y/ 

ce  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

On  voit  aisément  que,  dans  le  cas  de  n  =  i ,  la  courbe 
dont  nous  parlons  se  confond  avec  la  lemniscate. 

L'aire  du   triangle  générateur  OMP  est  y^    et  l'on 

trouve,  d'ailleurs,  aisément 

d'où  l'on  conclut  que  l'aire  du  secteur  de  courbe,  comptée 
ù  partir  de  l'axe  polaire,  est  toujours  égale  à  l'aire  du 
triangle  générateur. 

570.  Je  passe  maintenant  à  l'examen  de  la  seconde 
propriété  de  ces  courbes  remarquables.  On  a,  dans  le 
triangle  OMP, 


p^  =  2 «  H-  I  -1-  2  y'/z  !^  «  -t-  1  ]  cos  (  a  +  |3 ), 

d'où 

cos^a  +  P;  =  '^ „  =±'-—9 

2  y//i  (  «  +  I  )  "^ 

1  \J II  [n  ^  i]  "'' 
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d'où  l'on  conclut  que  l'inclinaison  de  la  normale  sur  le 
rayon  vecteur  est  précisément  égale  à  a  -h  (3  ou  à 
son  supplément;  si  donc  on  fait  au  point  M  un  angle 
PMN  =  MOP,  en  supposant  d'abord  le  premier  cas,  MN 
sera  la  normale  au  point  M  de  la  courbe,  lequel  corres- 
pond à  la  position  OMPdu  triangle  générateur  ;  d'ailleurs 
le  point  O  se  trouve  nécessairement  sur  le  segment  ca- 
pable de  l'angle  PMN,  que  l'on  décrirait  sur  MP,  ce  qui 


montre  que  MN  est  tangente  au  cercle  circonscrit  au 
triangle  générateur,  et,  si  C  est  le  centre  du  cercle  cir- 
conscrit, le  rayon  MC  sera  précisément  la  tangente  à  la 
courbe.  Il  est  d'ailleurs  évident  que,  quand  le  sommet  M 
du  triançle  décrira  la  courbe  d'un  mouvement  continu, 
cette  propriété  se  conservera  pour  toutes  les  positions  de 
ce  triangle. 

On  pourrait  supposer  que  l'inclinaison  de  la  normale 
sur  le  rayon  vecteur  fût  égale  au  supplément  de  a  +  (3; 
dans  ce  cas,  on  ferait  tourner  le  triangle  OMP  autour  de 
OM,  on  aurait  un  second  triangle,  qu'on  pourrait  substi- 
tuer au  premier,  pour  engendrer  la  courbe,  et  la  pro- 
priété précédente  serait  alors  relative  à  ce  nouveau 
triangle. 

De  ce  qui  précède  résulte  le  mode  de  génération  sui- 
vant. 


Théorème  11.  —  Si  le  triangle  OMP  varie  de  telle 
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manière  que  le  sommet  O  reste  fixe,  et  que  les  côtés  mo- 
biles OP  et  jMP  soient  constamment  égaux,  le  premier 
à  \jn,  le  second  à  \/n-T-i^  qu'en  outre  le  déplace- 
ment infiniment  petit  MM'  du  point  M  ait  lieu  à  chaque 
instant  suivant  la  droite  qui  joint  ce  point  au  centre  du 
cercle' circonscrit  au  triangle  générateur ,  le  point  iM 
engendrera  la  courbe  elliptique  quirépondau  nombre n. 
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CHAPITRE  V. 

DE  LA  CUBATURE  DES  SOLIDES  ET  DE  LA  QUADRATURE  DES 
SURFACES  COURBES.  —  DES  LNTÉGRALES  MULTIPLES. 


Volume  d'un  cylindre  à  base  quelconquBé 

571.  La  base  d'un  cylindre  peut  être  décomposée  en 
éléments  infiniment  petits,  soit  par  des  parallèles  à  une 
direction  donnée,  soit  par  des  rayons  issus  d'un  point 
intérieur.  Considérons  le  premier  mode  de  décomposi- 
tion ;  chacun  des  éléments  sera  compris  entre  deux  paral- 
lélogrammes qu'il  est  facile  de  construire,  entre  deux 
rectangles  si  l'on  veut,  dont  le  rapport  aura  pour  limite 
l'unité.  La  base  B  du  cylindre  sera  donc  la  limite  de  la 
somme  des  rectangles  intérieurs  ou  de  la  somme  des 
rectangles  extérieurs.  D'un  autre  côté,  le  volume  V  du 
cylindre,  dont  nous  désignerons  la  hauteur  par  lï,  est 
compris  entre  la  somme  des  prismes  intérieurs  de  hau- 
teur H  et  la  somme  des  prismes  extérieurs  de  même 
hauteur;  d'ailleurs  ces  deux  sommes  de  prismes  tendent 
l'une  et  l'autre  vers  une  limite  égale  au  produit  BII; 
donc  on  a  V  =  BH. 

Expression  du  volume  de  la  portion  d'un  corps  quel- 
conque comprise  entre  deux  plans  parallèles. 

57:2.   Soient  Oj:,  Oj,  Oz  trois  axes  de  coordonnées 
recliligncs  ;  désignons  par  Vie  volume  d'un  segment  d'un 
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corps  quelconque,  compris  entre  deux  plans  MqNq,  MN 
pai-allèles  au  planj\3  et  répondant  aux  abscisses  jCq  elx. 


Si  l'on  suppose  Xq  constante  et  x  variable,  le  volume  V 
sera  une  fonction  de  x  dont  il  est  aisé  d'avoir  la  diffé- 
rentielle. A  cet  effet,  considérons  les  sections  faites  dans 
le  corps  par  les  deux  plans  MN,  M'N',  parallèles  kyOz, 
et  qui  correspondent  aux  abscisses  x  et  x-j- Ax; 
ces  deux  plans  comprennent  entre  eux  le  volume  AV; 
nous  représenterons  par  u  l'aire  de  la  section  déter- 
minée par  le  plan  MN.  Prenons  un  point  i  à  l'intérieur 
de  l'aire  u,  menons  ii'  parallèle  à  l'axe  OX,  et  par  ii' 
faisons  passer  un  demi-plan  quelconque  mii'm',  qui  ren- 
contre les  plans  MN,  M'N'  suivant  im,  i'm',  et  la  surface 
du  solide  suivant  la  courbe  mm'.  Menons  par  tous 
les  points  de  l'arc  mm'  des  parallèles  à  m,i,  terminées 
à  la  droite  ii' ;  soient  /,  la  plus  petite  de  ces  droites, 
/o  la  plus  grande.  Concevons  que  l'on  porte  sur  im  les 
longueurs  i/^i,  i/j>2  égales  respectivement  à /,  et /o.  Si  l'on 
fait  tourner  le  demi-plan  m,ii'm'  autour  de  la  droite 
fixe  ii' ,  les  deux  points  p^  et  /^o  décriront  dans  le  plan 
MN  deux  courbes  fermées  dont  nous  représenterons  les 
aires  par  u,  et  u-^. 

La  surface  du  corps  étant  une  surface  continue,  il 
est  évident  que  les  aires  m,  et  lu  tendent  vers  u  quand 
Ax  tend  vers  zéro.   Soit  a  l'angle   que   fait  Taxe  Ox 
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avec  le  planj'^O^,  la  distance  des  plans  MN,  M'N'  sera 
Axsina.  Construisons  le  cylindre  qui  a  pour  l'une  de 
ses  bases  le  contour  de  iii,  dont  l'autre  base  est  dans  le 
plan  M'N',  et  dont  les  arêtes  sont  parallèles  à  Ox; 
construisons  de  même  un  deuxième  cylindre  avec  le 
contour  de  uo.  Le  volume  AV  est  compris  entre  les  vo- 
lumes de  ces  deux  cylindres,  qui  ont  pour  mesures 

«isinaA^,      W2sinaA.r, 

AV  ,  .  .  . 

le  rapport  —  est  donc  compris  entre  m,  sina  et  112  sina, 

et  l'on  a,  en  conséquence, 

^^V  .  „,        .       , 

- —  =^  usina,     ou     dV  =sincx,ax. 
dx 

D'après  cela,  si  l'on  donne  à  x  une  valeur  détermi- 
née X,  le  volume  V  d?a  segment  que  nous  considérons 
aura  pour  expression 

V  =  siiia  I      «( 


iX 

idx. 


u  étant,  nous  devons  le  répéter,  l'aire  de  la  section  faite 
dans  le  corps  par  le  plan  parallèle  au  planj'^,  qui  ré- 
pond à  l'abscisse  x;  dans  le  cas  des  axes  rectangulaires, 
on  a  plus  simplement 


r 

:=:   /       H  dx. 


Le  résultat  que  nous  venons  d'obtenir  suppose  l'aire  u 
connue  en  fonction  de  x;  la  détermination  de  cette  aire 
exige  elle-même  une  intégration;  mais  il  y  a  des  cas  où 
cette  intégration  peut  être  cfTccluée  immédiatement. 
Nous  allons  en  présenter  quelques  exemples. 
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/ippUcation  à  quelques  exemples. 

573.  Exemple  I.  —  Trouver  le  volume  d'un  cône 
à  base  quelconque. 

Prenons  le  sommet  O  du  cône  pour  origine  de  trois 
coordonnéesrectangulaires,  etlaperpendiculaire  abaissée 
de  ce  sommet  sur  la  base  pour  axe  des  x. 


Si  l'on  désigne  par  B  la  base  du  cône,  par  H  sa  hauteur, 
on  aura,  comme  on  sait, 

u       x^  B     „ 


B       li 

et  le  volume  V  sera 


'>"> 


H^ 


V  — —  r  x-^dx~~yc 

t/  o 


5! 
3 


ou 


V  =  5  BII. 

-  Trouver  le  volume  du  segment. 


574.  Exemple  II. 
d'u/i  ellipsoïde  comj)ris  entre  deux  plans  parallèles. 

Rapportons  l'ellipsoïde  à  trois  diamètres  conjugués 
Ox,Oj',  0;î  dont  les  deux  derniers  soient  parallèles  aux 
bases  du  segment;  l'équation  de  la  surface  du  corps  sera 


r         z 

l 

ou 

y' 

''  b'-'    '~c''~" 

-( 

x'-\ 

a'y 

s.  —  Cale.  int. 

la 
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a',  h',  c'  étant  los  demi-longueurs  des  diamètres  conju- 
gués. L'aire  u  est  ici  celle  d'une  ellipse  dans  laquelle 
deux  diamètres  conjugués  ont  pourlongueurs  les  doubles 
des  expressions 

en  outre,  l'angle  de  ces  diamètres  est  égal  à  l'angle  0  que 
forment  les  demi-diamètres  Z»',  c'  de  l'ellipsoïde.  On  a 
donc 

,       .        /          .r^\ 
u  =  ^b  c' sui 9     I ]  ■} 


et,  par  conséquent,  si  x^^  X  désignent  les  valeurs  de  x 
qui  répondent  aux  bases  du  segment,  et  que  oc  soit  l'angle 
formé  par  l'axe  des  x  avec  le  plan  j  s,  on  aura 

V=:77b'c' smdsinu  I     (  i  —  ^]  dr 

ou 

V  ^=  7r6'  c'  sin  e  sin  a  [(  X  -  .r„  )  -  — 't^„-1  ■ 

Pour  avoir  le  volume  entier  de  l'ellipsoïde,  il  faudra 
faire  Xo  ^^  —  a',  X  =  -;-  a',  et  il  viendra 

V  =  -^  7ra'  ^'c-'siniîsina; 

si  l'on  prend  pour  a',  h\  c'  les  demi-axes  a,  h,  c,  on 
aura  Q—-  90°,  a  ^^  90°,  et 

V  =  |  -nhc. 

La  comparaison  des  deux  formules  précédentes  donne 

a'^'c' sin^  sina    -  c/^c, 
ce   qui  exprime  le  théorème  connu,  d'après  lequel  le 
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parallélépipède  construit  sur  trois  diamètres  conjugués 
de  l'ellipsoïde  a  un  volume  constant. 

Il  est  évident  qu'on  obtiendra,  par  un  calcul  analogue, 
le  volume  d'un  segment  d'hvperboloïde  à  une  ou  deux 
nappes,  ou  celui  d'un  segment  de  paraboloïde  elliptique. 

575.  Exemple  III.  —  Etant  donnés  trois  axes  de 
coordonnées  rectangulaires,  on  demande  de  déterminer 
le  volume  compris  dans  l'angle  des  coordonnées  posi- 
tives et  limité  par  le  paraboloïde  l/jperboliçue  repré- 
senté par  l'équation  xj^=-az,  a  étant  une  constante, 
par  le  plan  ABC  qui  a  pour  équation  x  --j  -\-  z  =  a, 
et  par  le  plan  des  x  et  j . 


Le  paraboloïde  est  coupé  par  le  plan  ABC  suivant  une 
hyperbole  AMB,  et  il  passe  par  l'axe  des  x,  ainsi  que 
par  celui  desj'^.  Le  plan  PMQ,  parallèle  au  plan  j':r,  qui 
répond  à  l'abscisse  x,  coupe  cette  surface  suivant  une 
droite  MP,  et  le  plan  ABC  suivant  une  droite  MQ  pa- 
rallèle à  BC,  trace  du  même  plan  ABC  sur  le  plan  yz  ; 
enfin  il  coupe  le  plan  ay  suivant  la  droite  PQ  parallèle 
à  Oj.  L'aire  désignée  par  u  au  n**  572  est  donc  ici  celle 
du  triangle  PMQ  par  lequel  est  engendré  le  volume 
qu'on  demande  d'évaluer. 

La  base  PQ  de  ce  triangle  est  l'ordonnée  y,  relative  à 

i8. 
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1  abscisse  x,  de  la  ligne  AB  trace  du  plan  ADC  sur  le 
plan  xj  ;  on  a  donc 

la  hauteur  MH  du  triangle  PMQ  est  le  z,  relatif  à  l'ab- 
scisse x,de  l'intersection  du  paraboloïde  et  du  plan  ABC; 
l'élimination  de  y  entre  les  équations  des  deux  surfaces 

donne 

X  l^a  —  X  —  z]  z:=:  az; 

ainsi  Ton  a 

a  -r-  r 

et,  par  conséquent,  la  valeur  de  ii  est 

1    jr  f  (7  —  .rY 
u  =; 


2       a  -\-  .r. 


D'ailleurs  le  volume  demandé  V  est  limité  par  les  plans 
qui  répondent  aux  abscisses  o  et  rt;  donc  on  a 

V=-  — '-dr=  f-2a- ]d.r, 

et,  en  ellcctuant,  on  trouve 

Application  aux  solides  de  rcrolufion. 

57G.  L'aire  désignée  par  u  au  n°  572  s'obtient  immé- 
diatement dans  le  cas  très-étcndu  des  solides  de  révolu- 
lion  autour  de  l'axe  des  x,  puisque  cette  aire  est  celle 
d'un  cercle  ou  de  l'espace  compris  entre  des  cercles  con- 
centriques. 

Suit  Mo  M  une  courbe  donnée  située  dans  le  plan  des 
jcj^  et  considérons  le  solide  qu'engendre  en  tournant  au- 
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tour  de  l'axe  des  x  l'aire  MoPoP^I  comprise   entre  la 
courbe  iMo^I,  l'axe  des  x  et  les  ordonnées  MoPq,  MP. 


Dans  ce  cas,  Taire  u  sera  celle  d'un  cercle  de  rayon  j; 
on  aura  donc 

.X 


.,  v..r 


y^-d.r.. 


Xo  et  X  désignant  les  abscisses  qui  répondent  aux  ordon- 
nées Mo  Po,MP. 

Supposons  qu'on  demande  le  volume  V  engendré  par 
l'aire  MqNoNM  comprise  entre  deux  courbes  données 
MoM,  NoN  et  les  ordonnées  MqPo,  MP.  Soient  j-  et  j  ' 
les  ordonnées  des  deux  courbes;  l'aire  u  sera  celle  de 
l'espace  compris  entre  les  cercles  concentriques  de  rayons 
y  et  r';  on  aura  donc 


dx. 


hll .  Exemple  I.  —  Déterminer  le  volume  du  tore. 

Le  tore  est  le  solide  engendré  par  un  cercle  tournant 
autour  d'un  axe  situé  dans  son  plan. 


Pmpportonsle  cercle  générateur  à  deux  axes  rec! angu- 
laires dont  l'un,  celui  des  x,  coïncide  avec  l'axe  de  rovo- 


2^8  CALCUL    IKTÉGnAL. 

lution  ;  soient  a  le  rayon  du  cercle,  ê  l'ordonnée  du 
centre,  j,  j'  les  ordonnées  des  points  M,  N  qui  ré- 
pondent à  la  même  abscisse  x\  on  aura 


puis,  en  supposant  l'axe  de  rotation  extérieur  au  cercle, 

Or,  si  Ton  désigne  par  v  l'aire  de  la  portion  du  cercle 
comprise  entre  les  ordonnées  Mo  Po,MP,  qui  répondent 
aux  abccisses  Xo,  X,  on  a  évidemment 

f^  /-^ 

v:=:    I       (j — y  )  dx  =^  1    j       y  a-  —  x^dx: 

donc  le  segment  de  tore  sera 

Si  l'on  veut  avoir  le  volume  total  du  solide,  on  fera 
V  =  "Ka-,  et  l'on  aura 

V --12  77-^^*6. 

578.  Exemple  II.  —  Déterminer  le  riolunie  engendré 
par  la  surface  de  la  cycloïde  tournant  autour  de  sa  base. 

Prenons  pour  axe  des  x  la  base  de  la  cycloïde  et  pour 
axe  des  y  la  perpendiculaire  menée  par  l'une  des  extré- 
mités de  cette  base;  la  courbe  sera  définie  (n"230)  par 
les  équations 

x  =  rt  (y  —  sin'j*),     j  =  n(i  — cosy), 

d'où  l'on  tire 

dr  r^.  a  [\  —  cos V ^  f/y. 

Soit  V  le  volume  engendré  par  l'aire  comprise  entre  la 
courbe,  la  base  et  l'ordonnée  j  qui  répond  à  l'abscisse  x 
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ou  à  l'angle  y;  on  aura 

or 

î  —  COSy    '  = 7-  COS(2  -1 COS2© 7  COSO'j; 

^  ''24^  4 

donc 

\  =  ^^'  (-?  -  -^si"?  -1-  ^sinoy  _  _  sm3y  ) . 

Si  l'on  veut  le  volume  total  du  corps  engendré  par  la 
cycloïde,  on  fera  Cj.  =:;  2  7r,  et  l'on  aura 

S79.  Exemple  III.  —  Déterminer  le  volume  engen- 
dré par  la  sur/ace  de  la  cjcloïde  tournant  autour  de  la 


La  courbe  étant  rapportée  aux  mêmes  axes  que  dans 
l'exemple  précédent,  soit  V  le  volume  engendré  par  la 
surface  comprise  entre  la  courbe,  la  tangente  au  sommet 
et  la  perpendiculaire  ia  — y  à  cette  tangente  correspon- 
dant à  l'angle  cji;  on  aura 

V=7r    /         [ia — j)"<rZj:  :=:  7ra^    /      (î  -f- COSip)  sin^yf/y ; 


or 


sm-'yrfy  =: -\-  const.. 


1  C(iS(j(  siii^  çpr/'^  =  -  sin^ip  -h  const.  ; 


donc 


V  =  ■Ka^\  '-  -I î '-  —  -  sm^c    ; 

\      -2  2  3         '  / 

en  faisant  (^  =  0,  on  aura  le  volume  engendré  par  la 


>8o 
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surface  comprise  entre  la  demi-cycloïde  et  la  tangente  ;  si 
l'on  double  le  résultat,  on  obtiendra  le  volume  total,  savoir 


V=:r-2^î 


V  est  ainsi  le   cinquième    du  volume   considéré   dans 
l'exemple  précédent. 


Considérations  nouvelles  relatives  à  la  déte/'inination 
(lu  volume  des  corps  ternii/ics  par  des  surfaces  cpicl- 
conqucs. 


oc. 


Revenons  à  la  formule 

-,  X 


-  /  « 


îx 


(jue  nous  avons  établie  au  n"  572,  pour  le  cas  des  coor- 
données rectangulaires,  et  où  V  représente  la  portion  du 
volume  d'un  corps  comprise  entre  les  plans  parallèles  au 
plan  yz  qui  répondent  aux  abscisses  Xo  et  X.  On  peut 
toujours  supposer  que  la  surface,  dont  u  désigne  l'aire, 
est  terminée  par  un  contour  qui  n'est  rencontré  qu'en 
deux  points  par  les  droites  parallèles  à  l'axe  des  z\  s'il 
en  était  autrement,  on  décojnposeralt  le  volume  V  en 


y        -7., 


plusieurs  parties  satisfaisant  chacune  à  cette  condition. 
Alors,  si  l'on  désigne  par  Z  et  Cq  IcsordonnéesMP,  ///,)  P 
parallèles  auxz  et  qui  répondent  à  une  valeur  OP  :^  >  de 
l'ordonnée  parallèle  aux ->  ,  ([uc  l'tin  représente  en  même 
temps  par  jo  et  \  les  valeur:!  ^^  J'  4^"  répondent  aux 


CHAPITRE  V.  281 

limites  du  contour  de  l'aire  u,  celte  aire  aura  pour  ex- 
pression 

(2)  u=   /      (Z  —  :-Q)df, 

et  la  formule  (i)  pourra  être  écrite  comme  il  suit  : 

(3)  V=  f    dx  f   [Z-z,)dj: 

^  xa  ^  yo 

Dans  cette  formule  (3),  Z  et  Zq  sont  des  fonctions 
données  dexet  àej\  elles  représentent  les  ordonnées  z 
des  deux  points  de  la  surface  du  corps  qui  répondent  aux 
coordonnées  x,j;yo  et  Y  sont  des  fonctions  de  la  va- 
riable X  ;  elles  représentent  des  ordonnées  parallèles  auxj 
cl  répondent  à  l'abscisse  x  du  contour  qui  limite  la  pro- 
jection du  volume  V  sur  le  plan  des  xy,  enfin  Xo  et  X 
désignent  des  constantes  données. 

La  formule  (2)  exprime,  comme  on  sait,  que  Ton  a 

;Z-3o)Ar, 


'1^ 


X  étant  regardée  comme  constante  et  y  variant  de  j^  à  Y 
par  intervalles  infiniment  petits  égaux  à  Aj  ;  on  a  de 
même,  par  la  formule  (i), 

V  =  Uni  y  mAjt, 

X  variant  ici  de  Xq  à  X  par  intervalles  égaux  à  Ax.  On 
peut  donc  écrire 

V=:lim  yA.rlim  V(Z  —  z^)  A/ 
ou 
(4)    "  Y=:.limyy(Z-.o)A.rA7. 

L'expression  (3)  est  dite  une  intégrale  double  ;  Tex- 


2^2 
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pression  (4),  qui  en  est  une  conséquence,  montre  que 
V  est  la  limite  vers  laquelle  tend  la  somme  des  prismes 
infiniment  petits  (Z  —  z^,)  /^xAy,  dont  les  bases  Ajr  Aj 
forment  une  somme  qui  a  pour  limite  l'aire  suivant  la- 
quelle se  projette  le  volume  V  sur  le  plan  xj'. 

581.  On  peut  arriver  aux  résultats  qui  précèdent  par 
d'autres  considérations  qui  permettront  en  même  temps 
d'introduire  plus  de  généralité.  Désignons  par  \  le  vo- 
lume d'une  portion  quelconque  d'un  corps  rapporté  à 
trois  axes  rectangulaires,  etsupposons,  comme  précédem- 
ment, ce  que  l'on  peut  toujours  réaliser,  que  la  surface 
du  solide  à  évaluer  ne  soit  rencontrée  qu'en  deux  points 
par  les  droites  parallèles  aux  z.  Soient,  comme  au  n°  580, 
Z  et  ^0  les  valeurs  de  z  relatives  à  cette  surface.  Nom- 
mons P  l'aire  suivant  laquelle  le  volume  V  se  projette  sur 
le  plan  des  xy,  et  décomposons  cette  aire  en  éléments  in- 
finiment petits  dans  tous  les  sens,  d'après  une  loi  quel- 
conque. La  décomposition  dont  je  parle  pourra  être  réa- 
lisée au  moyen  de  deux  familles  de  lignes  dépendant 
chacune  d'un  paramètre  variable;  deux  courbes  infini- 
ment voisines  MN,  MjN,  de  l'une  des  familles  déter- 
mineront, avec  deux  courbes  infiniment  voisines  PQ, 


P,  Q,  de  l'autre  famille,  un  quadrilatère  ABB|A,=c^ 
qui  sera  l'un  dos  éléments  que  nous  avons  à  considérer; 
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on  aura 


^'-1-^' 


a'  désignant  un  élément  infiniment  petit  limité  en  partie 
par  le  contour  de  P. 

Mais,  les  éléments  «'étant  compris  entre  deux  courbes 
infiniment  voisines  du  contour  de  P,  la  somme  Z  ^  a'  a 
pour  limite  zéro,  il  en  résulte 


P  —  lim 


1- 


et,  conformément  au  principe  dun°9,  on  pourra  encore 
négliger  dans  a  toute  quantité  infiniment  petite  par  rap- 
port à  cet  élément. 

Cela  posé,  le  cylindre  qui  a  «  pour  base  et  dontles  arêtes 
sont  parallèles  à  l'axe  des  z  intercepte,  dans  le  volume  V, 
un  élément  qu'on  peut  représenter  par  a  (  Z  —  c:o  H-  f  )  en 
désignant  par  e  un  infiniment  petit;  il  en  est  de  même 
des  cylindres  qui  répondent  aux  éléments  excédants  a'  et 
auxquels  répondent  des  éléments  solides  a'(Z' — z'^^-he'). 
On  y  ainsi 

V  =^  a(Z  -zo-i-e)  -:-^  a'(Z'-  3;  -h  s' )  ; 

la  deuxième  somme  a  zéro  pour  limite,  puisque  \  a' 

tend  vers  zéro  ;  la  somme  \  ae  a  aussi  zéro  pour  limite 
(n°  9),  et  l'on  a 

(5)  V  =  nm^a(Z-^,). 

582.  Supposons  que  les  éléments  a  soient  déterminés 
par  une  série  de  lignes  parallèles  à  l'axe  des  x  et  par  une 
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deuxième  série  de  lignes  parallèles  à  l'axe  desj)';  on 
aura 

et  par  conséquent 

V  =  lim  \  ( Z  —  3o  )  ûjc  Aj. 

Pour  avoir  V,  d'après  cette  formule,  on  peut  commen- 
cer par  prendre  la  limite  de  la  somme  des  éléments 
(Z  —  Zo)  ^oc^y,  en  supposant  a:  et  Ax  constants.  Cette 

limite  sera  égale  à  Ax   j     (Z — Zq)(Îj,  si  l'on  suppose 

•■'.Vo 

que  le  contour  de  l'aire  P  ne  soit  rencontré  qu'en  deux 
points  îUq,  m  par  les  parallèles  auxj-,  et  que  l'on  désigne 
par  j^o?   V  les  ordonnées  de  ces  deux  points.  On  a  ainsi 


l'élément  du  volume  V  qui  se  projette  sur  la  partie 
Mmom^M'  de  l'aire  P,  partie  qui  est  comprise  entre 
deux  parallèles  à  l'axe  des  7  répondant  aux  abscisses  x 
et  j:  +  Ax.  Maintenant  soient  Xq  et  X  les  abscisses  cor- 
respondant aux  ordonnées  ao,  v},  auxquelles  se  termine 
le  contour  de  l'aire  P;  il  restera  à  prendre  la  limite  de  la 
somme  des  éléments  que  nous  venons  de  déterminer 
quand  x  varie  de  x©  à  X  par  intervalles  égaux  à  A.r  ;  on 
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aura  ainsi  cette  expression  de  V 


(6)  V=    r    dr  f     (Z- 


^X' 


Au  lieu  d'opérer  comme  nous  l'avons  fait,  on  peut  com- 
mencer parfaire  la  somme  des  éléments  (Z  —  Zo)  Ax ^y 
en    supposant  j'   et    A)     constants;    on    obtient   ainsi 

A)    /     (Z  —  Zo)dx,  les  limites  jc^  et  X' étant  les  ab- 

scisses  des  points  du  contour  de  Faire  P  qui  répondent  à 
l'ordonnée j)  ;  ensuite,  en  désignant  parj'^  et  Y' les  or- 
données correspondant  aux  abscisses  auxquelles  se  ter- 
mine le  contour  de  l'aire  P,  on  aura,  pour  le  volume  V, 

Y'  X' 

(7)  V=   f    dy   f      Z-~z,)dx. 

Si  l'aire  P  est  celle  d'un  rectangle  dont  les  côtés  soient 
parallèles  aux  axes  des  x  et  des  i',  il  est  évident  que 
l'on  aura 

.r'„  =  ^o,    X'----x,    y\—y.    Y'  — T, 

et  conséquemment 

^    dx  f   [Z-z,)dr=   f   df  C   [Z-z,)dx, 

d'où  l'on  conclut  ce  théorème,  déjà  établi  (n°  481), 
savoir  : 

Lorsiju  'il  s' agit  d 'intégrer  l'expression  (Z — Zq)  dx  dy 
entre  les  liantes  Xo,^de  x  et  entre  les  limites  yo,Ydey, 
on  peut  exécuter  les  opérations  dans  un  ordre  quel- 
conque, pourvu  que  les  limites  relatives  à  chaque  inté- 
gration soient  indépendantes  de  la  variable  à  laquelle 
se  rapporte  l'autre  intégration. 
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583,  Détermination  du  volumf.  total  d'un  corps. — 
Nous  supposerons  que  la  surface  du  corps  ne  soit  rencon- 
trée par  une  droite  qu'en  deux  points;  le  cas  contraire 
peut  facilement  se  ramener  à  cette  hypothèse.  L'aire  P  est 
évidemment  ici  la  trace  sur  le  plan  xy  du  c_)lindre  pa- 
rallèle aux  ::  et  circonscrit  à  la  surface  du  corps  ;  c'est 
aussi  ce  que  l'on  nomme  le  contour  apparent  du  corps 
sur  le  plan  xj.  Les  ordonnées  Zq,  Z  seront  données  par 

l'équation 

F(.r,j-,c;  ~o, 

qui  appartient  à  la  surface  du  corps;  les  points  de  celte 
surface  où  le  plan  tangent  est  parallèle  à  l'axe  des  :; 
satisfont  à  l'équation 

dF 

Ôz 

et  l'élimination  de  z  entre  les  deux  précédentes  équations 
fera  connaître  l'équation 

f[.r,j]=o 

du  contour  de  l'aire  P;  c'est  de  cette  dernière  équation 
qu'on  lircra  lesvaleursde  Vo  etde  Y.  Quant  aux  limites  jto 
et  X  de  rinlégralion  relative  à  x,  elles  sont  les  abscisses 
des  deux  points  de  la  surface  du  corps  où  le  plan  tangent 
est  parallèle  au  plan  j .?,  et  l'on  a,  pour  ces  j)oinls,  les 
trois  équations 

F(-,J,3)=--0.        -  =  0,       -=:0. 

584.  Supposons  que  les  éléments  a  du  n"  581  soient 
déterminés  par  une  famille  de  circonférences  ayant  pour 
centre  l'origine  des  coordonnées  et  par  les  rayons  issus 
de  cetle  origine.  Soient  p  et  p  -f-  Ap  les  rayons  de  deux 
circontérences  infiniment  voisines,  co,  0^4-  iloo  les  angles 
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de  deux  ravons  infiniment  voisins;  on  aura 

a  =  —  [ (  0  -4-  HpY  —  0^ ]  Am, 
et  l'on  peut  écrire,  en  négligeant  ^p^, 

V  =  lim  \  (Z  —  Zq)  p  Ap  Aw. 


9.87 


Commençons  par  prendre  la  limite  de  la  somme  des 
éléments  (Z  —  Zo)  pApAcj),  en  supposant  o)  et  Aw  con- 
stants.   Si  l'origine   des  coordonnées  est  extérieure   à 


l'aire  P,  et  que  les  rayons  issus  de  cette  origine  ne  ren- 
contrent le  contour  qu'en  deux  points,  le  résultat  sera 

A'ji  I     (Z  —  Zo)  pdp,  et  il  exprimera  l'élément  du  vo- 

lume  V  projeté  sur  la  partie  itioMM'ui^  que  déterminent 
dans  l'aire  P  les  rayons  correspondants  aux  angles  co, 
w -4-  Aw.  Il  reste  à  prendre  la  limite  vers  laquelle  tend 
la  somme  de  ces  éléments  quand  co  varie  par  degrés  égaux 
à  A'jO  entre  leslimites  Wq,  Û  qui  répondent  aux  rayons  Op, 
Ov  auxquels  se  termine  l'aire  P.  On  a  ainsi 


ÎQ  )  P  dp. 


Si  l'origine  des  coordonnées  est  dans  l'intérieur  de 
l'aire  P,  il  est  évident  que  la  première  intégration  devra 
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être  faite  à  partir  de  zéro  jusqu'à  la  valeur  R  qui  con- 
vient au  contour  de  P,  cl  que  les  limites  de  la  deuxième 
intégration  seront  o  et  2  7r.  On  a  ainsi 


080.  Exemple  I.  —  Je  prendrai  pour  premier  exemple 
de  la  tliéorie  qui  précède  le  problème  que  nous  avons 
déjà  résolu  au  n"575.  Il  s'agit  de  déterminer  le  volume  V 
compris  entre  les  surfaces  dont  les  équations  sont,  en 
coordonnées  rectangulaires, 

<3  3  --=  .rj',       07  -f-j>'  H-  3  =  <7,       z  =  o. 

L'aire  P  est  évidemment  ici  celle  du  triangle  rectangle 
formé  par  l'axe"  des  x,  l'axe  desj^  et  la  trace  du  plan 
X  -\-j  -\-  z  =^  a  sur  le  plan  xj;  cette  trace  a  pour  équa- 
tion X  -\-j  =  a,  et  l'on  a 

Jo  =  o,       Y  —  «  —  .r,       J7(,  "  o,       X  =  rt. 

L'ordonnée  ^q  est  nulle,  c'est  la  valeur  fournie  par  la 
troisième  des  équations  précédentes;  les  deux  autres 
donnent 

.TY 

et  la  plus  petite  de  ces  deux  valeurs  de  z  doit  évidemment 
être  prise  pour  Z  dans  la  formule 


i/u  •-    o 


Zdr. 


Ainsi  l'on  a  Z  =  ^-  tant  que 


xy    ^  ^  ftia  —  x) 

^-  <.   rt  —  X  -  -  jr     vu.    j  -'Z,  — -■ 

a      "  "     a  ->r  X 
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et,  au  contraire,  Z  =  a  —  x — j  tant  que 


a  ^ 

J 

/  ^^ 

a 

-f-  a.- 

par 

conséquent, 

Zdyzz 

-i 

a  {a  — .).- ' 

\ 

■ry_ 

a 

^(r 

-1- 

na—x 

X 

,     a  +  .<■ 

[a-. 

r 

I 

2 

a.r.  (rt 

-xY 

+ 

I  .r^ 

[a- 

-^■Y 

\a  -f 

-•^/ 

2 

^      ( 

a-\-xY 

I 

x[  a  - 

-  .r^ 

1^ 

y\dy 


€t 


V=-/ -./.r=M-log4     «2 

comme  on  l'a  déjà  trouvé  au  n'^  57o.  On  voit  que  le  vo- 
lume V  se  compose  de  deux  parties,  dont  l'une  est  limitée 
par  le  paraboloïde  donné,  l'autre  par  le  plan  donné. 

586.  Exemple  II.  —  Etant  donné  le  cylindre  dont 
l' équation  est  j^-h  x^ — Rx  =r  o  en  coordonnées  rec- 
tangulaires, oJi  demande  le  volume  de  la  partie  com- 
prise entre  le  plan  xj  et  la  sphère  dont  V équation  est 
x-^-\-f^-h  z-^=Vi.^. 

Si  l'on  introduit  les  coordonnées  polaires  p  etco  au  lieu 
de  X  ely,  la  sphère  aura  pour  équation 

et  l'équation  de  la  trace  du  cylindre  sera 

p  :=  R  cosw. 

L'expression  du  volume  demandé  sera  donc,  en  n'en 

S.  —  Cale,  int,  ig 
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prenant  d'abord  que  la  moitié  et  en  doublant  ensuite; 


i/o 


v/R-  — pV^^p: 


l'intégrale  /  ^^K- — P'^P^p  est  égale  à 


—  I  (R-—  p-)^  -!-const.; 


donc 


v=? 


T\}   j      (i  —  sin^w)  du 

'J  o 

=  -  R^  I  î;   (i  —  sinw  +  sinw  cos^cj)  «ido; 


on  a 


f( 


I  —  sin  o)  +  sin  0)  cos^  w  )  ^/w  r=  w  -i-  ces  w  —  -  ces'  w  +  const.  ; 


donc 

V-       ... 

3  9 


V=47rR3-  ^Rî. 


L'excès  de  la  demi-sphère  ^îtR'  sur  la  partie  2  V  du 
cylindre  indéfini  comprise  dans  son  intérieur  est  donc 


égale  à  -R'. 
9 


Sur  l' application  des  formules  précédentes  à  des 
questions  diverses. 

587.  La  considération  des  volumes  peut  être  employée 
avec  avantage  dans  la  solution  de  questions  diverses;  on 
en  a  vu  un  exemple  au  n°  582,  où  nous  avons  rencontré 
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naturellement  une  démonstration  nouvelle  et  fort  simple 

de  la  règle  de  l'intégration  sous  le  signe/,  déjà  précé- 

demment   établie  ;    nous   présenterons  ici   deux  autres 
exemples. 

Comme  premier  exemple,  nous  indiquerons  le  pro- 
cédé dont  Poisson  a  fait  usage  pour  déterminer  la  valeur 
de  l'intégrale  définie 


L 


'dx. 


dont  nous  nous  sommes  déjà  occupé  au  n°  497,  et  qui 
n'est  autre  chose  que  l'intégrale  eulérienne  ri-)» 
Si  l'on  multiplie  la  précédente  intégrale  par 

f     e-y'-dj. 


on  aura  un  produit  égal  à  r^(-)»  qui  ne    sera  autre 
chose  que  l'intégrale  double 


r"\C 


e-i-^'+y-)  dj. 


Cette  intégrale  double  exprime  le  volume  indéfini  com- 
pris entre  la  surface  dont  l'équation  est  en  coordonnées 
rectangulaires  z  =.  e~''~y^  et  le  plan  xj.  Or,  si  l'on  sub- 
stitue aux  coordonnées  a:  ^  les  coordonnées  polaires  p,  w, 
l'équation  de  la  surface  sera  z  =^  ^~^',  et  le  volume  que 
nous  considérons  aura  pour  expression 


(^)=X""'-'X'^"''"'^- 


L'intégrale  relative  à  p  étant  indépendante  de  w,  on  peut 

19* 
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écrire 

le  premier  facteur  a  pour  valeur  2  7r,  le  second  est  égal 
à  -;  on  a  donc 

comme  on  l'a  déjà  trouvé  par  d'autres  considérations. 

588.  Comme  deuxième  exemple,  nous  nous  propo- 
serons de  démontrer  une  formule  curieuse,  dont  Lejeune- 
Dirichlet  a  fait  usage  dans  un  de  ses  Mémoires  ;  cette  for- 
mule est  la  suivante  : 

/{oc,  y)  y  désigne  une  fonction  quelconque  qui  reste 
finie  entre  les  limites  des  intégrations.  Il  s'agit  donc  ici 
d'une  intégrale  double  dans  laquelle  l'intégration  relalive 
à  Y  doit  être  effectuée  entre  des  limites  qui  ne  sont  pas 
toutes  deux  indépendantes  de  l'autre  variable,  et  où  l'on 
peut  cependant  intervertir  l'ordre  des  deux  intégrations. 
Pour  démontrer  la  formule  de  Diriclilet,  il  suffit  de  con- 
sidérera:, Y  etf[x,y)  comme  les  trois  coordonnées  rec- 
tangulaires d'une  surface;  alors  on  voit  de  suite  que  cha- 
cune des  deux  intégrales  doubles  exprime  le  volume  com- 
pris entre  la  surface  dont  nous  venons  de  parler,  le  plan 
des  xr  et  les  trois  plans  perpendiculaires  à  ce  dernier, 
dont  les  équations  sont  j  :^=  o,  x  ::^  a,  y  =:^  x. 

De  l'aire  des  surfaces  courbes. 

589.  On  ne  peut  comparer  à  une  ligne  droite  qu'une 
autre  ligne  droite  ou  une  somme  de  telles  lignes;  aussi 
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nous  avons  dû  définir  avec  précision,  dans  le  Calcul  dif- 
férentiel, la  longueur  rectiligne  qu'on  nomme  longueur 
d'un  arc  de  courbe.  Nous  emploierons  ici  des  considé- 
rations analogues  pour  définir  ce  que  nous  entendons  par 
aire  d'une  portion  déterminée  de  surface  courbe. 

On  peut  toujours  supposer  que  la  portion  de  surface 
courbe  dont  il  s'agit  soit  limitée  par  un  contour,  car, 
si  le  contraire  avait  lieu,  et  qu'il  fût  question  de  la  sur- 
face totale  d'un  corps,  on  serait  dans  le  cas  d'un  con- 
tour infiniment  petit  ;  d'ailleurs  rien  n'empêcherait  de 
décomposer  la  surface  en  deux  ou  en  un  plus  grand 
nombre  de  parties;  ce  que  nous  allons  dire  de  chaque 
partie  s'appliquera  alors  naturellement  à  l'aire  totale, 
qui  sera  la  somme  de  ces  parties. 

Soit  une  portioji  de  surface  courbe  terminée  par  un 
contour  C;  nous  nommerons  aire  de  cette  surface  la 
limite  S  vers  laquelle  tend  l'aire  d'une  surface  polyc- 
drale  inscrite  formée  de  faces  triangulaires  et  terminée 
par  un  contour  poljgonal  F  ayant  pour  limite  le  con- 
tour C. 

Il  faut  démontrer  que  la  limite  S  existe  et  qu'elle  est 
indépendante  de  la  loi  suivant  laquelle  décroissent  les 
faces  de  la  surface  polyédrale  inscrite. 

Nous  rapporterons  la  surface  à  trois  axes  rectangu- 
laires, et  nous  choisirons  le  plan  xj  de  manière  qu'il  ne 
soit  perpendiculaire  à  aucun  des  plans  tangents  menés 
à  la  surface  par  les  points  situés  sur  le  contour  C  ou 
dans  l'intérieur  de  ce  contour;  on  peut  toujours  pro- 
céder ainsi  en  décomposant,  s'il  est  nécessaire,  la  portion 
de  surface  considérée  en  plusieurs  parties,  et  en  regardant 
l'aire  totale  comme  égale  à  la  somme  des  aires  des  parties. 
Cela  posé,  soit  C  la  projection  du  contour  C  sur  le  plan 
desx}-  ;  inscrivons  dans  le  contour  C  un  polygone  F' dont 
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les  côtés  soient  tous  infiniment  petits,  et  décomposons  ce 
polygone  V  en  éléments  triangulaires  a  dont  les  Irois 
côtés  soient  infiniment  petits.  Les  arêtes  du  prisme 
triangulaire  qui  a  pour  base  a,  et  dont  les  arêtes  sont 
parallèles  à  l'axe  des  z,  rencontreront  la  surface  couHîe 
en  trois  points,  et,  si  l'on  joint  ces  points  deux  à  dei'.x, 
on  obtiendra  un  triangle  qui  sera  l'une  des  faces  de 
la  surface  polyédrale  que  nous  voulons  inscrire;  l'aire 

de  ce  triangle   sera  égale  à  - — —  >   9  étant  l'angle    que 

forme  le  plan  du  triangle  avec  le  plan  xy.  D'après  cela, 
si  l'on  désigne  par  P  l'aire  totale  de  la  surface  polyé- 
drale inscrite,  on  aura 


^  ces  9 


Mais,  si  l'on  nomme  ^  l'angle  que  forme  avec  le  plan  xy 
le  plan  tangent  mené  à  la  surface  par  l'un  des  sommets 

du  triangle  inscrit  dont  l'aire  est  — —5  il  est  évident  que 
l'on  aura 

■ — 7  =  — ;   i  +  O' 
cosv       cos<; 

e  désignant  un  infiniment  petit;  on  peut  donc  écrire 

^   '  ^  cosÇ        ^     cosÇ 

L'ordonnée  z  de  notre  surface  est  une  fonction  déter- 
minée des  variables  x  ely;  cos^  est  aussi  une  fonction 
des  deux  mêmes  variables.  Considérons  alors  la  surface 
dont  l'ordonnée  Z  a  pour  valeur 


cosÇ 
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désignons,  en  outre,  par  Y  le  volume  limité  par  cette  sur- 
face et  par  le  plan  xy  dans  le  cylindre  parallèle  à  l'axe 
des  z  et  qui  a  pour  base  C;  on  aura  (n°  581) 

{i\  V— limVza=  lim  >  -^ — 

Donc  la  première  des  sommes  de  la  formule  (i)  a  pour 
limite  V;  il  s'ensuit  (n"  9)  que  la  deuxième  somme  a 
zéro  pour  limite,  et  Ton  a,  en  conséquence, 

(3)  limP=zV     ou     S  =  V, 
ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

o90.  Mais  la  formule  (2)  subsiste  (n°  581)  quelle  que 
soit  la  figure  des  aires  infiniment  petites  a.  ;  on  aura  donc, 
pour  toute  décomposition  de  l'aire  C  en  éléments  a  infi- 
niment petits  dans  tous  les  sens, 

(4)  S^liniV-— . 

Soient  ^0  et  ^)  la  plus  grande  et  la  plus  petite  des 
valeurs  de  ^  pour  les  différents  points  situés  dans  l'inté- 
rieur du  contour  C;  la  formule  précédente  donnera 


S  = 


lim  \  «  =  — '- — -; 


cos; 


en  désignant  par  i^'  un  angle  compris  entre  ^0  et  ^i,  et 
par  A  l'aire  limitée  par  le  contour  C.  Supposons  que 
l'aire  A  se  réduise  à  un  élément  a  infiniment  petit  dans 
tous  les  sens;  S  se  réduira  aussi  à  un  élément  infiniment 
petit  c,  et  l'on  aura 

c  =    7« 

Soit  ^  l'angle  formé  avec  le  plan  des  xy  par  le  plan  tan- 
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gent  en  un  point  quelconque  de  l'élément  c,  on  aura 


cosc^'         cusi;  ^ 
y)  étant  un  infiniment  petit;  donc 

Il  faut  remarquer  que  la  formule  (4)  subsiste  lors 
même  que  le  plan  tangent  de  la  surface  proposée  serait,  en 
quelques  points  du  contourC,  perpendiculaire  au  plan  xj  ; 
en  effet,  cette  circonstance  n'aura  plus  lieu  si  l'on  substil  ue 
au  contour  C  un  autre  contour  Cq  infiniment  voisin,  con- 
venablement choisi  ;  désignant  alors  par  Sq  l'aire  com- 
prise dans  le  nouveau  contour  et  par  Vq  le  volume  déter- 
miné comme  on  l'a  expliqué  au  n"  589,  on  aura 

cette  égalité  subsiste  quand  le  contour  Co  varie  et  tend 
vers  la  limite  G  ;  d'ailleurs  So  tend  alors  vers  la  limite  S  ; 
on  obtient  donc  l'égalité  (3)  en  passant  à  la  limite.  Quelle 
que  soit  l'aire  terminée  par  le  contourC,  on  peut  toujours 
la  décomposer  en  parties  telles  que  le  plan  tangent  de  la 
surface  ne  soit  perpendiculaire  au  plan  xj  que  pour 
des  points  situés  sur  les  contours  partiels;  il  en  résulte 
que  la  formule  (4)  convient  à  tous  les  cas. 

591.  Appliquons  ce  qui  précède  au  cas  d'une  surface 
définie  par  son  équation  entre  trois  coordonnées  rectan- 
gulaires x,j,  z.  Soit 

(6)  dz^=  pdx  -\-  q dy, 

p  et  (]  étant  des  fonctions  données  de  x  et  j  ;  on  aura 
(no254) 

COoÇ 
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Supposons,  ce  qu'il  est  toujours  possible  de  réaliser, 
que  le  contour  G'  de  la  projection  de  l'aire  S  à  évaluer 
ne  soit  rencontré  qu'en  deux  points  par  les  parallèles 
aux  j  ;  alors  l'aire  S  ,  égale  au  volume  \ ,  aura  pour 
expression  (n°  582) 


'■£■'' L  '' 


jo  et  Y  désignent  les  ordonnées  j^  du  contour  C  qui 
répondent  à  l'abscisse  a',  Xo  et  X  sont  les  abscisses  cor- 
respondant aux  ordonnées  qui  limitent  le  contour.  On 
peut  écrire  aussi 


(8) 


S—    /      <•//    I      \/ 1  ^  p- -\- q^  dr  : 


mais  ici  Xq  et  X  désignent  les  abscisses  des  deux  points 
du  contour  qui  répondent  à  un  même  y,  tandis  que  y^ 
et  Y  sont  les  ordonnées  correspondant  aux  deux  ab- 
scisses qui  limitent  le  contour  C. 

o9i2.   11  est  quelquefois  avantageux  de  substituer  aux 
coordonnées  x,  j  les  coordonnées  polaires  p,  oo.  On  a 

.r  =  0  cos&j,     y  =  j3  sin&j, 

et  l'on  peut  prendre  cAp^oi  pour  l'élément  a  (n°  584). 
Alors,  si  l'origine  des  coordonnées  est  extérieure  au  con- 
tour C,  et  que  chaque  rayon  p  ne  rencontre  le  contour 
qu'en  deux  points,  on  aura 

dr.    / 

wn  «'On 


>do 

cosi;' 


po  et  Pv.  étant  les  rayons  des  points  du  contour  (V  qui 
répondent  à  une  même  valeur  de  o),  et  o)o,  ù  désignant 
les  valeurs  de  w  qui  répondent  aux  ravons  limites  du 
contour.  Cette  formule  est  encore  applicable  au  cas  où  le 
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contour  C  serait  formé  de  deux  contours  partiels  inté- 
rieurs l'un  à  l'autre,  l'origine  étant  dans  l'intérieur  du 
plus  petit  contour  et  la  surface  S  à  évaluer  ayant  pour 
projection  l'espace  compris  entre  les  deux  contours; 
dans  ce  cas,  on  a  évidemment  Wo=  o,  Cl  =  21:  ci 

(.0)  s=j     ,.j  i±. 

Si  le  plus  petit  des  deux  contours  dont  on  vient  de 
parler  se  réduit  à  l'origine  des  coordonnées,  on  a  po--  o, 
et  la  formule  (10)  devient 

(II)  S=:J  Cl.j        ^ 


■os  t 


Le  cosinus  de  l'angle  (^  s'exprime  facilement  en  fonc- 
tion des  dérivées  partielles  de  ::  par  rapport  à  0  et  w. 
On  a 

dx  =  dp  cosw  —  p  sinwr/w,      dj  =  dp  sinw  H-  p  coswr/w; 

la  formule  (6)  donne  alors 

dz  .  i  àz 

-^-  =  ■•}  cosw  -+  7  sui  w,      -  -     r^  —  p  sinw  -f-  n  cosw; 

dp      '  ^  p  ()w  '  ■' 

élevant  au  carré  et  ajoutant,  il  vient 
par  suite 


7, 


^  =  V^'--(f'   ""' 


Jcj 


On  a  donc 


-/M 


dodu. 


'\ôp 


en  se  dispensant  d'indiquer  les  limites  des  intégrales, 
afin  d'embrasser  tous  les  cas. 


CHAPITRE    V. 


299 


Cas  des  surfaces  de  révolution. 

593.  Dans  le  cas  des  surfaces  de  révolution,  l'intégrale 
double  qui  exprime  l'aire  de  la  zone  comprise  entre  deux 
plans  perpendiculaires  à  l'axe  se  réduit  immédiatement  à 
une  intégrale  simple. 

Soit  CMD  une  courbe  rapportée  à  deux  axes  rectangu- 
laires Ox,  O  y  situés  dans  un  plan,  et  supposons  que  l'on 
demande  l'aire  S  de  la  zone  engendrée  par  l'arc  CD 
tournant  autour  de  l'axe  desx.  Considérons  d'abord  le  cas 


où  l'ordonnée  ^  de  la  courbe  est  constamment  croissante 
ou  décroissante  quand  on  passe  d'une  extrémité  à  l'autre 
de  l'arc  CD  ;  l'aire  demandée  S  aura  pour  projection,  sur 
le  plan  perpendiculaire  à  Ox,  l'espace  compris  entre  les 
deux  cercles  décrits  de  l'origine  comme  centre  avec  les 
ordonnées  CA^  )  0,  DB  ^=  Y  des  extrémités  de  l'arc.  On 
peut  donc  appliquer  ici  la  formule  (io)dun*'592  en  écri- 
vant j'  au  lieu  de  p  et  en  prenant  pour  X,  l'angle  du  plan 
tangent  à  la  surface  avec  le  plan  perpendiculaire  à  Ox  ; 
on  a  ainsi 

s=  r,i,..  r'^. 

Or,  par  la  nature  de  la  surface,  Z,  ne  dépend  pas  de  oi; 
on  peut  donc  faire  sortir  le  facteur  /     -■ du  signe  / 
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relatif  à  o),  et  l'on  a 

s  .-=7    /       ûco;<    l =2  71   / r; 

/  /     cosÇ  /     cosç 

le  plan  tangent  d'une  surface  de  révolution  étant  perpen- 
diculaire au  plan  de  la  courbe  méridienne,  ^  est  l'angle 
formé  par  la  tangente  de  cette  méridienne  avec  l'axe  desjj  ; 

par  conséquent,  cosj'rrz:  liz  -  -,  c?5  étant  la  différentielle  de 
^  as 

l'arc  :1c  la  courbe.  On  a  ainsi 


le  signe  ±:  devant  être  remplacé  par  le  signe  de  Y — jo  ', 
si  Xo  et  X^jCo  désignent  les  abscisses  qui  répondent 
aux  ordonnées  yof  Y,  on  pourra  écrire  aussi 

.X 


Il  est  évident  que  cette  dernière  formule  subsistera 
quel  que  soit  l'arc  de  courbe  CD,  car  on  peut  toujours 
décomposer  l'arc  CD  en  parties  telles  que  de  l'une  des 
extrémités  à  l'autre  de  chaque  partie  l'ordonnée  varie 
dans  le  même  sens.  Notre  formule  s'appliquant  à  chaque 
partie,  elle  s'applique  aussi  à  leur  somme. 

594.  On  peut  établir  directement  la  formule  que  nous 
venons  d'obtenir.  Effectivement,  inscrivons  dans  l'arc  CD 
une  ligne  polygonale  dont  les  côtés  soient  infiniment 
petits.  Chacun  de  ces  côtés  ]\DI'  engendrera  un  tronc  de 
cône;  inscrivons  dans  chaque  tronc  de  cône  une  surface 
polyédrale  formée  de  faces  quadrangulaires  dont  deux 
côtés  soient  des  arêtes  infiniment  voisines  du  tronc  de 
cône  ;  chacune  de  ces  faces  étant  ensuite  décomposée  en 
triangles  par  une  diagonale,  nous  aurons  une  surface  po- 
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lyédrale  qui  sera  inscrite  à  la  fois  dans  la  surface  de 
révolution  proposée  et  dans  la  surface  composée  des  troncs 
de  cône  inscrits.  Il  résulte  de  là  que  la  surface  demandée  S 
est  égale  à  la  limite  de  la  somme  des  surfaces  des  troncs 
de  cône.  Or,  six,^'  désignent  les  coordonnées  du  point  M, 
X  -i-  Ax,  y  -;-  Aj  celles  du  point  M',  la  surface  engen- 
drée par  MM'  sera 

2  7T  (j  -!-  -^  j  v^I^mTTP 
ou 

ds         ,  . 

2  TT  r  — -  A  x  f  I  -h  s  1  j 
tir  ' 

en  désignant  par  s  l'arc  de  la  courbe  et  par  e  un  infini- 
ment petit.  D'après  cela,  on  a 

S  =  liin  \  2  77r — Ix 
Z-j       "   dx 

OU 

s  =  2  7r    /       y  —-  dx. 
djc 


f' 


595.  Aire  de  l'ellipsoïde  de  révolt:tio:v. — Cher- 
chons l'aire  d'une  zone  de  l'ellipsoïde  de  révolution.  Soit 

.T-  y-  

a-  b- 

l'équation  de  l'ellipse  qui  engendre  la  surface  en  tour- 
nant autour  de  l'axe  des  x;  on  a 

ds        h 

L'aire  engendrée  par  l'arc  compris  entre  l'extrémité 
du  demi-axe  b  et  le  point  qui  répond  à  l'abscisse  x  sera 


=  2--.j     V"^-v- 


ù'  j  r'^  dx\ 


il  convient  de  distinguer  les  cas  de  a^^>  b  et  de  a<^b. 
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Si<7^Z»,  l'ellipsoïde  est  de  révolution  autour  du  grand 
axe;  on  a 

2    /      sja'  —  [a- —  b'^)jr^dx 

7=xda^ —  [a- —  b^]x-  -{ n vc. cas, , : 

donc 


•KbxJa* — frt^ — b^]^^          -Ka^b                 Ja'* — (a' — ^^].7-'^ 
S  = ^ '- 1 arc  ces ^— r '- —  . 

«2  ^^1  _  (,2  «2 

Si  l'on  veut  l'aire  totale  de  l'ellipsoïde,  il  faut  faire  x=a 
et  doubler  ensuite  le  résultat  ^  il  vient  ainsi 

, .  iTta^b  b 

S  =  27rw-H i^^^^r  arccos -j 

^a}  —  b^  « 

ou,  en  posant  b  =  a  cos  -? 

\         sin  y  ) 

Si  h  =^  a,  y  =  o,  l'ellipsoïde  se  réduit  à  une  sphère,. 
et  l'on  retrouve  la  formule  connue  S  =  4'^'^"- 

Supposons  en  second  lieu  n  <^b\  dans  ce  cas  l'ellipsoïde 

est  de  révolution  autour  du  petit  axe,  et  l'expression 

de  S  est 

•y-rzh     r' — 

S=-^  )Ja'  -^{b*  —  a'}x*dv 

ou 


■Kbxy/a^-h{b*—a^)x*  irhn*  x^b*— a-+ \/a^-h{b^— a*)x* 

faisant  x  ^=  a  dans  cette  formule,  et  multipliant  ensuite 
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par  2,  on  obtient  l'aire  totale  de  l'ellipsoïde,  savoir 


S  =  -2-b--^ 


1-bn'^  h  -f-  y7(-  —  a- 


si  l'on  pose 


Ib'-  —  fl* 


b  = 


la  formule  précédente  deviendra 


S  =:  2  77  1^'- 


I  + 


I  '  e'  -+-  e-T  j  J  ' 


ce  qui,  pour  h  ^=  aony  ^=  o,  ss  réduit  à  /^na-,  expres- 
sion relative  à  la  sphère. 

applications  de  la  méthode  pour  la  détermiriation  de 
l'aire  des  surfaces  courbes  quelconques. 

596.   Problème  I.  —  Trouver  l'aire  d'un  triangle 
sphérique. 

Un  triangle  sphérique  pouvant  se  décomposer  en  deux 
triangles  rectangles  par  un  arc  de  grand  cercle  abaissé 


d'un  sommet  perpendiculairement  sur  le  côté  opposé,  il 
nous  suffira  d'examiner  le  cas  du  triangle  rectangle. 
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Soit  le  triangle  sphérique  ABC,  rectangle  en  A,  que 
nous  rapporterons  à  trois  axes  rectangulaires  passant  par 
le  centre  de  la  sphère  ;  nous  prendrons  pour  plan  des  ay 
le  plan  du  côté  AC,  et  nous  ferons  passer  l'axe  des  x  par 
le  sommet  C.  La  ligne  OA  est  la  trace  du  plan  du  côté  AD 
sur  le  plan  xj',  et,  si  l'on  abaisse  du  sommet  B  la  perpen- 
diculaire BP  sur  OA,  l'arc  de  cercle  BG  se  projettera  sui- 
vantun  arc  d'ellipse  CP;  il  s'agit  donc  de  trouver  l'aire 
de  la  portion  de  sphère  qui  se  projette  à  l'intérieur  du 
triangle  curviligne  ACP. 

L'équation  de  la  sphère  est 

X-  -i-  /-  -I-   Z^  ^  il'', 

et  celle  du  plan  du  côté  BC  est 

2  =:i  r  tang  C, 

C  étant  l'angle  au  sommet  du  même  nom  dans  le  triangle. 
En  éliminant  z  entre  les  deux  équations  précédentes,  on 
a  l'équation  de  l'ellipse  CP,  savoir 

,,-•2 


cos-  c 


d'où  l'on   tire,   en  remplaçant  x  cl  y  par  les  valeurs 
pocosto,  posinci), 

RcosC 


po 


)/ 1  —  siii-Ccos-w 

Le  cosinus  de  l'angle  que  fait  le  plan  tangent  de  la 

sphère  avec  le  pian  a:}- est  —  ou =r — —i  et  1  élément  de 

^  R  il 

la  surlace  spherique  est  — -  ' -•  L  intéeration  relative 

à  p  doit  être  faite  depuis  la  valeur  po»  qui  convient  à  l'el- 
lipse,  jusqu'à  p  =  R;  celle  relative  à  oj  duil  être  laite 
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depuis  w  =:  o  jusqu'à  w  =  — ,   Z>  étant  la  longueur  du 
côté  AC;  ainsi  l'expression  de  l'aire  demandée  S  est 

On  a 

Jf*      Ror/o                 — ;■             R^sinCsinw 
-—: ;  =  !«■  s/^'  —  PÔ  =  . ? 

5„   yR-  —  p-  y  I  —  sin-Ccos^w 

donc 

b 

sin  w  du 


r^    R^sinCs 
Jo     v'i  —  sin- 


G  cos"  (u 


L'intégrale  indéfinie  de  la  différentielle  sous  le  signe  |  est 
• — R^  arc  sin  (sinC  cosco)  -|-  const.  ;  on  a  donc 

S  =  R-     G  —  arc  sin  (  sin  C  cos  -5-  )     ; 

mais,  nar  les  formules  de  la  Trigonométrie  sphérique, 
sinC  cos  — est  égal  à  cos  B  ou  à  sin  i-  — B|)  et,  par  suite. 


S  =  RMB  +  G ), 


ce  qui  est  la  formule  connue. 

597.   Problème  II.  —  Etant  donnée  la  sphère  qui  a 
pour  équation  en  coordonnées  rectangulaires 

x^ -+- X"" -h  z- =  ï , 
S.  —  Caic.  i/it.  20 
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trouver  l'aire  de  la  portion  de  cette  sphère  qui  se  projette 
sur  le  plan  xy^  dans  l'intérieur  de  la  courbe  dont  l'équa- 
tion en  coordonnées  polaires  est 


P=y  ^(i-t^'ng'^l- 


L'élément  de  la  surface  sphérique  est,  comme  dans  lo 
problème  précédent,  et  à  cause  de  R  =  i , 

p  (Jp  r/w 


La  courbe  donnée  est  symétrique  par  rapport  aux  axes 
des  X  et  desj^;  il  suffît  donc  de  déterminer  l'aire  sphé- 
rique qui  se  projette  sur  l'un  de  ses  quadrants,  celui  qui 

répond  aux  valeurs  de  w  comprises  entre  o  et  y  Le  rayon 
vecteur  de  cette  courbe  est  plus  grand  que  i  pour  les  va- 
leurs de  w  comprises  entre  o  et  -v?  mais  il  est  inférieur  à 

I  pour  les  valeurs  de  o>  comprises  entre  p  et  ^  ;  donc  l'aire 

que  nous  avons  à  évaluer  se  compose  de  deux  parties,  sa- 
voir celle  qui  se  projette  sur  le  secteur  circulaire  dont 

l'angle  est  ^>  et  celle  qui  se  projette  sur  le  segment  de  la 

courbe  donnée  dont  la  corde  fait,  avec  l'axe  des  x,  l'angle 

-.  Pour  la  première  partie,  les  intégrations  devront  être 

faites  de  p  =  o  à  p  =  i  et  de  w  ==  o  à  w  =  p-,  pour  la 
deuxième  partie,  l'intégration  relative  à  p  doit  être  faite 
de  p  =  o  à  p  =  v/"(*  —  tang'-w)  et  celle  relative  à  w  de 
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o  =r  ^  à  0)  ^  ^  •  On  a  ainsi 
b  4 


do 


s/i-p' 


Iv 


i^XV^'"^'""^'"" 


or 

3     do. 


/s  .  I  I  2   COS^w  /*        2C0S&J<fw 

tang^  w dt 


22  1/3  I 

-tang^w /    \/2sm^w 

2       '^  2       1/     V  2 


v/: 

La  première  intégrale  a  pour  valeur 

t  /  -  log  (  tangM  -h  i  /  tang^  w  —  ô  )  ~'"  const., 

et  la  seconde 

V^logl  sinw  +  i /sin-w  —  j  )  ~^  const.; 

on  conclut  de  là 

S  =  I  M-  s/2  log  (v/^  -1- 1)  -  y/|  log  (v  3  -4-  v^â). 

Formule  générale  pour  la  détermination  de    l'aire 
des  sur/aces. 

598.  Considérons  d'abord  le  cas  d'une  aire  plane 
limitée  par  un  contour  C,  et  supposons  que  les  équa- 
tions 

(l)  U  =  X,        i>  =  ^, 

70. 
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dans  lesquelles  u  et  v  désignent  deux  fonctions  des  coor- 
données X  et  j,  a  et  j3  deux  paramètres  variables,  repré- 
sentent deux  séries  de  lignes  telles  que  par  chaque 
point  de  l'intérieur  du  contour  C  on  puisse  mener  une 
ligne  de  chaque  système  ;  nous  admettrons  que  ces 
lignes  ne  rencontrent  le  contour  G  qu'en  deux  points. 
Les  équations(i),  résolues  par  rapport  à  x  ctj  .,  donnent 

On  obtient  une  ligne  de  la  première  série  en  faisant 
varier  dans  ces  formules  le  paramètre  (3,  après  avoir  at- 
tribué à  a  une  valeur  déterminée,  de  même  la  variation 
de  a,  le  paramètre  j3  demeurant  fixe,  donne  une  ligne  de 
la  seconde  série.  Divisons,  comme  au  n°  581,  l'aire  S  en 


parties  infiniment  petites  dans  tous  les  sens  au  moyen 
des  lignes  a  et  j3;  l'aire  S  sera  la  limite  de  la  somme  de? 
quadrilatères  ABA,B,  déterminés  par  les  lignes  quv 
correspondent  aux  valeurs  a,  a -f- Aa,  j3,  j3 -f- A(3  des 
deux  paramètres.  Pour  évakier  l'aire  du  quadrilatère 
ABA,B|,  nous  supposerons  d'abord  que  les  accroisse- 
ments ù^y.,  A'î  ne  sont  pas  indépendants  l'un  de  l'autre, 
mais  que  leur  rapport  reste  voisin  d'un  nombre  fixe,  de 
l'unité  par  exemple;  alors,  Ax  étant  pris  pour  infini- 
ment petit  principal,  A(3  sera  du  premier  ordre.  Menons 
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au  point  A  la  tangente  à  la  courbe  AA, ,  que  l'on  obtient 
par  la  variation  du  paramètre  a  ;  la  distance  de  chaque 
point  de  cet  arc  à  la  tangente  en  A  est  une  quantité  du 
second  ordre,  et  l'arc  est  compris  entre  deux  parallèles 
à  la  tangente,  dont  la  distance  est  du  second  ordre. 
Pareillement,  l'arc  BBj  est  compris  entre  deux  paral- 
lèles à  la  tangente  en  B  à  cet  arc,  et  dont  la  distance  est 
aussi  du  second  ordre.  Remarquons  maintenant  que 
l'angle  des  tangentes  en  A  etB,  étant  du  premier  ordre 
par  rapport  à  A,3,  est  encore  du  premier  ordre  par 
rapport  à  Aa.  En  opérant  de  même  pour  les  arcs  AB, 
AiB,,  on  obtiendra  deux  paralléJogrammes  entre  les- 
quels sera  comprise  l'aire  œ  du  quadrilatère  ABAjBj. 
Les  sommets  des  deux  parallélogrammes  sont  distants 
respectivement  des  points  A,  B,  A),  B,  de  quantités  du 
second  ordre  :  leurs  côtés  ne  difTèrent  donc  des  cordes 
AA),  AB  ou  des  arcs  AAj,  BB,  que  de  quantités  du  se- 
cond ordre.  Représentons  par  s^  et  5o  les  arcs  des 
courbes  comptés  à  partir  de  deux  origines  fixes,  par  i 
l'angle  des  tangentes  à  ces  deux  coui^bes  au  point  A; 
l'aire  du  quadrilatère  ABAjBj  pourra  être  représentée 
par  la  formule 

3  w=  — i  — ^sin/  I-:- £V/«f/3, 

dans  laquelle  e  désigne  une  quantité  qui  s'annule  avec 
Ax  et  Aj3. 

Revenons  au  cas  où  Aa  et  A|3  sont  des  quantités  infi- 
niment petites  indépendantes.  Pour  chaque  svstème  de 
valeurs  de  Aa  et  de  A^î ,  on  pourra  déterminer  deux 
nombres  entiers  j)  et  q  tels  que  la  différence  des  rap- 

ports  — ?  -  soit  moindre  qu  un  nombre  donne,  et,  si 
Ton   fait  Ay.=^pA'a,   Ap=:^A'|3,  le  rapport  —^  sera 
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voisin  de  runité.  A  l'aide  des  lignes  des  deux  systèmes, 
qui  correspondent  à  des  variations  égales  à  A'a  ou  A'[3 
des  deux  paramètres,  divisons  le  quadrilatère  ABA,B) 
en  pq  quadrilatères,  à  chacun  desquels  on  pourra  appli- 
quer la  formule  (3).  Lorsque  Aa  et  A3  sont  petits,  les 

valeurs  de  -r^  -^  sini  relatives  aux  nouveaux  quadrila- 
cia.    dp 

tères  diffèrent  peu  de  celle  qui  correspond  au  point  A^ 

la  formule  (3)    est    donc    applicable    au    quadrilatère 

ABAjB,,  et  l'on  a 


=  lim  >  -7 


dsy  cls2 


0.3 


et,  par  conséquent, 

en  se  dispensant  d'écrire  les  limites.  Si  l'on  veut  com- 
mencer l'intégration  par  rapport  à  l3,  il  faudra  prendre 
pour  limites  les  valeurs  |3o  et  B  qui  répondent  aux 
points  où  la  courbe  11=^  a  rencontre  le  contour;  on  in- 
tégrera ensuite  par  rapport  à  «  entre  les  valeurs  «o,  A 
relatives  à  celles  des  courbes  a  qui  limitent  le  contour. 
Ainsi  l'on  aura 

La  formule  précédente  se  simplifie  lorsque  les  deux 
familles  de  courbes  employées  forment  un  système 
double  orthogonal.  On  a  effectivement  sini  =  i,  dans 
ce  cas. 

599.  Considérons  maintenant  une  portion  S'de  surface 
courbe  limitée  par  un  contour  C.  Divisons  l'aire  S'  en 
parties  infiniment  petites  dans  tous  les  sens  au  moyen 
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des  lignes  définies  par  les  équations 

(5)  «  =  a,       cz^p, 

dans  lesquelles  u  et  ^  sont  des  fonctions  des  coordon- 
nées X,  j',  z,  et  a,  /3  deux  paramètres  variables.  Les 
équations  (5),  jointes  à  celle  de  la  surface,  permettent 
d'exprimer  x,  y,  z  en  fonction  de  a  et  j3;  soit 

(6)  ^=/(«,  p),     r  =/,!>,  S),     :.=/,(«,  p). 

Projetons  le  contour  C  et  les  lignes  qui  divisent 
l'aire  S'  sur  le  plan  des  xy.  Supposons  que  la  figure 
dont  nous  venons  de  nous  servir  pour  le  cas  des  aires 
planes  représente  celte  projection,  et  désignons  par  A', 
A',,  M',  M'j,  ...  les  points  de  l'espace  qui  se  projettent 
en  A,  A,,  M,  M,,  ....  Le  quadrilatère  ABA,B,  est  la 
projection  d'un  élément  oo'  de  la  surface,  et,  si  l'on  re- 
présente par  (^  l'angle  du  plan  tangent  en  A  avec  le  plan 
des  xy,  on  a 

ces;:  '  '        cos?  dv.    dp         ^  ' 

n  devenant  nul  avec  dx  et  d^.  Représentons  par  s\,  s'^ 

les  arcs  qui  se  projettent  suivant  ^,  et  S2,  portons  sur 

les  tangentes  en  A'  à  ces  deux  arcs  des  longueurs  égales 

,  ds,     </.v',  ,  ,  ,, ,, 

a  — ^  —rr^  et  achevons  le  paraJlelofframme  avant  comme 

du      d3  ^  ^  ^ 

côtés  adjacents  ces  deux  droites.  Le  parallélogramme  de 
l'espace  se  projette  sur  le  plan  des  xy  suivant  un  paral- 
lélogramme dont  deux  côtés  adjacents  sont  les  tan- 
gentes en  A  aux  arcs.v, ,  s\  ;  d'ailleurs,  les  projections  des 

,  ds ,      ds\  ,      ,       ,    ds,     ds,     _ 

longueurs  -y-^»  — ,-  sont  égales  a  -—5  --^'  La  proiection 
°  dv.       dp  ^  dcx.      dp  ^     -^ 

du  parallélogramme  du  plan  tangent  a  donc  pour  mesure 

dsi  dso    .     .  l      ds,  ds^    ...  ,  , 

— -fSHw,   et ; rf  sini  est  la  mesure  au  naral- 

da.  dp  cosf;  dot.  dp  ^ 
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lélogramme  du  plan  tangent.  Mais  ce  dernier  parallélo- 

ds.    ch\     .     .,     .,  ,      ,, 

gramme  a  aussi  pour  mesure  —-  —^sini  ;  il  en  resuite 

que  l'on  a 

,     .  ,        ds .    ds„    .     .,  ,  \   ,     ,o 

(7)  "  =^  ^sm.'(i-l-rj)./at/p, 

et,  par  conséquent,  comme  au  numéro  précédent, 

s  désignant  maintenant  l'aire  de  la  surface  courbe,  5,,  s^ 
les  arcs  des  courbes  tracées  sur  celte  surlace,  et  i 
l'angle  des  courbes. 

Formule  générale  pour  la  détermination  des  volumes, 

600.  La  Ibrmule  par  laquelle  nous  avons  déterminé 
le  volume  des  corps  au  n°  582  est,  dans  l'hypothèse  des 
coordonnées  rectangulaires. 


V^    r    d.r  f    [Z-z,)dy; 


comme  Z  —  Zç^  est    l'intégrale   de  la   difTérentielle   dz 
entre  les  limites  Zo  et  Z,  on  peut  écrire  aussi 

'      dx  /      dy  ï     dz, 
ou  simplement 

''=//./"'"■"-'■'■'=• 

quand  on  juge  inutile  de  mettre  en  évidence  les  limites 
de  l'intégration.  L'expression  précédente  de  V  est  une 
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intégrale  triple  ;  elle  équivaut  à  celle-ci 


V  =  lim 


\    ^x  S.Y  Az, 


qui  indique  que  le  volume  V  est  la  limite  vers  laquelle 
tend  la  somme  des  parallélépipèdes  rectangles  infiniment 
petits  Ajc  Aj  Az,  contenus  dans  le  corps,  et  détermi- 
nés par  trois  familles  de  plans  parallèles  aux  plans  coor- 
donnés. 

Si  au  lieu  de  coordonnées  rectangulaires  on  veut  em- 
ployer des  coordonnées  rectilignes  obliques,  soient  «,  b^c 
les  angles  des  axes  Oj  et  O^,  O:^  et  Ox,  Ox  et  Oy; 
posons  en  outre 

/  :=  y/i  —  cas- a  —  cos-  b  —  cos^c  H-  2C0Sû  cosb  cosc; 

le  parallélépipède  oblique  dont  les  arêtes  contiguës  «ont 
Ax,  Ay,  Az  aura  pour  volume  kAxAyAz,  et,  au  lieu 
des  formules  précédentes,  on  aura 


V  =  A  Uni  y  \x  ày  Az 

et 

r  r  I 

dx  dy  dz. 


'^fff" 


601.  Considérons  généralement  un  système  de  trois 
familles  de  surfaces  ayant  pour  équations 

u,  u,  w  désignant  des  fonctions  données  de  trois  coor- 
données rectangulaires  et  !X,  j3,  y  étant  des  paramètres 
variables. 

Si  l'on  prend  dans  chaque  système  deux  surfaces  indi- 
viduelles répondant  respectivement  aux  paramètres  a  et 
a  -h  Ax,  j3  et  /i  -h  A^,  y  et  y  -l-  Ay,  on  déterminera  un 
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corps  que  l'on  peut  appeler  un  parallélépipède  infi- 
niment petit,  car  deux  plans  tangents  à  une  même  face 
ou  à  deux  faces  opposées  font  entre  eux  un  angle  infi- 
niment petit. 

Représentons  par  .v,,  .vo,  s^  les  arcs  des  arêtes  curvi- 
lignes qui  passent  au  point  de  rencontre  des  surfaces 
a,  (3,  y,  l'arc  Si  étant  mesuré  sur  la  ligne  de  rencontre 
des  surfaces  (3  et  y,  l'arc  Jo  sur  la  ligne  de  rencontre 
des  surfaces  y  et  a,  l'arc  s^  sur  la  ligne  de  rencontre 
des  surfaces  a  et  j3;  soient  enfin  a,  b,  c  les  angles 
formés  par  les  tangentes  à  deux  de  ces  courhcs.  La 
considération  des  dislances  des  points  d'une  face  courbe 
du  parallélépipède  au  plan  tangent  en  l'un  des  points 
de  cette  face  permet  d'établir  aisément,  par  un  raison- 
nement analogue  à  celui  qui  nous  a  servi  à  évaluer 
l'aire  d'un  quadrilatère  curviligne  infiniment  petit,  que  la 
mesure  du  [)ara]lélépipède  infiniment  petit  considéré  est 

£  désignant  une  quantité  qui  s'annule  avec  les  trois 
accroissements  da.,  r/f3,  dy. 

Cela  posé,  soit  V  un  volume  déterminé  quelconque  ;  il 
est  évident  que  ce  volume  sera  égal  à  la  limite  de  la 
somme  des  parallélépipèdes  cui'vilignes  infiniment  pelils 
contenus  dans  ce  corps  et  déterminés  par  les  Irois  sys- 
tèmes de  surfaces  dont  nous  avons  parlé.  Ainsi  l'on  aura 

^^      ctcf.    (Il)   dy 

f  r  r ,  di,  dsn  dx^  , 

Les  limilcsdcs  intégrations  se  délciinineronl  sans  diffi- 


ou 
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culte,  comme  dans  les  cas  examinés  précédemment,  si 
la  surface  du  corps  considéré  n'est  rencontrée  qu'en  deux 
points  par  les  courbes  intersections  des  surfaces  coordon- 
nées ;  quand  le  contraire  aura  lieu,  il  sera  nécessaire  de 
décomposer  le  corps  en  plusieurs  parties  que  l'on  évaluera 
séparément. 

La  formule  précédente  se  simplifie  quand  les  surfaces 
coordonnées  sont  orthogonales,  car  la  quantité  A",  qui 
est  en  général  une  fonction  des  variables  a,  |3,  y,  se 
réduit  alors  à  l'unité. 

Cas  particulier  des  coordonnées  polaires. 

602.  Dans  le  cas  des  coordonnées  polaires,  les  points 
de  l'espace  sont  déterminés  par  trois  familles  de  surfaces 
orthogonales.  Construisons  préalablementtrois  axes  rec- 
tangulaires Ox,  O j  ,  O^  ;  la  première  famille  se  com- 
posera des  sphères  qui  ont  pour  centre  l'origine  et  dont 
nous  désignerons  le  rayon  par  r  ;  la  deuxième  sera  formée 
par  des  cônes  de  révolution  autour  de  l'axe  des  z,  dont 
l'angle  générateur  sera  représenté  par  6  \  enfin  la  troi- 
sième famille  se  composera  de  plans  passant  par  l'axe 
des  z  et  faisant,  avec  le  plan  zx,  un  angle  t|/. 

Le  rayon  /•  varie  de  o  à  -}-  oo  ;  l'angle  Q  qui  est  formé 
par  la  direction  du  rayon  /•  avec  la  partie  positive  de  l'axe 
de?  z  varie  de  o  à  i8o  degrés  ;  enfin  l'angle  ^  est  égal  à 
celui  que  forme  la  projection  du  rayon  7-  sur  le  plan  xj 
avec  l'axe  des  x;  il  se  compte  en  marchant  de  la  partie 
positive  de  l'axe  des  x  vers  la  partie  positive  de  l'axe 
des  } ,  et  il  varie  de  o  à  36o  degrés. 

Chaque  sphère  est  coupée  par  les  surfaces  coordonnées 
des  deux  autres  familles,  suivant  deux  systèmes  de  lignes 
orthogonales,  savoir  un  système  de  parallèles  et  un  sys- 
tème de  méridiens,  et  elle  est  alors  décomposée  en  rec- 
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tangles  infiniment  petits,  qui  ont  pour  côtés  des  arcs  de 
cercle  répondant  à  des  angles  au  centre  égaux  à  dO  et 
cl^\  les  rayons  de  ces  arcs  sont  d'ailleurs  égaux  à  /et  à 
rsinÔ  lespectivement,  d'oîi  il  suit  que  les  côtés  de  notre 
rectangle  sont  rclB,  rs\nQd^.  Ce  rectangle  est  la  base  de 
l'un  des  parallélépipèdes  curvilignes  que  déterminent 
les  trois  surfaces  considérées  ;  quant  à  la  troisième 
dimension  de  cet  élément,  elle  est  évidemment  dr. 
D'après  cela,  le  volume  des  corps  sera  déterminé  par  la 
formule  suivante  : 


H!' 


■(irs'mOdOd-^. 


Supposons  que  l'origine  soit  extérieure  au  corps,  et  dé- 
signons par /'o,  R  les  valeurs  de  /■  à  l'entrée  et  à  la  sortie 
du  corps;  l'intégration  relative  à  ;■  devra  être  exécutée 

entre  les  limites  /'o,  R  ;  or  on  a  |  /-  dr  :=:  -?-^  -\-  const.; 
donc 

V  =  ^   r  /"(  R3  _  ,-3  )  sin  0  dO  d-y 

L'intégration  relative  à  0  doit  être  faite  entre  les 
valeurs  0o>  ©  qui  répondent  aux  limites  du  corps  et  qui 
sont  des  fonctions  de  'i^  ;  enfin  l'intégration  relative  à  <|/ 
doit  être  faite  entre  les  valeurs  t|/o,  ^  qui  répondent  aux 
deux  plans  entre  lesquels  le  corps  est  renfermé;  ainsi 
l'on  peut  écrire 

dl>  1      [R^  —  rl)siaOdO. 

Supposons  maintenant  que  l'origine  des  coordonnées 
soit  à  l'intérieur  du  corps.  Dans  ce  cas,  Tinlégralc 
relative  à  /•  iloit  commencer  à  zéro,  et  les  intégrales 
relatives  îi  0  cl  ^  doivent  être  prises,  la  première  entre 
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817 


R3sin5<r/9 


603.  Nous  venons  de  voir  que  chaque  sphère  de 
rayon  /•  est  décomposée  en  rectangles  infiniment  petits  &> 
dont  les  côtés  sont  égaux  à  rdQ,  /-sinOdù  ;  on  a  donc 

e  étant  un  infiniment  petit,  et  l'aire  d'une  portion  de 
sphère  pourra  être  déterminée  par  la  formule 


■ff' 


ûnBdOd-^, 


Supposons,  par  exemple,  qu'on  veuille  trouver  l'aire 
d'un  triangle  sphérique  au  moyen  de  la  formule  précé- 
dente. Soient  A,  B,  G  les  angles  de  ce  triangle,  dont  les 


sommets  seront  désignés  parles  mêmes  lettres;  je  pren- 
drai pour  axe  des  z  le  rayon  OA  de  la  sphère  ;  puis, 
menant  un  grand  cercle  perpendiculaire  à  OA  qui  coupe 
en  deux  points  I  et  J  le  grand  cercle  auquel  appartient 
le  côté  BC,  je  prendrai  le  rayon  01  pour  axe  des  j"  ;  l'axe 
des  X  doit  être  perpendiculaire  à  OAet  à  01  :  je  choisirai 
la  direction,  qui  est  telle  que  la  valeur  ^  relative  à  C  sur- 
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passe  celle  qui  se  rapporte  à  B,  en  supposant  que  ^ 
croisse  quand  on  marche  de  l'axe  des  x  vers  l'axe  des  j^. 
Cela  posé,  considérons  un  point  M  se  mouvant  sur  le 
coté  BC  de  B  vers  C,  et  menons  l'arc  de  grand  cercle  AM 
qui,  prolongé  s'il  le  faut,  coupera  en  N  le  grand  cercle 
situé  dans  le  plan  xy.  Si  l'on  désigne  par  ^o  la  valeur 
de  ^  qui  se  rapporte  au  point  B,  et  que  l'on  prenne 
pour  unité  le  rayon  de  la  sphère,  l'aire  T  du  triangle 
sphérique  sera  donnée  par  la  formule 


'  d-^  I       smedO=    /  [i—  cosAU)d9, 

ou,  à  cause  de  cosAM  =  sinMN, 


dh~    l  sinMN^/i=:  A—    / 

0„  ^  i,„  •''i. 


sinMN<f^. 


Mais  on  a,  dans  le  triangle  sphérique  rectangle  MNI, 

•    nr^T       sinlcos-^  ■   T  •    . 

sm  MN  =  — .   ^,     ;      cosM  ^=  sinl  snii/, 
smM  ^ 

et  la  dernière  de   ces  formules  donne  par  la  difléren- 
tiation 

di>  = ~ dM,     d'où     sinMN dl,  =  —  r/M  : 

sinlcos-.^ 

on  aura  donc 

«io  +  A 


enfin,  comme  on  a  M  :=  tt  —  B  pour  ^  =  -i/Q  et  M  i:i=  C 
pour  \{;  =  (^0  +  A,  on  aura 

T  =  A-f-B-i-G  —  ;r, 

ce  qui  est  la  formule  connue. 
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604.  Considérons  maintenant  une  surface  courbe 
quelconque  dont  un  point  M  ait  pour  coordonnées  r, 
9,  ^,  et  construisons  la  sphère  de  rayon  r  qui  a  pour 
centre  l'origine  des  coordonnées.  Le  cône  qui  -a  pour 
sommet  cette  origine  et  pour  base  l'élément  w  de  la 
sphère  déterminera  sur  la  surface  courbe  un  élément  a 
dont  0)  sera  la  projection  conique  sur  la  sphère  r. 
Soient  a',  co'les  projections  orthogonales  des  éléments  g-, 
w  sur  le  plan  tangent  en  M  à  la  sphère.  Faisons  tourner 
un  plan  autour  de  OM  ;  la  trace  de  w  placé  sur  le  plan 
tangent  déterminera  deux  rayons  vecteurs,  issus  du 
point  fixe  M,  des  contours  de  tr'  et  w'.  On  voit  aisément 
que  le  rapport  de  ces  rayons  vecteurs  tend  vers  l'unité 
lorsque  l'élément  a  devient  infiniment  petit  dans  tous 
les  sens;  il  en  résulte  que  la  projection  de  a-  sur  le  plan 
tangent  en  M  ne  diffère  de  w  que  d'une  quantité  infi- 
niment petite  par  rapport  à  cette  projection,  et  l'on 
peut  prendre 

cosÇ  cosÇ 

^  étant  l'angle  formé  par  le  rayon  r  avec  la  normale  de 
la  surface. 

Les  tangentes  des  côtés /'<f 5 et  j's'mOd^  de  l'élément  ^w 
forment  avec  le  rayon  r  un  système  d'axes  rectangulaires 
auxquels  on  peut  rapporter  la  surface  que  nous  consi- 
dérons. Pour  le  point  M  les  trois  coordonnées  sont 
nulles;  en  outre,  quand  les  deux  premières  coordonnées 
croissent  successivement  de  i^dd  et  de  rsinôd^,  la  troi- 
sième   coordonnée    prend    les    accroissements  —  dQ , 

dr 

-rd^.  En  désignant  par  ^  et  (j  les  rapports  de  ces  der- 
niers accroissements  à  ceux  des  coordonnées    qui  les 
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produisent,  on  a 

X  dr         \     dr 

Mais,  d'après  les  formules  en  coordonnées  rectangu- 
laires, relatives  aux  normales,  l'angle  '(  a  pour 
cosinus 

I 


V^i  +  Z^^  +  î' 
on  a  donc 

rsin  d 


cosÇ  = 


et  l'aire  S  d'une  portion  de  la  surface  sera  déterminée 
par  la  formule 


Du  changemrnt  de  varinhlos  dans  les  intégrales 
mullijdes. 

605.  La  recherche  des  volumes  terminés  par  des  sur- 
faces courbes  et  celle  des  aires  de  ces  surfaces  se 
ramènent,  comme  on  l'a  vu,  à  la  détermination  d'inté- 
grales doubles  qui,  dans  le  système  des  coordonnées 
rectangulaires,  ont  pour  expressions  générales 

D'autres  questions  conduisent  aussi  à  des  intégrales 
triples,  (/undruples,  etc.,  cl,  dans  tous  les  cas,  l'intégra- 
tion doit  s'étendre  à  ttuilos  les  valeurs  des  variables  qui 
satislont  à  certaines  conditions  exprimables  par  une  ou 
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plusieurs  inégalités.  Lorsqu'on  peut  effectuer  l'inlégra- 
tion  relative  à  l'une  des  variables,  l'intégrale  multiple 
se  réduit  à  une  intégrale  d'ordre  inférieur  d'une  unité, 
et,  quand  il  n'en  est  pas  ainsi,  on  peut  quelquefois 
opérer  la  l'éductioii  par  un  changement  de  variables. 
Considéroïis,  par  exemple,  l'intégrale  double 

(i)  V.=  ffYdxc/j; 

dans  laquelle  V  désigne  une  fonction  donnée  de  x  et  dej, 
et  supposons  qu'on  veuille  substituer  aux  variables  a:  et  j 
deux  nouvelles  variables  u  et  v  liées  aux  premières  par 
deux  relations  données.  Quelle  que  soit  la  portion  du 
plan  des  xy  qui  comprend  les  points  (x,  7  )  auxquels  l'in- 
tégration doit  s'étendre,  l'intégrale  U  se  composera 
dun  ou  plusieurs  termes  delà  forme 


=    f    \d.r   I      \dj; 


7  0  et  j  ,  désignant  deux  fonctions  données  de  :r,  et:ro,.r, 
étant  deux  constantes.  On  peut  évidemment  supposer 
que  T"  et  x  croissent  constamment  de  la  limite  inférieure 
à  la  limite  supérieure,  ce  qui  revient  à  dire  que  dx  et  d} 
sont  positifs.  Cela  posé,  des  équations  données  entre  x, 
y,  u,  V  on  peut  tirer  la  valeur  àe  j  en  fonction  de  a:  et 
de  V  ;  soit 

et  considérons  l'intégrale  /      Vr/v,oùxpeut  être  regardé 

comme  un  paramètre  constant.  Si  l'on  y  remplace  7  par 

ri       \    1           '^■'^•'■•")^       11     1      •       1        r\ràf{-r,v) 
/[x,v),aj  \)'dv flw,elledev]endra   /      V dw^ 

^  .-0 

p-o  et  v^  étant  les  valeurs  de  v  qui  répondent  à  j  r^  r^, 

S.  —  Cale.  iiit.  21 


322  .  CALCUL    INTÉGRAL. 

y  =^y\'  Nous  supposons  ici  que  t^  varie  toujours  dans  le 
même  sens,  quand  j'  varie  de  j  (,  à  j  ,  ;  s'il  en  était  autre- 
ment, on  rentrerait  dans  celte  hypothèse  en  décomposant 
l'intégrale  relative  à.  y^  en  plusieurs  parties.  Comme  dj- 

àfi-r    v] 

est  supposé  positif,  dv  a  le  signe  de  -^—77 —  ;  si  cette  dé- 
rivée est  négative,  on  peut  ramener  di^  à  être  positif  en 
changeant  les  limites  de  l'intégration,  en  sorte  que  l'on 
aura 

dz  —^~ —  désignant  la  valeur  absolue  de  —^^—^  ,    et 

(Je  (Je 

l'intégrale  relative  à  p»  étant  prise  entre  les  limites  »^o  et  t'i 
ou  p")  et  p'o-  D'après  cela,  la  valeur  de  Z  sera 

Ce  résultat  nous  donne  le  moyen  d'achever  la  substi- 
tution que  nous  avons  en  vue  :  car  soit 

X  :=:  F  [il,  (• 

la  valeur  de  x  en  m  et  (^  :  il  suffira  de  remplacer  dx  par 
m du,  et  1  on  aura 

formule  où  le-  intégrations  doivent  être  étendues  aux 
mêmes  points  que  dans  la  formule  (2). 

Mais  si  l'on  différentie    l'équalion  j)' = /"(.r,  <•',  en 
considérant  x  elj'  comme  fondions  de  u  et  v,  on  a 

—  du  +  -^  riv  r= du  -h  -,-  df  )  -^ ~ dl> 

Ou  Ov  dx       \()u  av      I  ov 
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d'où 


ày 
du 

dr 

et  par  suite,  a  cause  de  —   ^ 
^  ou 

df[.r.,  (^)  dFf  «,  f) dx  ày       dx  dy 

dv  du  du  de        d(-  du 

La  valeur  de  z  devient,  en  conséquence, 

^=-J.r[duT.--d-.d-u)'""'' 

la  fonction  V  étant  exprimée  en  u  et  v. 

606.  On  peut  encore  arriver  au  résultat  qui  précède 
en  faisant  usage  des  considérations  développées  au 
n'^  598.  L'intégrale  Z  peut  être  regardée  comme  repré- 
sentant un  volume  composé  de  prismes  élémentaires 
Y  dx  dj  dont  les  bases  dxdj  remplissent  une  portion 
du  plan  xj.  Or  deux  équations  telles  que 

où  u  et  p"  désignent  deux  paramètres  variables,  représen- 
tent deux  systèmes  de  courbes,  et  deux  courbes  infini- 
ment voisines  de  l'un  des  systèmes  détermineront  avec 
deux  courbes  infiniment  voisines  de  l'autre  un  parallélo- 
gramme infiniment  petit,  dont  l'aire  sera  ds^  dsoS^ini, 
dsf  eldso  étant  les  éléments  infiniment  petits  des  courbes 
u  et  p»,  et  i  l'angle  de  ces  éléments.  Le  volume  que  repré- 
sente Z  sera  évidemment  la  somme  des  volumes  élémen- 
taires Ydsf  dso  sini,  et  l'on  aura 


ff 


Vdsids^  sini. 


324  CALCUL    INTÉGRAL. 

Mais  X  et  j"  sont  fonctions  de  a  et  ^'  ;  si  Ton  demeure 
sur  la  courbe  u,  v  variera  seul  et  l'on  aura 

ax  =  -;—  {/<',      ay  :=  --  (/•', 
ov  <)t> 

d'où 


si,  au  contraire,  on  marche  sur  la  courbe  w,  u  sera  seul 
variable  et  l'on  aura 


cLr  =  —-  du,      dy  =  -i-  du. 
Ou  -^        du 


1  d:r\ 

2 

Ô\    , 

■2 

-T- 

H-  1 

-- 

du. . 

\0u, 

\0u 

d'où 


Les  cosinus  des  angles  formés  par  ds,  et  par  dso  avec  les 

axes  des  a:  et  desj  étant  proportionnels  respectivement  à 

d-r      à  Y    dr.       Or 

—  et-.-^,  ^  et--"  ,  on  a 

Ov         oi'     ou         Ou 

dr  d.r       dj  dy 

du  df       du  âi' 


I Or  dy       d.r  dr \ 
\  du  de        dv  du  j 


Wr\« 


v/(^y■^('^)^/(^'y-^(T.) 


d'où 


,      .  ,    / 1)^  Oy        dx  dr\ 

d.si  r/,v,  sin /  =  ^  I  — ■  -  h 

\du  df        dv  oui 

et  par  conséquent 

r  r   .    fd.rdy        d.rd}\^,  ,     , 

^=Jj^{d7.o.-^>d-u)'^'"'^^ 

comme  on  la  déjà  trouvé. 
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Par  exemple ,  le  passage  des  coordonnées  rectangulaires 
X  elj  aux  coordonnées  polaires  jo  et  w,  liées  à  x  etj  par 
les  équations 

x  :^  0  cosw,     y  =  y  sinw, 

conduira  à  la  formule 


V  dx  cl  Y  z=-. 


V  0  do  da  ; 


les  éléments  pdpcl^  sont  ici  des  rectangles  dont  les 
côtés  dp,  pdw  sont  les  éléments  respectifs  de  lignes 
droites  menées  par  l'origine  et  de  circonférences  ayant 
cette  origine  pour  centre. 

607.   En    général,    si   Ton  a  une   intégrale  multiple 
d'ordre  n,  telle  que 


//•••/ 


Ydxdf  .  .  .  dz, 


et  qu'aux  n  variables  x,  y,  .  .  . ,  z  on  en  substitue  n  au- 
tres u,v,...,  vv,  liées  aux  premières  par  des  relations 
données,  on  aura 

\    \  ■    •   fvdxdj.  ..dz=  f  [-'■   r(±ï>)  y^^iidi'.  .  ,dw, 

D  désignant  le  déterminant 


D 


dx 

dx 

dx 

Tu 

dv     ' 

d»' 

ày 

ày 

^ 

du 

df 

Ôiv 

dz 

Ôz 

àz 

Ou 

dv     " 

•  div 

Ce  théorème  est  démontré  par  ce  qui  précède  dans 
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le  cas  de  deux  variables  x  et  y  ;  il  suffît  donc  de  l'établir 
pour  n  -h  I  variables,  en  admettant  qu'il  ait  Heu  pour 
n  variables. 


Soit  donc  l'intégrale  d'ordre  n  -!-  i 

V~  1    I  ..  .  j    j  NclT.dy .  .  .clz (h, 

et  supposons  qu'on  veuille  substituer  aux  variables  x, 
y,  .  .  . ,  z,  s  Xes  n  -'-  i  variables  ii,  v,  .  .  . .  w,  t.  On  peut 
commencer  par  exprimer  les  n  variables  Xyj.  ....  z  en 
fonction  de  s  et  des  n  variables  nouvelles  u,  v,  .  .  . ,  w, 
l'intégration  relative  à  s  devant  alors  être  elTectuée  la 
dernière.  Par  ce  changement  de  n  variables,  on  aura, 
d'après  ce  que  nous  admettons, 


U=  /    /•••  f  f  {zhA)Wdsdu(h' 


A  désignant  le  déterminant 


S.r 

Sx 

(?.r 

au 

¥> 

^ 

A  = 

au 

s  y 

^.>- 
^ 

âz 

oz 

âz 

au 

Oi> 

ôa- 

nous  employons  ici  la  lettre  ô  pour  exprimer  les  dérivées 
partielles  prises  dans  l'hypothèse  où  les  variables  indé- 
pendantes sont  s  el  H,  V,  .  .  . ,  (V,  tandis  que  nous  réser- 
vons la  lettre  ')  pour  le  cas  où  les  variables  indépen- 
dantes sont  u,  ^,  .  .  .,  vv,  t.  Or,  en  dilTérentiant  l'une 
des  variables x^j)  .  .  .  . ,  z  dans  cette  dernière  hypothèse, 
d'abord  par  rapport  à  l'une  des  variables  u,  v    .  .    ,  w, 
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puis  par  rapport  à  î,  on  a 

dx       dx       dx  ds 
du       du        ds  du 

dx       dx  ds 
dt         ds  ôt 

d'où 

dx  _  dx 

du        du 

dx 

dt  ds 
ds  du 

Tt 

827 


et  l'on  aura  des  expressions  semblables  pour  chacune 
des  dérivées  qui  figurent  dans  Ja  valeur  du  détermi- 
nant A. 

Cela  posé,  dans  l'évaluation  de  U,  l'intégration  relative 
à  s  peut  être  effectuée  la  première,  après  la  substitution 
dont  nous  venons  de  parler,  et,  d'après  ce  qui  a  été  dit  en 
commençant,  si  l'on  exprime  s  en  fonction  de  t  et  de  «, 

V, .  .  ■  ,w,  on  devra  remplacer  ds  par  —  dt;  on  aura  donc 

U  =  r  r. .  .   f  f(±iA~)  Y  du  dv. .  .d(,'  dt, 
et  l'expression  de  A  pourra  se  déduire  de  la  suivante  : 


dx_ 

d»' 
àj 

dcv 


dx  dx 
du      dv 

I>5  = 

àj  dj 
du     dv 

dz         di 

du      dv 

,            dx 
en  remplaçant  -;-  ■>  = 

d. 

d«'  i 

dx 
dt  ds 
ds  du 
ut 
Désignons  par  D^,  D^ ,  . . . ,  D^  les  résultats  que  l'on 
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oblicnl  en  exécutant  sur  D^  une,  deux,  trois,  .  .  .  fois 
la  sul)slilution  circulaire  qui  consiste  à  remplacer  x, 
y,  .  .  . ,  z,  s  respectivement  par  j  ,  .  .  . ,  z,  s,  x.  Comme 
un  déterminant  ne  fait  que  changer  de  signe  quand  on 
change  l'une  en  l'autre  deux  lignes  parallèles,  il  est  facile 
de  voir  que  la  substitution  de  ^  à  x,  j ,  .  .  . ,  z  changera 
Ds  en  —  D^ ,  —  D^-,  .  .  . ,  —  D-  si  le  nombre  n  des  va- 
riables X,  y,  .  .  . ,  r;  est  pair,  et  en  -f-  D^,  —  D^,  .  .  . ,  Dj 
si  le  nombre  n  est  impair,  les  signes  étant  alternative- 
ment -;-  et —  dans  ce  dernier  cas. 

Cela  posé,    remplaçons    dans  l'expression  de  D^  les 

dérivées  de  x,  savoir  :       ,    .  .  . ,  par  les  valeurs 
Ou 


d.r 

ôx 

Ou 

us  Ou 

dt 
on  obtiendra,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  le  résultat 

dx 

dt 

Si  dans  cette  expression  on  remplace  les  dérivées  de  y, 

dy 

.     à  y  ,  ,  dr        ôt  <)s  _. 

savoir—-?  •••  5  par  les  valeurs -f —  .    ■,  ••■5    Uj-   ne 

Ou  *  Ou         <)s  Ou 

'dt 
changera  pas,  car  ce  déterminant  s'annule  quand  on  y 
met  s  au  lieu  de  j  ;  on  aura  donc  le  résultat 

dr  dy 

dt  dt 
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et  Ton  voit  facilement  que,  si  Ton  remplace  les  dérivées 
des  autres  variables,  jusqu'à  celles  de  :;  inclusivement, 
par  les  valeurs  indiquées,  l'expression  de  D^  deviendra 
définitivement 

dx  dy  dz 


-'--^-)'l-'-p^— 

s    àt 

dt            dt 

di 

en  sorte  que  l'on  aura 

as       ^    ds    .    ^    d.r       _     dr    , 
dt          '  dt         ""  dt          ^  dt 

■■■=^4 

Or,  on  sait  que  le  second  membre  de  cette  formule 
est  précisément  égal  au  déterminant 


dx 

d.r 

d.T 

dx 

du 

Oi' 

... 

dw 

dt 

dr 

dr 

dr 

àr 

du 

di' 

... 

du' 

dt 

D  = 

dz 

dz 

dz 

dz 

du 

di' 

.     3 

dw 

dt 

du 

ds 

ds 

ds 

^ 

ôv 

... 

(itv 

dt 

on  a  donc 

4' 

dt 

=  D, 

et  par  conséquent 

U  =  /    /  .  .  .   /    /   ~  d;  \du  dv.  .  .  dwdt, 
ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

608.   Considérons  en  particulier  les   intégrales  mul- 
tiples qui  se  rapportent  à  l'évaluation   des  volumes  et 
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des    surfaces   courbes.    On    a,    pour    l'expression    des 
volumes  en  coordonnées  rectangulaires, 


-///• 


dx  dy  dz., 


et,  si  l'on  substitue  à  x,  y^  z  les  trois  variables  m,  ç*,  «•; 
il  viendra 

U=:    I      /      I    \dudvdiK', 


-m 


avec 


fd.rrdr      dx  dy\  dz      idr  dz      drdzXdx      idz  d.r      dzdxXdy 

\du  dv       do  du)  du'   '"  \ôii  dv      dv  du)  du'      \du  dv      df  du]  Jw 

Supposons  que  l'on  prenne  pour  u,  w",  w  les  coordon- 
nées polaires  /*,  0,  ^,  liées  à  jr,  j,  z  par  les  formules 

.r  rr^  rsinO  cosy,     j  =  rsinO  sin-i,     2  =  rcosô, 

on  aura 

0X  UmTJ  UJC 

-—-  =  sinOcosi/,      ~  =  reosOcosi,      -r-  =  —  rsinôsiny, 
Or  ^        dO  ^        O^ 

^J        ■    ^  •    .       àr  «  •    ,        ày  .    .        , 

--  =  smO  sini,     ---  =  rcosO  sm-i/,      -i-  =  rsm9  ces:', 
dr  ^'     dO  ^       d-^ 

dz  „  dz  .   ,  d^ 

-r-=cos(),  —  =— rsmO,  — -  =  o, 

dr  dû  dz 

ce  qui  donne 

A  =  r-siiiO  ; 

on  aura  donc,  pour  l'expression  du  volume  U  en  coor- 
données polaires, 

V=  I        j  r'- smO  drdO  d-^, 
et,  si  /croît  constamment  entre  les  limites  Tq  et  R  fonc- 
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lions  données  de  6  et  ^,  on  pourra  écrire 

comme  on  l'a  déjà  trouvé  (n"  602). 

609.  Passons  maintenant  aux  aires  des  surfaces  courbes; 
quand  on  emploie  les  coordonnées  rectangulaires  x  et^ , 
la  détermination  de  ces  aires  dépend  de  l'intégrale 
double 


-//' 


Il  =    I    j  \J  i  -^  p'  -T-  c^  dxdy, 

on  p  et  q  désignent  les  dérivées  partielles  -r^  et  ^-   Si 

l'on  substitue  les  nouvelles  variables  u^v  à.  x  et  j ,  on» 
aura 

L  =   /     1  dZ[  — -~  ~- ]  s^  :  -^  p- -i- q- du  di' i 


mais  on  a 


dz dx         dj       ôz dx         dy 


d'où 


dx  ây  dx  àj\ /dz  dy  dz  dy\ 

du  de  df  du/       \c/u  dv  de  duj 

dx  dy  dx  dy  \ /  dx  dz  dx  dz 

\du  de  di>  duj       \du  dv  di>  du 

et,  en  substituant  ces  valeurs  de  p  et  q,  il  vient 


-fis/ 


'  / dx  dy      dx  dy  \  -      (dy  dz      dydzy-  ^  ,  dz  dx      dz  dx\  ^ 
\du  di>       df'  du)   "^  \du  dv      dv  duj     '   \du  dv       dv  dû)    "  ^''' 

Supposons  qu'on  prenne  pour  u  et  v  les  coordonnées 

,  .        rt     I       1        1  '  •    '      dx    dx   dy    dy    dz    dz    , 
polaires  Q,  ^  ;    les  dérivées       ,  —,  -;-,    -^j  —,  —  de- 
^  ^  dO    d^   d9    d^   d6    à^ 
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vront  être  prises  ici  en  considérant  le  rayon  /•  comme 
fonction  de  6  el  ^  ;  alors  on  aura 


d-^       àr  .    ^        ,  „        , 

— -  =  ^  sin6  cosit  -+-  rcosQ  cos-i/, 

à  y        àr   .    „    .     ,  „    •     1 

-^  =  --  smô  sin.>  +  rcosG  sm-i-, 

d.r.         àr  ■     r     ■     , 

-—  =  --  sm  6  ces  ^  —  r  sin  &  sm  o, 

dr       àr   .    ^    .    ,  .    ^ 

-i-  =z  — -smô  sin;;  -1-  rsm9  cosi^, 

dy        à!^ 


dz         dr        ^  .    ^ 

-—  =z  —-  cosO  —  rsmO, 
ÔO        dO 


àz         dr 

TT  =  T7  cosO, 


d'où 


ù.r  dr       àx  dy  •    r,  ( àr  .    ^  \ 

— -  -— ;-  =rsm9  K-  smO  -I-  t-cosO    , 

db  d-^       â^àe  \d9  /' 

dj  dz      àr  dz  f  àr 

— - ~ — -  '=  —  rsmO  ces  i     ^r-  ces  Q  —  rsmi 

d9  d-^       di>  de  ^  \dd 


dz  dx      dz  dx  ■    r.    •    ,   f  àr 

—- ; =  —  r  sm  9  sm  iL     — -  cos  9 

d9  d!^       d!^  dO  ^  V  OO 


-sinO 


dr     . 

dr 
r  -  ,  cos  il». 
d^ 


La  somme  des  carrés  des  seconds  membres  de  ces  for- 
mules est  éiralc  à 


/•--}- 


àr\  - 

Joj  ■ 


r-  sin-  9 


dry 


on  retrouve  donc  la  formule  déjà  donnée  au  n°601  pour 
la  détermination  des  aires  en  coordonnées  polaires, 
savoir 


^-ifvb--^m-''-Q' 


dOd-î 
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Sur   une  généralisation    d'une  Jormule   relative  à  la 
théoiic  des  intégrales  eulériennes.  applications . 

610.  \ou5  présenterons  ici  un  exemple  remarquable 
de  réduction  d'une  intégrale  multiple.  Cette  intégrale 
est  la  suivante  : 


n  I  I       1  n 


où  les  exposants  pj  p\,  p^i  •  •  •  ^  Pn  sont  positifs;  l'inté- 
gration doit  être  étendue  à  toutes  les  valeurs  positives 
des  n  variables  x^^  X2"  ■  • ,  Xn-,  qui  satisfont  à  l'inégalité 

J-,  -i-  .r 2  -^  .  .  .  -I-  :/•„  <  I . 

Commençons  par  intégrer,  relativement  à  J?;,,  la  diffé- 
rentielle a:^^"~'(i — Xi — X2  — ..  .  —  x,i)P~* dx,i,  dans  la- 
quelle il  faut  regarder  a: o  x^^  •  •  • ,  x„_i  comme  des  con- 
stantes. Les  limites  de  cette  intégration  sont  o  et 
I  —  Xi  —  Xo  — .  .  . —  x,;_i  :  posons 

t  étant  une  nouvelle  variable;  les  limites  de  l'intégration 
relative  à  t  seront  o  et  i,  et  l'on  aura  le  résultat 


:,—...  —  x„_i>+-P"-'    /     tP"-^[i  -  t)P-^ 


cit. 


L'intégrale  relative  à  t  n'est  autre  chose  que  l'intégrale 
eulérienne  de  première  espèce  ^{pn,  p)',  par  consé- 
quent, la  formule  (i)  est  réduite  à 

\y[^'  =  bIp^,p) 
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l'intégration  devant  être  étendue  aux  valeurs  positîves 
des  n  —  I  variables  Xj,  Xo,  ...,  ^«_i    qui  satisfont  à 

l'inégalité 

.ri  ■+  j;o  -f- .  .  .  -h  -Tp^i  <;  I . 

D'après  cela,  la  formule  (2)  n'est  autre  chose  que  celle-ci: 

(3)  Vf  =B(/^^,/.)v:f_:7"'. 

Lorsque  72=  i,  la  formule  (i)  se  réduit  à  une  intégrale 

simple   /x'^'~*(i  —  x)P~^dx  étendue    aux  valeurs  àc  x 

comprises  entre  oeti  ;  cette  intégrale  n'est  autre  chose 
que  B  (/?,,/?).  Il  suit  de  là  que  la  formule  (3)  subsiste 
pour  n=^i,  pourvu  que  le  symbole  V  soit  réduit  à  l'unité, 
quand  l'indice  inférieur  est  nul.  Cela  étant,  remplaçons  n 
par  I,  2,  3,  .  .  . ,  71  dans  la  formule  (3)  et  multiplions 
ensuite  les  formules  résultantes  ;  il  viendra 

\f----^'i^{pn^p]^Pn-uP-^Pn}:'-'  B  (Ai,  /^ -+-/?„  H- ...  ^-/P,), 

ou,  en  remplaçant  les  fonctions  B  par  leurs  valeurs 
exprimées  en  F  et  réduisant  ensuite, 

ir\  yp)^  v{p\r{p,]r{p,]..,v{p„)  ^ 

^'^'  "       r /^ -1-/^1 -1-/72  H-.  .-4- />«)' 

Dans  le  cas  de  ^  ^:=  i ,  l'intégrale  (i)  se  réduit  à 

et  elle  s'étend  toujours  aux  valeurs  positives  des  variables 
qui  satisfont  à  l'inégalité  x \  -^  x^  -\- .  <.  >  -h  x„  <^  i  ]  la 
ibrmule(4)  devient  alors,  à  cause  de  r(i)  =  i, 

(6)  y(0^      r'p,'r'p,\..r'p^] 


chapithe  V.  335 

611.   On  ramène  au  cas  précédent  celui  de  l'intégrale 

(7  )    T  -   fff.  .  .  J<*-"  .rf--'  •  •  •  -rV^^i^-..  .  .  dr, 

étendue  à  toutes  les  valeurs  positives  de  Xf ,  Xo, .  . .  ,Xn 
qui  satisfont  à  l'inégalité 

«,,<72?  ....fin,^-i'  ^-11  •••■>  a„  étant  des  quantités  positives 
données.  En  effet,  si  l'on  pose 


d'où 


==  Z;. 


xi  --=  a,-  z"' ,      dx,  =  ~z.'      dzi, 
la  formule  {7)  deviendra 

T=  -^ .  .  J  zV       ="'       ...  ^:"      dz,  dz,  ,..dZr^ 

«ia_...y.„    J  J  J 

et,  en  appliquant  la  formule  (6), 


^(^  +  ^-^...-^^_.,       ^^^^^ 


Considérons  en  particulier  l'intégrale  triple 
T=    /    I    I  .r''-^j'i-'^z''-^dxdydz 

étendue  à  tous  les  éléments  situés  dans  l'angle  que  for- 
ment les  directions  positives  de  trois  axes  rectangu- 
laires et  contenus  dans  l'ellipsoïde  dont  la  surface  a  pour 
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équation 

^  ~^  ^^  "'"  ^  ""  '  * 

La  formule  (8),  appliquée  au  cas  actuel,  donuera 

r(^W(  -  1  ri  - 


(9)  T=^— ^ '— L^,,/'/,7c'-. 


Si  l'on  fait  ^;  =  ç  = /•  =  i ,  la  formule  (y)  donnera 
le  volume  de  l'ellipsoïde  ;  si  l'on  suppose  deux  des  trois 
exposants/?,  f/,  r  égal  à  i  et  le  troisième  égal  à  2,  elle 
permettra  de  déterminer  les  coordonnées  du  centre  de 
gra\^ité  de  la  huitième  partie  d'un  ellipsoïde  homogène; 
enfin,  on  en  conclut  aussi  les  quantités  que  l'on  nomme 
moments  d'inertie,  en  Mécanique,  dans  le  cas  d'un  ellip- 
soïde homogène. 

Aire  de  l'ellipsoïde. 

612.  Si  l'on  fait  usage  des  coordonnées  rectangulaire.-:, 
la  surface  de  l'ellipsoïde  aura  pour  équation 

9  4  9 

x^       y-        z- 
et  la  formule  propre  à  donner  la  surface  sera 


d.rih. 


Le  résultat  de  l'intégration  relative  à  JC  ou  à  7  dépend 
des  fonctions  elliptiques;  l'emploi  des  coordoniK-es 
polaires  offrirait  le  même  inconvénient  ;    mais  on  peut 
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effectuer  la  réduction  de  l'intégrale  en  prenant  pour 
variables  les  angles  0,  ^  tels  que 

X  ^=  asinS  ces-},     j>' :=  èsinô  sini/,     s  =  ccos0, 

qui  vérifient  l'équation  de  l'ellipsoïde.  On  trouve,  par 
les  formules  du  n°  609, 

S  =  M  y/fl-  b^  cos2  e  -f-  c^  sin^  d  [a" sin^ ^  +  b^ cos^ ^)  sin  B dd  d^, 

les  intégrations  s'étendant  de0=:oà0  =  7:etdet^=:o 
àtp  =^  27:.  L'intégration  relative  à  6  peut  être  effectuée, 
et  l'expression  de  S  est  alors  réduite  à  une  intégrale 
simple;  mais  l'intégration  dont  nous  venons  de  parler 
introduit  des  arcs  de  cercle,  et  le  résultat  qu'on  obtient 
par  cette  voie  n'a  pas  la  forme  simple  dont  il  est  sus- 
ceptible. C'est  pourquoi  nous  n'entreprendrons  point  le 
calcul,  et  nous  emploierons  une  autre  méthode  pour 
résoudre  la  question  que  nous  avons  en  vue.  Le  procédé 
que  nous  allons  exposer  est  très-remarquable,  el  il  peut 
être  employé  avec  avantage  dans  des  cas  assez  étendus. 

613.  Désignons  par  u  le  cosinus  de  l'angle  que  fait  le 
plan  tangent  au  point  {x,j,  z)  ;  avec  le  plan  xj  on 
aura 


y   a*        b*       c* 


OU 


y 


21  —  -i-  TT  —      — ;  —  I      -  =  O. 

Si  Ton  considère  u  comme  une  constante,  l'équation  (2) 
représentera  un  cône  du  second  degré,  et  les  équations  (  i  ) 
61(2),  prises  simultanément,  appartiendront  à  une  courbe 
qui  sera  le  lieu  des  points  de  l'ellipsoïde  pour  lesquels  le 

S.  —  Cale.  i/U.  22 
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plan  tangent  fait  avec  le  plan  xy  un  même  angle  ayant  u 
poui'  cosinus.  On  aura  la  projection  de  cette  courbe  sur 
le  plan  des  xj  en  éliminant  z  entre  les  équations  (i) 
et  (2)  ;  on  trouve  ainsi 

équation  d'une  ellipse  dont  les  demi-axes  ont  respecti- 
vement pour  valeurs 


et  dont  l'aire  totale  E  sera,  en  conséquence, 
(4)  E=  -".!-„', 


\'\ci^  —[a^—  c^  ]  u-  J  [b^  —  ^6^  —  c-  j  «/- ] 

Cela  posé,  soit  JE  l'accroissement  que  prend  E  quand  u 
augmente  de  du,  la  partie  de  l'ellipsoïde  située  d'un  côté 
quelconque  du  plan  xj  et  qui  se  projette  sur  l'espace 

annulaire  JE  a  pour  valeur  — 5  et,  pour  obtenir  l'aire 
totale  S  de  l'ellipsoïde,  il  suffît  d'intégrer  l'expression  — 

ou  — '-  —  depuis  u  =  1   iusqu'à  u  :=  o   et   de  doubler  le 

résultat;  on  obtient  ainsi,  en  renversant  les  limites  et 
en  changeant  le  signe  de  l'intégrale, 

11  ne  reste  phis  qu'à  substituer  dans  cette  formule  la 
valeur  de  E  tirée  de  l'équation  (4),  et  l'on  aura  l'aire  de 
l'ellipsoïde  exjirimée  par  une  intégrale  simple;  mais  il 
convient  de  transformer  celte  expression.  A  cet  effet, 
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nous  supposerons  «^  b^  c,  l'inégalité  n'excluant  pas 
l'égalité,  et  nous  ferons,  pour  abréger, 

j——^ :^  =  A-2,     c  =  a  cos  a, 

d'où 

\/a- — c-  =  asin|:z,     c  z=  b  \j i  —  k'-sïn-u., 

fj.  étant  un  angle  compris  entre  o  et-;  enfin,  nous  pren- 
drons pour  variable,  au  lieu  de  u,  l'angle  o  déterminé 
par  la  formule 

a  .  sin  ç> 

u  =  -^^=T  sinia  =  - — - 1 


fa-  —  c- 


V""  — 


et,  comme  u  varie  entre  les  limites  o   et   i,  l'angle  cy 
variera  de  o  à  y.. 

D'après  cela,  les  équations  (4)  et  (5)  deviennent 


77<7/;  f  I sin^ç» 


(6) 

CCS  y  y/i  —  /•-  sin^cp 

et 

—  '2^/a-  —  c-    Ç  clE      \ 
7  S=  î —--. —  do. 

Or  on  trouve,  au  moyen  de  l'équation  (6), 

r/E  ,    E         Ecosw  ,  .    E  ,  eh 

-. =  cl  -. 1 r~^  dtf  z=  d !-  Trab  ^  - 

siuf  smy        sm^<ï>  sinip  sin^ov^i  — A^siii^y 

a-                   fh 
—  ~ab  —■ . 


d  ailleurs,  SI  1  ondulercntiel  expression  — —^ -• 


34o 

on  obtient 
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cos^  V  I  —  /i-sin^(p 


/ ,  „  .   „     ,  th 

^= — \/ I  —  /.-sm-orty  ^ — - 


\/i  —  A-sia^y 


sin- çy/i  —  A-sÏQ-ç) 
et,  si  l'on  tire  de  cette  équation  la  valeur  de 


pour  la  substituer  dans  la  formule  précédente,  il  viendra, 
en  ayant  égard  à  la  valeur  de  E, 


a  c/<f  siiKjp 


Cl-f 


■y.Tzc^d' '^^^-       -  •--  y-r^^M^^'-^^     ^-'  (sin«ç-sinV)l 


(  tansjç  y/ 1  —  A-  sin-  y.  F        a-  [ù-  —  r-  ' 

qS  —  c'^)\/ 1  —  A  ^  sin^  fdf-\-c-  '  j 

y'  I  —  A*  sin*  ^  J 


I  tang  u  ^/ 1  —  A-  sin'^  ç 
277 /.» 


sjb^—c-  _ 
Intégrant  enlrc  les  limites  ç>  =  o  et  ç  ^  u,  on  a 

1    S  =  27rc--i , 


(8) 


\]a^ —  c- 


Si  l'on  fait,  conformément  à  la  notation  de  Legendre, 
on  retrouvera  la  formule  donnée  par  cet  illustre  géo- 
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mètre,  savoir 

(10)     S  =  27rc^H-      ^^.[(a^— c^)E(p,  A-)4-c^F(pt,  A-)J. 

Si    l'on    veut    introduire    l'intégrale    elliptique    de 
deuxième  espèce  i  — •  »  1  identité 

r y/i-A-^sinv./?  =  r  ^v  -p  r  ^^^^^^^ 

Jo  ^o    \/i  — A-sin^ç  Jo    y/i  — A-sia*y 

permettra  d'écrire  la  formule  (8)  comme  il  suit: 
iTza^b 

S  =  -277  0-+  -^= 

y/a-  —  c- 


X 


Ç'^         do  b'-  —  c^   r'^     sm'-'Ddo     1 


Dans  le  cas  de  c  =  £,  l'ellipsoïde  est  de  révolution 

autour  du  petit  axe,  on  a  A=  o  et  (/=  arccos-?  etlafor- 
^  '  a 

mule  précédente  devient  (n**  593) 

.  „  ,-  a-b  b 

112  S  =  '2-6--f-'27r  —=^^z==z  arc  ces  -  - 

^  y/a2  —  b"-  '^ 

Si,  au  contraire,  a^b,  l'ellipsoïde  est  de  révolution 
autour  du  grand  axe,  on  a  A"=i,  et  la  formule  (^8) 
donne  (n°  o9o) 

(i3)  S=:27r/^'^H log  -; ^ 

^  s^b^  —  c^  b  —  ^iji_c^ 
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CHAPITRE  VI. 

THÉORIE  GÉNÉRALE  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 
ORDLNAIRES. 


Des  équatiofis  différentielles. 

614.  Toute  équation  qui  renferme  plusieurs  variables 
et  dans  laquelle  figurent  en  outre  des  différentielles  ou 
des  dérivées  d'ordres  quelcon{[ucs  est  dite  généralement 
une  équation  différentielle. 

Si  les  variables  qui  entrent  dans  une  équation  diffé- 
rentielle dépendent  d'une  seule  d'entre  elles,  l'équation 
est  une  équation  différentielle  ordinaire. 

Au  contraire,  lorsque  les  variables  d'une  équation  dif- 
férentielle dépendent  de  plusieurs  d'entre  elles,  l'équa- 
tion est  dite  aux  dérivées  partielles  ou  aux  différen- 
tielles totales,  selon  qu'elle  renferme,  avec  les  variables, 
des  dérivées  partielles  ou  des  différentielles  totales  de 
celles  de  ces  variables  qui  sont  regardées  comme  dépen- 
dantes. 

Nous  ne  nous  occuperons,  dans  ce  Chapitre,  que  des 
équations  différentielles  ordinaires.  Une  telle  équation 
peut  renfermer,  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  une 
variable  indépendante,  une  ou  plusieurs  variables  dépen- 
dantes et  certaines  dérivées  de  ces  dernières  variables. 
I/ordre  le  j)liis  élevé  de  ces  dérivées  est  Vordre  do 
l'équation  dilfércntiellc. 

Les  équations  différentielles  qu'il  v  a  lieu  de  considérer 
sont  généralement  en   même  nondjre  que  les  variables 
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dépendantes.  Lorsque  ce  nombre  est  supérieur  à  i,  elles 
constituent  ce  que  l'on  nomme  (n°  o3)  un  sjstème 
d'équations  différentielles  simultanées . 

61  o.  Étant  donnée  une  équation  différentielle  d'ordre 
quelconque  ou  un  système  de  telles  équations,  on  peut 
toujours  lui  substituer  un  système  d'équations  différen- 
tielles du  premier  ordre  en  introduisant  des  variables 
nouvelles  et  en  augmentant  le  nombre  des  équations, 
ainsi  que  nous  l'avons  déjà  dit  au  n°  70.  Effectivement, 
si  l'on  désigne  par  x  la  variable  indépendante,  par  y 
l'une  des  autres  variables  et  par  m  l'ordre  de  la  plus 
haute  des  dérivées  de  y  qui  figurent  dans  l'équation 
proposée  ou  dans  le  système  proposé,  on  posera 

dx  dx  dx 

et  l'on  joindra  ces  équations  différentielles  aux  pro- 
posées, après  avoir  écrit  dans  celles-ci 


y  ^ 

^  y  » 

•  •  •  > 

au  lieu  de 

dy 

d'-  y 

7lx' 

dx' 

y.(m-i)^   yOn-l) 


dx 


dm-iyr       ffmy 
"'    dx'"-^  '    dx'"  ' 

Pareillement,  si  n  est  l'ordre  de  la  plus  haute  des  déri- 
vées d'une  autre  variable  z  qui  figurent  dans  le  système, 
on  introduira  dans  ce  système  les  nouvelles  équations 

dz         ,       dz!         „  dz^"-^)  ■   ,, 

dx  dx  dx 


après  avoir  écrit 

z  , 

z",     .  .  . 

'        dx 

au  lieu  do 

dz 

d'-z 

d"-^  z     d'^z 

dx' 

dx'  ' 

'    c/x«-i*    dx'' 
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et  ainsi  de  suite.  Il  est  évident  qu'en  opérant  de  cette 
manière  on  obtiendra  un  système  équivalent  au  proposé 
et  dans  lequel  il  n'y  aura  aucune  équation  d'ordre  supé- 
rieur au  premier. 

61 6.  Cela  posé,  considérons  un  système  de  n  équations 
différentielles  distinctes  du  premier  ordre  où  figurent, 
avec  une  variable  indépendante  x,  n  autres  variables  j', 

,        1  ,   •    ,       dy    clz  du     (le    _^ 

z,.  .  .  ,u,  V  el  les  dérivées  -j-?  -—■>  •  •  •  ?  — 5  -;-•  Deux  cas 

d.jc    dx  dx    dx 

peuvent  se  présenter  :  ou  bien  les  n  équations  proposées 

dy     dz  du 

-—•>  —•>"••)  —1 
dx    dx  dx 


détermineront  les  valeurs  des w dérivées  -—•>  -^i"'-)  -— » 


-— î  qui  seront  ainsi  des  fonctrons  données  des  variables 

dx     ^ 

X,  j,  z, .  .  . ,  u,  u  ;  ou  bien  l'on  pourra,  par  la  combinai- 
son des  équations  proposées,  former  un  certain  nombre  i 
d'équations  qui  ne  renfermeront  que  les  seules  variables 
X,  j,  z, .  .  . ,  u,  {>  et  qui  pourront  tenir  lieu  de  i  équa- 
tions du  système.  Le  second  cas  est,  comme  on  voit,  celui 
d'un  système  composé  de  fi — i  équations  dilTérenlielles 
jointcsài  équations  entre  les  seules  varial)les,  et  il  peut 
être  ramené  au  premier  cas  par  l'élimination  de  i  varia- 
bles. Effectivement,  les  i  équations  entre  x,  j',  -,•••,  u, 
V  déterminent  /  des  variables  j^,  z,  . . . ,  w,  v  tn  fonction 
des  autres,  et,  si  l'on  substitue  leurs  valeurs  dans  les 
n  —  i  équations  restantes,  on  obtiendra  un  système  de 
n  —  i  équations  différentielles  du  premier  ordre  entre 
la  variable  x  et  n  —  ^  autres  variables. 

Il  résulte  de  là  que  tous  les  cas  des  équations  différen- 
tielles ordinaires  se  ramènent  à  celui  d'un  certain  nom- 
bre n  d'é(jualions  différentielles  du  premier  ordre  entre 
n  4-  I  variables,  qui  déterminent  les  valeurs  des  dérivées 
des  n  variables  dépendantes  en  fonction  de  toutes  les  va- 
riables. Va,  si  Ion  lait  ici  abstraction  des  dillicullés  de 
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l'élimination,  les  équations  du  système  auront  la  forme 

d.r 


du         .       ,  . 

^^^  -p         I  \ 

-7-=A-l>,J»2,.  .  .,«,  t-1, 

dx 

fif\i'-'^  fn-\  étant  des  fonctions  déterminées  de  x,  y, 
z,...,  u,  u. 

Dans  le  cas  où  le  nombre  des  variables  est  2,  le  sys- 
tème se  réduit  à  une  équation  différentielle  unique 


Des  équations  intégrales, 
617.   Soit 

une  équation  différentielle  du  premier  ordre  entre  les 
variables  xet^^  Il  sera  démontré  plus  loin  que,  silafonc- 
tiony(x,  y)  reste  continue  pour  les  valeurs  de  x  et  de  r 
comprises  entre  certaines  limites  etquexo,  j^o  désignent 
des  valeurs  choisies  à  volonté  entre  les  limites  respec- 
tives dont  nous  venons  de  parler,  il  existe  une  fonction 
F(x,  j:o,j>^o)  qui  se  réduit  à  j^n  pour  x  =  Xq  et  qui  est 
telle,  que  l'équation  (i)  est  satisfaite  quand  on  pose 

on  verra,  en  outre,  qu'il  n'existe  qu'une  seule  fonction 
F  {Xf  Xo,  yo)  jouissant  de  cette  propriété. 
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L'équation  (2)  est  dite  V intégrale  générale  de  l'équa- 
tion (i);  on  peut  y  regarder  jcq  comme  une  valeur  déter- 
minée quelconque  etj  0  comme  une  constante  arbitraire. 

Si  l'on  a  obtenu  par  une  voie  quelconque  une  équa- 
tion 
(3)  1.(^,7,0=0 

entre  les  variables x,j)  et  une  constante  arbitraire  C  telle 
qu'on  puisse  en  tirer  une  valeur  de  j  qui  satisfasse  à 
l'équation  (1),  l'équation  (3)  coïncidera  avec  l'intégrale 
générale,  car  on  pourra  déterminer  la  constante  G  de 
manière  que  l'on  ait 

*(-fo.  Jo>C)  =0, 
et,  par  conséquent,  la  valeur  dej^  tirée  de  l'équation  (3) 
se  réduira  àj)  0  pour  x  =  Xq. 

L'équation  (i  )  devenant  identique  quand  ony  remplace 

^y  1  1  •    .       1       / 

J  Gi-j-  par  les  valeurs  tirées  des  équations 

J*       <)<}>  (/y 
*  =  o,      -—  -h  T-  ;    =  o, 

il  est  évident  qu'elle  résulte  de  l'élimination  de  la  con- 
stante C  entre  les  mêmes  équations,  d'où  il  suit  que  les 
équations  différentielles  du  premier  ordre  ont  toutes  la 
même  origine  (n°  51  ). 

018.  Considérons  maintenant  un  système  quelconque 
de  n  équations  différentielles  du  premier  ordre  entre 
w  -i-  I  variables  x^y^  z, ...  ,11,  i^,  savoir 

'(y        /•/ 

il.r 


Jj: 
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Si  les  seconds  membres  de  ces  équations  sont  des  fonc- 
tions continues,  lorsque  les  variables  sont  comprises 
entre  certaines  limites  et  que  Xq,  ja,  Zq,  ...,  Uo,  ^a 
désignent  des  quantités  arbitraires  respectivement  com- 
prises entre  les  mêmes  limites,  il  existe,  comme  on  le 
verra  plus  loin,  un  système  de  fonctions  F,  F,,  ...,  F„_) 
de  la  variable  x  et  des  quantités  Xo,  j  o>  ^o>  •••,  "o>  ^0 
qui  se  réduisent  respectivement  àj'o.  ^o>  •••,  "o>  ^0  pour 
X  =  Xo  et  qui  sont  telles,  que  les  équations  du  sys- 
tème (i)  sont  vérifiées  quand  on  fait 

j  =z  i  i  j:,  Xq,  j-q,  3q,  .  .  . ,  «0,  To), 

z  =  Fi(a;,  Xo,  Joi  2o.  •  •  •  1  «0,  f'o), 


^'  =  Frt-i(-^i  -2^0»  To,  Zo>-  •  -5  "0,  «'o); 

en  outre,  le  système  des  fonctions  F,  F(,---,  F„_,  est 
unique. 

Le  système  (2)  constitue  le  système  des  intégj^ales 
générales  des  équations  (i)  ouïe  système  intégral  du 
système  (i)  ;  on  peut  prendre  pour  Xq  une  valeur  déter- 
minée choisie  à  volonté  ;  j'o>  ^o>  •  •  •  >  "o>  '^0  sont  n  con- 
stantes arbitraires. 

Si  l'on  a  obtenu  par  une  voie  quelconque  un  système 
de  n  équations  entre  les  variables  x,  j,  z, . . . ,  u,  v  e\, 
«  constantes  arbitraires  C,  Cj,  C2,..-,C„_,,  savoir 


(3; 


*  (.r,  j,  3,  .  .  .  ,  «,  ç-,  C,  C,, .  .  . ,  C„_i)  =  O, 
<I>i(jr,  7,  z,.  .  .,  «,(',  G,  Cl,.  .  .,  C„_i(  =0, 


'I'/i-i(-r>  J. ->•  ..,«,<',  C,  G,,.  .  .,  C„_,)  =  0, 

et  qu'on  puisse  tirer  de  ces  équations  des  valeurs  àe  y, 
z, . . . ,  H,  w  propres  à  vérifier  les  équations  (i),  le  sys- 
tème (3)  coïncidera  avec  le  svstème  intégral,  pourvu 
cependantqu'on puisse  attribuerauxconstantesC,C(,..., 
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C,i_i  des  valeurs  telles  que  j",  2,  ...,  11,  u  se  réduisent 
respectivement  aux  valeurs  arbitraires j}o>  -0?  •••>  "o>  ^0 
quand  on  fait  x  =  .Vq. 

Ilestévident  que  cette  dernière  condition  sera  remplie 
si  les  équations  (3)  définissent  pour  C,  G),  ...,  C«_i  des 
valeurs  déterminées  fonctions  des  variables  x',j^,  z, . . .  y 
Uj  Vf  savoir 

C  =H'(,r,  j,  3 M,  (.), 

Cl—  ^i(-r,  J,  s, .  .  .,  «,  «'), 


(4) 


C«-l   ^B— 1  (•*■>  Jl 


Le  système  des  équations  (  4  )  n'est  autre  que  le  système 
intégral  mis  sous  une  forme  particulière  ;  les  équations 
qui  le  composent  ne  renferment  qu'une  seule  constante 
arbitraire;  chacune  de  ces  équations  est  dite  une  inté- 
grale du  système  (i). 

Cauchy  a  établi  le  premier  d'une  manière  rigoureuse 
l'existence  des  équations  intégrales,  mais  la  démonstra- 
tion qu'il  a  donnée  de  ce  théorème  fondamental  est  d'une 
complication  excessive.  Le  même  théorème  a  été  ensuite 
démontré  d'une  manière  fort  sinqjleetau  moyen  de  consi- 
dérations très-différentes  par  MM.  Briotel  Bouquc  t.  Nous 
exposerons  ici  l'analyse  que  ces  géomètres  ont  publiée 
dans  un  Mémoire  qui  fait  partie  du  XXXVP  Cahier  du 
Journal  de  l' Ecole  Polytechnique  ',  celte  analvse  repose 
sur  quelques  lemmes  dus  à  Cauchy  et  que  nous  allons 
établir. 

Propositions  préliminaires. 

019.  Lemme  I.  —  Soient  x^  une  constante  dcterjuince, 
x  =  Xo-\-  pe'^'J''  une  variable,  J'[x)  une  fonction  bien 
détennince  de  celte  variable  qui  reste  continue  et  qui 
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ait  une  dérh'ée  déterminée  tant  que  le  module  p  n  est  pas 
supérieur  à  la  limite  R  ;  si  M  désigne  le  maximum  des 
^yaleurs  que  prend  le  module  de  J [x)  quand  on  fait 
varier  p  de  o  à  J\  et  od  de  o  à  27:,  oji  aura 

"lod     — ~-^     •<  !  •  2 . 3 . . .  «  - — , 

rd"f(.v)i  , , .         ,       ,  , ,      , 

— ■  „         désignant  la  valeur  que  prend  la  n^eme  ^gr,./_ 
\>ée  dej[x)  pour  x  =  X(,. 
EnefTet,  ona(n°500) 

le  module  de  l'élément  différentiel 

n'étant  pas  supérieur  à  M^w,  il  est  évident  que  le 
module  de  l'intégrale  ne  peut  surpasser  /  M^fw,  c'est- 
à-dire  2  71  M,  ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. . 

620.  Lemme  il  —  Soient  Xo, y Q,  ^o»---  '"  constantes 
déterminées,  x  =^  Xq  +-  p  r?""^"* ,  y  =  7  o  4-  ^'  e^'V-  '  ^ 
z  =:  Zo  +  p"e""v'~' ,  .  .  .  m  variables  f  {x,  j  ,  z,  .  .  .) 
une  fonction  déterminée  qui  j'este  continue  et  qui  ait 
une  dériv'ée  déterminée,  relativement  à  chaque  x'aria- 
hle,  tant  que  les  modules  p,  p',  p", ...  ne  de^dennent 
pas  supérieurs  aux  limites  respectives  R,  R',  R", ...  ;  si 
M  désigne  le  maximum  des  valeurs  que  prend  le  module 
de  f[x,  y,  z, . . .)  quand  on  fait  varier  p,  p',  p",... 
de  o  à  R,  de  o  à  R',  de  o  à  R", . . . ,  et  les  angles  w,  w', 


35o  CALCUL    INTÉGRAL. 

w", .  . .  de  o  à  iT. ,  on  aura 

V        àx"  dj"  dz"" . . .       /o  R"R"'R""  . .. 

l'indice  zéro  indiquant  qu'il  faut  remplacer  x,  j,  z,  ... 
par  Xq, yo^  z^^,...  après  les  dijférentiatioiis. 

En  eflet,  si  l'on  applique  k  f[x,  j,  z, .. .),  regardé 
comme  fonction  de  la  seule  variable  x,  la  formule  rap- 
pelée dans  le  lemme  I,  on  aura 

R^  d»/(.  y,  .,^!  ^  ^  r".-W=T^(.^Re-.^.^.... ..).,„, 

2...»  dx"  -nzj  -^^  '-''    '        ^       ' 


I  .  2.  .  .72 


X  devant  être  remplacé  par  Xo-  En  difïérenliant  ii'  fois 
par  rapport  kj,  on  aura 

I.2...«  d.r«clj"'  ■j.TiJ^  dj"' 

on  a  d'ailleurs,  par  la  formule  déjà  employée, 
R'«'       d"y{jc  -+■  R e^i^,  r,  3 ) 


1 . 2 .  . .  «'  dj"' 

e--''"'\^/(.r  -f-  Re"v/-',  7  +  R'e"'\^,  s,.  .  .  Wm', 

o 

où   il   faut  faire  non-seulement  a:  =  Xo,  mais   encore 

j-  =j'o  '■>  on  aura  donc 

R"  R'  "'       ()"+"' f{x,  y,  z,  ..  ■) 

I  .  2  .  .  .  /2    1  .  2  .  .  .  «'  dr"  ôf"^' 

=  -r^l        f     e-(""+"'"')\/^/(.r-f-Re"v^,  r -f-RV^'v'",  2,...^^wr/w' 

où  l'on  doit  faire  x  =  .ro,  7  =  )  o- 

Il  est  évident  qu'en  poursuivant  la  même  marche  on 
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obtiendra  la  formule 


[ 


'       *•  o         t  o  •    o 


dx"  dj"'  dz"" . . 


dans  laquelle  le  second  membre  est  une  intégrale  mul- 
tiple d'ordre  7n  ;  il  est  à  peine  nécessaire  d'ajouter  que 
chaque  produit  tel  que  i  .2  ...  72  doit  être  réduit  à  l'unité 
quand  n  =  o. 

Maintenant,  chaque  élément  de  l'intégrale  multiple  a 
un  module  inférieur  ou  au  plus  égal  à  Md(î)d(x>' d<j)". . .  ; 
donc  le  module  du  second  membre  de  la  formule  précé- 
dente ne  peut  surpasser 


(^ 


J-,2-        ^2-  ^2- 


c'est-à-dire  M,  ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

621.  Lemme  m.  —  Les  mêmes  choses  étant  posées 
que  dans  le  lemnie  précédent,  toutes  les  dérivées  par- 
tielles de  la  fonction 

M 


(-■^"](--^)(-^") 


ont,  pour  X  ^=-  Xq,  p  =  J  o?  ^  =  -o>  • .  •  ■>  des  x>aleurs  res- 
pectivement égales  aux  linntes  des  valeurs  assignées 
par  le  leniuie  II  aux  modules  des  dé/iuées  partielles 
correspondantes  de  la  Jonction  f[x,  y,  z,...). 

En  effet,  si  l'on  diflférentie  la  fonction  (^[x,y\  z,. . .) 
n  fois  par  rapport  à  x,  puis  «'  fois  par  rapport  à  j,  puis 
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Jî" {ois  par  rapport  à  z,  puis...,  on  aura 

d"+"'^""+-  cj>  [x,  j,  z, .  .  .  ) 

d.r"  dj"'  àz""  .7. 

=  ( I  . 2 ...«)( 1 . 2 ...«')( 1 .2 ...//')...  R-"-  R'-"'  R"-«''... 


X 


n'+l 
I r^-  1  l  I  —  '     ,  /   '  I  l  1 


,r  — j:„\«+7_      j_j(,y--'^_       -_z,,y^-.^^^ 


R      /         V  R'      y  \  R"    / 

et,  en  faisant  x  =  oca,  j  =j)'o>  '  =^  ^o;  •  •  •  > 


L  dr«  dr"' (?3""  .  .  .  Jn 


=:  (  I  .  2  .  .  .  /?  1  (  I  ,  2  .  .  .  «'  1  (  I  .  2  .  .  .  /z     )  .  .  . 


j^ft  R'«'  ^"n" 


DémoJistration  de  V existence  de  l'intégrale  générale 
d'une  équation  difjcrentielle  du  preniier  ordre  à 
deux  variables. 

622.  TBitoRÈME.  —  Soient  Xq,  Jq    deux  constantes 
'choisies  à  volonté,  et 

deux  2'ariahles  ;  sif  {x,j)  est  une  Jonction  déterminée 

de  X  et  de  y  qui  reste  continue  tant  que  p  et  p    ne 

dépassent  pas  les   limites  respectives  R,-  R',   et  quen 

,      j  .   .    .      df   df      .         j  .  .    .        ., 

même  temps  les  aern'ces  -r-^  -j-  soient  aderminees,  iL 
'  dx    dy 

existe  une  fonction  j  de  x  qui  reste  continue  tant  que 

le  module  de  x  —  Xq  n'est  pas  inférieur  à  une  certaine 

limite  r,  qui  se  réduit  à  jo  pour  x  =  Xq   et   qui  enfin 

satisfait  à  l  équation  difjérentielle 

(0  S=A'.r). 
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Toute  fonctionydexqui  reste  continue  pourlesvaleurs 
(le  X  —  Xo  dont  le  module  est  inférieur  à  une  quantité 
donnée  /"  et  qui  a  une  dérivée  déterminée  est  dévelop- 
pable  en  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances entières  de  x  —  Xq,  et  l'on  a  (n°383) 

ldy\    x—.ro         i  '^-fx    (.r  —  .r J2 

/dY\     (d^j\         ,        ,        ,         j        'ly   d'-Y 
'.'o,  '  —  \  i\  -T-T     •'•"  étant  les  valeurs  de  ^  ,  -;-;  —r—y  ■  • 
■^    '\dxJo    \dx-jQ  "      (Ix     dx- 

qui  répondent  à  x  =  a^o- 

Si  une  telle  fonction  y  est  susceptible  de  satisfaire  à 

l'équation  (i),  les  coefficients!  —  I  5  (y-r)  '•••   seront 

déterminés  en  fonction  de  Xq  et  de  j'o  P^r  l'équation  (i) 
jointe  à  celles  qu'on  en  déduit  par  la  différentiation, 
savoir  : 


dr 
dl-    ~ 

:/(-, 

j), 

dx- 

ôf 
'  Ôx 

df  dr 
oy  dx 

dx^ 

dxôy 

dy 

dx 

+ 

d\f 

m' 

d/d\r 

dy  dx-'  ' 

En  faisant  x  =:  Xq,  j  =J>'o>  on  aura  successivement  par 

les  équations  (  3  )  les  valeurs  de  [ y-  j  ,  (  —^  |  ,  •  •  • ,  et  il 

en  résulte  que  la  fonction  j^,  si  elle  existe,  est  unique. 
D'après  cela,  pour  démontrer  le  théorème  énoncé,  il 

suffit  de  prouver  :  1°  que,  les  coefficients  (  —  j  '  (-7^)  »••• 

ayant  été  déterminés  par  le  moyen  des  équations  (3),  la 
série  contenue  dans  le  second  membre  de  la  formule  (2) 
est  convergente  tant  que  le  module  de  x  —  Xq  reste  infé- 

S.  —  Ca/c.  inc.  23 
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rieur  à  une  certaine  quantité  /•,  auquel  cas  la  série  a 
pour  somme  une  fonction  continue  (n°  47o);  a°  que  l;i 
fonction  y  définie  par  la  même  formule  (2)  satisfait 
effectivement  à  l'équation  (1). 

A  cet  effet,  désignons  par  M  le  maximum  du  module 
des  valeurs  que  prend /"(a:,  j^)  quand  on  fait  varier  c 
de  o  à  R,  p'  de  o  à  R'  et  les  angles  co,  co'  de  o  à  2:1. 
Posons  en  outre 

(4)        f!^.Y)=  " 


(--PU-^) 


et  considérons  l'équation  diflerentielle 

(5)  S='X-.Y)- 

Je  dis  qu'il  existe  une  fonction  Y  de  x  qui  reste  con- 
tinue tant  que  le  module  de  x  —  Xq  ne  dépasse  pas  une 
certaine  limite,  qui  se  réduit  à  y^  pour  x^oTo,  et  qui 
satisfait  à  l'équation  (5).  En  effet,  l'équation  (5)  j)eut 
s'écrire  comme  il  suit, 

,       Y-JqWY 
R'       /  (U 


et  il  est  évident  qu'on  l'obtient  en  différentiant  l'équation 

(6)    {Y-y,-  Ll-r^;'^^-M^lRlog(.-^')_o. 

Cette  équation  (6)  est  du  deuxième  degré  par  rapport 
à  Y — jo,  et  ses  deuxracinesdeviennent  égalesenlre  elles 
lorsque  l'on  a 
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Si  donc  on  pose 

celle  des  racines  Y  de  l'équation  (6)  qui  se  réduit  à  yo 
pour  x  =  x,j  restera  fonction  continue  de  x  tant  que  le 
module  de  x — Xq  sera  inférieur  à  r.  Ainsi  l'on  a,  pour 
de  telles  valeurs  de  or, 

Les  coefficients  (-^)  '  (  "TT?  )  '  "'  de  ce  développe- 
ment s'obtiendront  en  faisant  x  =  X(i,  Y  =  jo  dans  le 
système  formé  par  l'équation  (5)  et  celles  qu'on  en  dé- 
duit par  la  différentiation,  savoir  : 

'^  =..(x,y;, 

dx  ■  ^  ' 

cPY^  _  d^         dydY 
(8)      /    elj;^  ~  di  '^  dXd^'' 

d^Y       d'-o  (T-o     dY       d^^  [dYV      â's>  d'Y 


l  ^__à^_^       à-?     dY  _^_d'^v  IdY 

f  'dJF  ~  â^'  '  "^  0.V  ô  Y  ~dx  ~'~  Irv  \^ 


c^Y  dx'- 


En  outre,  on  a,  par  l'équiition  (4), 


i.i...ni.7....n'  ôx."ôY''         I        x  —  x\"-^-(        Y  —  r, 

le  produit  i  .i . .  .n  ou  i.i. .  .n'  devant  être  réduit  à 
l'unité  quand  n  ou  n!  est  nul,  et  celle  formule  montre 
que  toutes  les  dérivées  partielles 

(?"+"' y  (x.  Y) 
().r«  ÔY^' 

ont,  pour  X  ■=  Xq,  Y  =j  o,  des  valeurs  positives;  il  en 
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résulte,  à  cause  des  formules  (8),  que  les  quantités 


\c/.r);        \d.r^'J,' 


sont  elles-mêmes  positives. 

Désignons  par  A  le  maximum  du  module  des  valeurs 
que  prend  la  fonction  Y  quand  on  fait  varier  de  o  à  /• 
le  module  p  de  x  —  jCq  et  de  o  à  27:  l'argument  w;  on 
aura,  d'après  le  Icmme  I  (n°  019), 

Comparons  maintenant  entre  eux  les  deux  systèmes 
d'équations  (3)  et  (8),  dans  lesquels  nous  sujjposons 
x=Xo,  Y  =:^  y:=:j(,>  La  première  équation  du  sys- 
tème (3)  et  la  première  du  système  (8)  nous  montrent 
nue  Ton  a 


d'après  le  lemme  II  du  n°  020.  On  voit  ensuite  (lemme  III, 
n°  621  )  que  les  modules  des  deux  termes  du  second 
membre  de  la  deuxième  équation  (3)  sont  respective- 
ment inférieurs  aux  termes  du  second  membre  de  la 
deuxième  équation  (8),  lesquels  sont  l'un  et  l'autre  po- 
sitifs; il  en  résulte  que 

et  ainsi  de  suite,  en  sorte  que  l'on  a  généralement 

et,  à  cause  de  l'inégalité  (9), 

i(i"r\  A 

,0^  mod(--)   <..2...«-„ 
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OU 

Si  le  module  de  x — Xq  est  inférieur  à  ;•,  la  progression 

géométrique  dont  le  tei^me  général  est  A  Xmad  ( ] 

est  convergente  ;  donc  la  série  formée  par  les  modules 
des  termes  de  la  série  (2)  est  convergente,  dans  la  même 
hypothèse  (n"  97)  ;  par  conséquent,  la  série  (2)  est  elle- 
même  convergente  (n°  363),  et  elle  a  pour  somme  ime 
fonction  déterminée  et  continue  y.  Il  faut  remarquer 
que  l'inégalité  (10)  prouve  aussi  la  convergence  delà  série 
obtenue  en  différentiant  par  rapport  à  JC  les  termes  de  la 

série  (2);  cette  dernière  série  a  donc  pour  somme  —  • 

Il   nous  reste  à  démontrer  que  la  fonction  ->'  définie 
par  la  formule  (2)  satisfait  bien  à  Téquation  (1). 
On  a  d'une  part 

d.r         \  d.7-  y  Q    '     y  c/x-  /  0         I  \  dx"^  !  1.2 

et  d'autre  part 


Nous  écrivonsyo  au  lieu  de  /(xo,j)'o)  dans  cette  formule 
et  nous  désignons  ^div/'^^J^,  ...  les  valeurs  que  pren- 
nent, pourx  =  Xo,  y=yo,  les  quotients  y,/"",  ...  obte- 
nus en  divisant  par  dx,  dx-,  ...  respectivement  les 
différentielles  totales  dj",  d-/,  ....  Les  quantités  J', 
f",  . . .  sont  déterminées  par  les  équations 

O'-        dy  itx 

I  ^   ~  (Ic^  ''"  ^  ô.r  ôy  dx  "'"  dy-  \dxj   "^  dy  dx'  ' 
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Pour  axoirf'^^  7  f"oJ  ■  ■  ■■>   ^^  ^^"t  J  faire  x  =  Tq,  y=yo 

et  remplacer  (  —  )  •-  (  -7-^  )  »  •  •  •  par  les  valeurs  tirées 

des  équations  (3).  Or  on  voit  que  les  seconds  membres 
des  équations  (11)  sont  identiques  à  ceux  des  équa- 
tions (3)  si  l'on  fait  abstraction  delà  première  équation 
du  système  (3);  on  a  donc 


dx^  /  „        -^  "        \  dx^ 


et,  par  conséquent,  la  fonction  (2)  satisfait  bien  à  l'équa- 
tion (i). 


Démonstration  de  V existence  du  système  intégral  d'un 
système  d' équations  dijfférentielles  du  premier  ordi'e. 

623.  MM.  Briot  et  Bouquet  ont  étendu  leur  analyse 
au  cas  d'un  système  quelconque  d'équations  différen- 
tielles simultanées  du  premier  ordre,  et  ils  ont  démontré 
ce  nouveau  théorème  : 

Théorème.  —  Soient  x^,  y q,  ^o»  •  •  •  ni-i-\  constantes 
choisies  à  volonté,  et 

m-\-i  variables.  Si  les  m  fonctioiis 

f[x,y,z,    ...),  /i(^,r, --,...),  ./,(.r,r,  ?,.  ..),    ... 

restent  continues  tant  que  p,  p',  p".  ...  ne  dépassent 
pas  les  limites  respectives  R,  R',  R'',  . .  .  et  qu'elles 
admettent  en  même  temps  des  dérivées  déterminées 
relativement  à  chaque  variable,  il  existe  m  fonctions 
j)',  z,  .  .  .  de  la  variable  x  qui  restent  continues  tant 
que  le  module  de  x  —  Xq  j'este  inférieur  à  une  certaine 
limite  r,  qui  se  réduisent  respectivcme/it  à  j  q,  Cq,  ... 
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pour  X  =  Xq  et  qui  satisfont  aux  m  équations  dijjéren- 
tielles  siînultanées 

Désignons  par  M,  M,,   ...  les  maxiina  des  modules 
des  valeurs  que  prennent  les  fonctionsy(a:,  j^  z.  . . .), 

fi[x,y,  z, quand  on  fait  varier  p,  p',  p" .  ...  de  o 

à  R,  de  o  à  R',   de  o  à  R' ,  ...    respectivement,  et  les 
angles  o),  w',  w'',  ...  de  o  à  27:;  posons 


<^[x.  Y,  z,  ...;  = 


(-^)(--i(^i( 


Z--0 


et  considérons  les  m  équations  simultanées 

(2)  -A=Mç.(x,  Y,Z,  ...1,  ^=M,'^{.r,  Y,Z,  ...),.... 
^  d.r  dx  '  ' 

On  peut  trouver  des  fonctions  Y,  Z,  . . .  qui  satis- 
fassent aux  équations  (2)  et  qui  se  réduisent  àjo:  ^o>  •  •  • 
respectivement  pour  a:.-=:Co.  En  effet,  si  l'on  pose 

(3)  Y-j-,=:.MS,     z-.-o-^:^iiS,    ..., 

puis  que  l'on  détermine  la  fonction  S  de  manière  qu'elle 
s'annule  pour  x=Xo  et  qu'elle  vérifie  l'équation 

f4)  ^^  =  ?  (-^^  Jo  -1-  MS,  z,  -h  M,  S,  . .  .), 

il  est  évident  que  les  équations  (2)  deviendront  iden- 
tiques. L'équation  (4)  peut  se  mettre  sous  la  forme  sui- 
vante, 


]MS\   /    _  M,S\        rTS 


R 
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OU 

r       /M  \,       /MM,  N,,         "l^S 


.r  —  ^(j 


et  on  roblient  en  difTérentiant  la  suivanlc  : 

Soit  /■  le  plus  petit  des  modules  qu'il  faille  attribuer  à 
X — Xff  pour  que  l'équation  (5)  ait  deux  racines  S  égales 
entre  elles.  Tant  que  le  module  de  x — Xq  sera  inférieur 
à  /■,  celle  des  racines  S  qui  s'annule  pour  x=X(,  sera 
une  fonction  continue  de  x,  développable  en  série  con- 
vergente ordonnée  suivant  les  puissances  entières  de 
X  —  Xf)]  en  outre,  si  l'on  désigne  par  A  le  maximum  du 
module  de  cette  fonction  S  pour  les  valeurs  de  p  et  w 
respectivement  comprises  entre  o  et  /',  o  et  a;:,  on  aura 
[n°  619) 

^    ^  i  .2..  .  .n  \,/.€"  J^^  r"- 

Enfin  il  est  évident  que  les  fonctions  Y,  Z,  ...,  qui  sont 
proportionnelles  àS,  sont  développables,en  même  temps 
que  celte  fonction,  en  des  séries  convergentes  ordonnées 
suivant  les  puissances  entières  de  x  —  Xo. 

Cela  posé,  d'après  le  lemme  TU  du  n"G2!,  les  valeurs 
des  modules  que  prennent  les  fonctionsy(x,  y,  c,  . . .  ), 
fi{x,j,  z^...)j  ...  pour  x  =  Xo,y  =;)'q,  ~  =  -u,  •■•  sont 
res|)ectivenient  moindres  que  les  valeurs  des  dérivées 
correspondantes      des     fonctions    M(j)(j:,   Y,   Z,   ...}. 

M,y(j:,  Y,  Z,  .  ..)  pour  x  =  x„,  Y  =y^,  Z  =  ^o 

Il  en  résulte  que,  si  l'on  compare  le  système  formé  par 
les  équations  (i)  et  celles  qu'on  en  déduit  par  la  diffé- 
renliation  au  système  fonné  par  les   équations  (2)  et 
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36] 


celles  qui  s'en  déduisent,  on  trouvera,  comme  au  n°  622, 
que  les  valeurs  de 

tirées  des  premières  équations,  ont  des  modules  respec- 
tivement moindres  que  les  valeurs  réelles  et  positives 

fournies  parles  équations  du  second  système.  On  a  donc, 
à  cause  des  formules  (3)  et  de  l'inégalité  (6), 

mod       — ^      • ^-     <  MA    X  mod 5      , 

^  d.r"  /  Q    I  .  2  .  .  .  «     j  \        r         I 


Il  en  résulte  que  les  séries 

/(h  \    .r  —  .r,,         /<-/-  z\     (.7-  —  x„ 


\dx  j  Q        I  \d.v- 


sont  convergentes  îanlque  Ion  a  mod(j: — Xq)  <^y\  Ces 
séries  définissent  des  fonctions  j',  z,  . . .  qui  restent  con- 
tinues pour  les  valeurs  de  x  dont  il  s'agit,  et  le  raisonne- 
ment déjà  employé  au  n°622  prouve  que  les  fonctions  j  , 
z,  . . .  satisfont  effectivement  aux  équations  différentielles. 

624.  Remarque.  —  Il  est  évidemment  permis,  dans  la 
démonstration  qui  précède,  de  remplacer  les  modules  R', 
R",  . . .  par  le  plus  petit  d'entre  eux  ai,  et  les  maxima  M, 
M,,  ...   par  le  plus  grand  d'entre  eux  DIL.   Les  équa- 
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tions  (4)  et  (5)  deviennent  alors 

I ^  s        -: 


r  —  .ro\ 

--  o. 


La    dérivée  relative  à  S  de  celte   dernière  équation 

Dnne  i ^  : 

racines  égales, 


donne  i --8  =  0;  on  a  donc,  dans  le  cas  de  deux 


+  Rlog     I „—     =0, 


d'où 


X  J-Q  =    t^  ^^  I  <^ 

et,  par  conséquent,  on  peut  prendre  pour  la  quantité  r 

/       c'a 

r==^  R^  I  —  f^ 


("'+'.  OÏL' 


Propriclés  des    intégrales  d'un    système   d'cû/uations 
dijjéi'entielles  du  prender  ordre. 

62o.   Considérons  un  système  de  n  équations  dllFé- 

rcntielles  simullanées  entre   les  n-\-i  variables  x,  y., 

1  11       1       ^,  .    ,      dv    dz  dp 

r,  . . . .  V  en  vertu  desquelles  les  denvces  --•  -r-'  '"j  -— 

^  dx     d.r  (tx 

Y    Z  V 

aient  des  valeurs  déterminées.  Désignons  par  y'  v"'  '"'  v 

ces  valeurs  ;  les  équations  difTérentiellcs  seront 

^-_Y        (h__Z  ^_X 

dx        X        dx       X  dx        X 
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et  on  pourra  les  comprendre  clans  une  formule  unique, 

savoir 

,    ,  dx        dv        dz  dv 

''^  X  ^  Y~'z  ^"""^  V  ' 

X,  Y,  Z,  . . . ,  V  sont  des  fonctions  déterminées  des  va- 
riables X,  y,  z,. . . ,  w,  à  l'exception  de  l'une  d'elles,  qui 
peut  être  choisie  à  volonté. 

L'existence  du  système  intf^gral  étant  établie,  suppo- 
sons, comme  au  n^GlS,  que  les  équations  de  ce  syslème 
soient  résolues  par  rapport  aux  Ji  constantes  arbitraires 
C,  Cj , . . . .  C^_  A  qu'elles  renferment,  et  représentons-les 

par 

IW{x,j,z,  ...)  =  C, 


La  différentiation  des  équations  (2)  fait  disparaître 
les  arbitraires  C,  C(,  . . . ,  C,/_i,  et,  par  conséquent,  les 
équations  qui  résultent  de  celte  différentiation  forment 
un  svstème  équivalent  au  système  (i).En  d'autres  termes, 
on  a  identiquement 

(3)  dW=o,      dW^  —  o,     ...,      r/T„_,=o 

lorsqu'on  prend  pour  f/x,  rlj^  dz, . . .   des  quantités  pro- 
portionnelles à  X,  Y,  Z, . . . . 

Nous  avons  dit  (n°  618)  que  chacune  des  équations  (2) 
est  nommée  une  intégrale  du  svstème  (i)  ;  mais,  comme 
les  combinaisons  que  l'on  peut  faire  avec  ces  équations 
sont  susceptibles  de  leur  être  substituées,  nous  appelle- 
rons généralement  intégrale  du  système  (i)  toute  équa- 
tion 

(4)  n(.r,jr,  3,  .,..i^)  =r, 

dont  le  second  membre  est  une  constante  arbitraire  T  ec 
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dont  le  premier  membre  est  une  fonction  II  des  seules 
variables  x,  y,  z,...,  telle  que  la  difTérentielle  dW  se 
réduise  identiquement  à  zéro  quand  on  prend,  pour  les 
difTérentielles  f/x,  dj\,  dz, . . . ,  des  quantités  proportion- 
nelles à  X,  Y,  Z, 

Il  est  évident  qu'on  formera  une  telle  équation  en 
égalant  à  une  constante  T  une  fonction  quelconque  des 
premiers  membres  des  équations  (2),  car,  si  l'on  diflc- 
renlie  l'équation 

(5)  F(M',Ti T„_,;  =  r, 

on  aura 

c)F    ,  âF     ,  r)F       , 

et  cette  équation  est  satisfaite,  à  cause  des  formules  (3) 
qui  ont  lieu  quand  on  suppose  les  équations  (i). 

Mais  il  est  facile  de  démontrer  en  outre  que,  si  l'équa- 
tion (4)  est  une  intégrale  du  s}stème(i),clle  est  nécessai- 
rement de  la  forme  (5).  En  effet,  supposons  que  X  ne  soit 
pas  nul;  4'",¥,,  ...,4^„_,  étant  des  fonctions  des  «-h  i  va- 
riables^, j  ,  z  —  ,ç',  il  est  permis  de  regarder^  ,  c, ...,  v 
comme  fonctions  de  x  et  de  ^F,  ^", , . . . ,  '*?,/_) ,  puisque, 
par  hypothèse,  le  système  (2)  coïncide  avec  le  système 
intégral.  L'équation  (4)  prendra  donc  la  forme 

F(x,M-,T„  ...,T„_,;=r; 

la  différenliation  donne 

dF  ,         f)F   ,„,        OF    ,  ÔF      , 

O.v  dW  d'il        *  J4„_,         "    ' 

et,  à  cause  des  équations  (3),  on  a  simplement 

dF  ,  dr 

-—  dx  =~  o    ou      —  =0, 

dx  dx 
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ce  qui  exprime  que  la  fonction  F  est  indépendante  de.r. 
Il  n'y  a  donc,  pour  le  système  (t),  que  n  intégrales  dis- 
tinctes. 

626.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
l'équation 

n(j:,  jr,  :;,   .  .  .  ,  v^  =  const. 

soit  une  intégrale  du  système  des  équations 
cLr        dr  dv 

X  ^  Y  ~  ■  ■  ■  ~  V 
est  que  l'on  ait  identiquement,  en  vertu  de  ces  équations, 

dw    ,  an    ,  r)n 

-— -  dx  -f-      -  dy  --...-. —  di'  =:  o: 

cette  condition  est  donc 

ax  dj  dv         ' 

et  l'on  a  cette  proposition  : 

Théorème  I.  —  SiYL^=z  const.  est  une  intégrale  des 
équations  simultanées 

d.v         dr  di> 

'x  ~  Y  ~"  ~  v' 

la  fonction  Yl  satisfait  ide/itic/ue/Jie/it  à  l'équation  aux 
dérivées  partielles 

^  dn      ^  r)n  ,,  dn 

X  —  -■-  Y  — -  +  .  .  .  +  V  —  =  G. 
a.r  Or  Oi' 

Réciproquement,  toute  fonction  II  qui  satisfait  iden- 
tiquement à  l' équation  aux  dérivées  partielles  donne, 
quand  on  i égale  à  une  constante  arbitraire,  une  i/i- 
tégrale  du  sj  sterne  des  équations  simultanées. 
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Et,  d'après  ce  qu'on  a  vu  au  numéro  précéden't,  on 
peut  énoncer  cet  autre  théorème  : 

Théorème  II.  —  Si  l'équation  aux  dérivées  partielles 

^  on      ^àn  on 

est  satisfaite  (juand  ou  prend  successivement,  pour  lî, 
n  foîictiuns  distinctes  '*f'",  ^, .  .  ,^'„_i ,  toute  Jonction  II 
(fui  satisfait  à  la  même  équation  est  nécessairement  une 
fonction  ife  'i',  "Fj ,  . . . ,  ^ ,!-\  • 

Réduction  des  systèmes  d' équations  différentielles  entre 
un  nombre  quelconque  de  variables  à  des  équa- 
tions différentielles  qui  ne  renjerment  que  deux 
'Variables. 

627.  Une  équation  diflférentielle  d'ordre  quelconque 
entre  deux  variables  ou,  plus  généralement,  un  système 
de  n  équations  difTérentielles  d'ordre  quelconque  entre 
n-—\  variables  se  ramène,  comme  on  l'a  vu  (n^6l5), 
à  un  système  d'équations  difTérentielles  du  premier  ordre . 
Il  est  facile  de  montrer  que,  réciproquement,  un  tel  sys- 
tème peut  se  ramener  à  des  équations  dillerentielles  qui 
ne  renferment  que  deux  variables. 

Soient  les  n  équations  différentielles 

(r)  —=1,        —nrzZ,      ...,-=\, 

*    '  d.T  (IX  (l.r 

où  Y,Z, . . . ,  V  désignent  des  fonctions  données  des  n-k-i 
variables  x,  j \  r:, .  . .  ,  p".  Le  système  intégral  renfermer 
constantes  arbitraires,  et  l'on  peut  concevoir  que  les 
équations  de  ce  système  soient  résolues  par  rapport  à  j, 
z...,  V.  Considérons  en  particulier  l'équation  qui  dé- 
termine 7  en  fonction  dca:  eldcs  arbitraire»  ;  si  les  «  aibi- 
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traires  figurent  dans  cette  équation  ,  il  faudra,  pour  les 
éliminer,  joindre  à  l'équation  dont  nous  parlons  celles 
qu'on  en  déduit  par  n  différentiations  successives  ;  doncr 
dépendra,  dans  ce  cas,  d'une  équation  dilTérentielle  d'or- 
dre n.  Mais,  si  l'expression  de  y  en  x  ne  renferme  que 
i  arbitraires,  i  étant  <^7^,  il  est  évident  que  i  différen- 
tiations suffiront  pour  l'élimination  des  constantes,  et, 
par  conséquent,  7  ne  dépendra  que  d'une  équation  diffé- 
rentielle d'ordre  i. 

628.  L'équation  différentielle  de  laquelle  )  dépend 
peut  être  obtenue  au  moyen  des  équations  proposées.  En 
effet,  on  a,  en  différentiant  la  première  des  équations  (i), 

rl-Y  _dY    ,    dY  dr    ,    dX  dz  _^  ÔY  di> 

(l.x'^         ôx         dy   dx        dx  dx  df  dx 

ou,  à  cause  des  équations  (i), 

dx-  dx  ■    ay  Oz  0'-' 

nous  désignerons,  pour  abréger,  parl^  (  le  second  membre 
de  cette  équation,  et  nous  aurons 

En  différentiant  cette  équation  et  en  faisant  usage  des 
équations  (i),  on  obtiendra  la  nouvelle  équation 

"f^^  -  ^^' 

où  Y2  est  une  fonction  connue  des  variables  .r,  }', 
z, . . . ,  V.  En  poursuivant  cette  marche,  on  formera  le 
système  des  n  équations 


^  _  Y      ^!Z  —  Y  ^— 

dx~     '     dx^  ^     *  '      ■  ■  "    dx"' 
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dont  les  seconds  membres  Y,  Y,, .  . . ,  Y„_,  sont  des  fonc- 
tions connues  de  x^j,  ->•••>  '^• 

Si  les  n  équations  (2)  sont  nécessaires  pour  l'élimina- 
lion  des  n  —  i  variables  ^, ...,  t^,  ces  variables  seront 
déterminées  par  les  w —  i  premières  équations  en  fonc- 
tion de 

et,  en  substituant  leurs  valeurs  dans  la  dernière  équa- 
tion   (2),    on    obtiendra    une    équation    différentielle 

d'ordre  n 

d"  r  __     [  <h  d''-\r\ 

d^^  ~  r' ^'  Zc'  '"'  7/^:^^; ' 

Mais  il  peut  arriver  que  les  i  premières  équations  (2) 
suffisent  pour  former  une  équation  différentielle  entre  jc 
et  }'.  Cette  équation  différentielle  sera,  dans  ce  cas,  de 
l'ordre  i,  et  i  —  i  des  ji  —  i  variables  -,...,  v  seront 
connues  en  fonction  des  n — i  autres  et  de 

,-/)-  d'-'  y 

d.r  dx'    ' 

alors,  si  l'on  substitue  les  valeurs  de  ces  i — 1  variables 
dans  celles  des  équations  (i)  qui  renferment  les  dérivées 
des /z  —  i  autres,  ces  dernières  seront  déterminées  par 
un  système  de  n  —  i  équations  différentielles  analogues 
au  système  (i),  avec  cette  seule  différence  que  les  se- 
conds membres  renfermeront  une  fonction  j"  définie  par 
une  équation  différentielle  d'ordre  i,  ainsi  que  les  /' —  t 
premières  dérivées  de  celte  fonction.  En  opérant  sur  It; 
svstème  dont  il  s'agit  comme  nous  avons  fait  à  l'égard 
du  système  (i),  on  fera  dépendre  une  nouvelle  variables 
d'une  équation  différentielle  d'un  certain  ordre  /  égal  ou 
inférieur  à  //  —  t ,  laquelle  pourra  renfermer  la  fonction  y 
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et  les  dérivées  de  cette  fonction,  jusqu'à  l'ordre  î  —  i  seu- 
lement, puisque  la  dérivée  d'ordre  i  s'exprime  par  les 
dérivées  des  ordres  inférieurs.  Si  le  nombre  j  est  égal  à 
?i  —  z ,  les  /z  —  i  —  I  variables  restantes  seront  détermi- 
nées en  fonction  ds 

dy  S-^Y  clz  d'-^z 


d.r  dx'    ^  ax  d.rJ-^ 

mais,  dans  le  cas  contraire,  y  de  ces  variables  seulement 
pourront  être  exprimées  en  fonction  des  précédentes 
quantités  et  des  n  —  i — j  variables  restantes.  Il  est  évi- 
dent qu'en  poursuivant  la  même  marche  on  formera 
un  système  d'équations  différentielles  dont  les  ordres 
auront  pour  somme  n;  chacune  de  ces  équations  ne  ren- 
fermera qu'une  seule  variable  dépendante,  outre  celles 
qui  figurent  dans  les  équations  précédentes,  et  que  nous 
regardons  comme  déterminées  par  ces  équations.  Quant 
aux  variables  qui  ne  figurent  pas  dans  les  équations  dif- 
férentielles dont  il  s'agit,  elles  sont  déterminées  en  fonc- 
tion des  autres  variables  et  des  dérivées  de  celles-ci. 

629.  Pour  former  l'équation  différentielle  par  laquelle 
sont  liées  entre  elles  deux  des  variables  qui  figurent  dans 
\\n  système  d'équations  différentielles  simultanées,  il 
n'est  pas  nécessaire  que  ces  équations  soient  mises  sous 
la  forme  que  nous  leur  avons  supposée  au  numéro  pré- 
cédent. La  différentiation  et  l'élimination  conduiront 
dans  tous  les  cas  à  l'équation  demandée. 

Considérons,  par  exemple,  les  deux  équations  simul- 
tanées 


lO 


dy  d'"y  dz  dP  z 


de"'  ' 

", 

dz 

d^ 

d'^Y 

dz 

dx"  ' 

■^J 

dx 

/  dy  d'^Y  dz  dTz 

\    '      ^    de  dx"'  '     dx  dxt 

S.  —  Cale,  iiit. 


2-J 
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qui  renferment  trois  variables  x,j),  z,  dont  la  première 
est  regardée  comme  indépendante.  La  première  équation 
est  de  l'ordre  m  par  rapport  à  j-  et  de  l'ordre  p  par  rap- 
port à  3;  pour  la  seconde  équation,  l'ordre  relatif  à  j'' 
est  n  et  celui  qui  se  rapporte  à  z  est  y. 

Soit  fz  le  nombre  des  équations  différentielles  résolues 
par  rapport  aux  dérivées,  dont  se  compose  le  système  dif- 
férentiel du  premier  ordre  que  l'on  peut  substituer  au 
système  proposé  (n°  616).  D'après  ce  qui  a  été  dit  au 
numéro  précédent,  si  les  équations  (i)  déterminent  les 

d"'r         d"Y 

valeurs  de  la  plus  haute  dérivée  de  y,  savoir  - — ou- — > 

dfz 
ainsi  que  la  plus   haute  des  dérivées  de  z,   savoir  -— - 

ou  —  5  en  fonction  des  dérivées  des  ordres  inférieurs  et 
dx'i 

des  variables  x,y,  z,  ce  qui  exige  évidemment  que  les 
différences  m  —  n,  p  —  q  ne  soient  pas  de  même  signe, 
le  nombre  /^  sera  égal  à  la  plus  grande  des  deux  sommes 
PI  _|_  ,1  II  -f-  yj;  s'il  n'en  est  pas  ainsi,  //  sera  inférieur  à 
celle  plus  grande  somme. 

Cela  posé,  pour  faire  l'élimination  de  z,  différentions 
les  équations  proposées,  la  première  q  fois,  la  seconde 
p  fois  ;  en  joignantles  équations  obtenues  aux  proposées, 
nous  aurons  un  système  de  /?  -f-  </  4-  2  équations.  Les 
dérivées  de  z  figureront  dans  ce  système  jusqu'à  celles 
de  l'ordre  p  -\-  q,el,  quant  à  l'ordre  de  la  |)lus  haule  dé- 
rivée de  1',  il  sera  égal  au  plus  grand  des  nombres  77/  -f-  q, 
n-\-  p.  Il  s'agit  d'éliminer  les  p  -{-  q  -h  i  quantités 

dz  di'+'/z 


dx  d.i''+i 


entre  les/)  -{-  q  -\-  1  équations  ainsi  formées.  Si  loulcsces 
équations  sont  nécessaires  pour  rélinilnalioii, /7  4- </ -|-  i 
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(h 

d'entre   elles  détermineront  les    valeurs  de  z,  -- 1-  '  ■> 

d.v 
dP+1  z 

- — — -  )  et  la  substitution  de  ces  valeurs  dans  la  dernière 
dx'^'^'i 

équation  donnera  une  équation  différentielle 

,o%  (  dr  d'r\ 

dont  l'ordre  i  sera  égal  à  /:jl  ;   on  aura  en  même  temps^ 
comme  nous  venons  de  le  dire, 

/  dr  d'-'y 

(4)  ^  =  n'''^"'^'--"^^ 

"^  étant  une  fonction  déterminée. 

Mais,  si  les  p  -{-  q  -\-  1  équations  que  nous  avons  for- 
mées ne  doivent  pas  être  toutes  emplovées  pour  l'élimi- 
nation, l'ordre  i  de  l'équation  (3)  qui  résulte  de  cette 
élimination  sera  inférieur  à  u.  Alors  il  résulte  de  ce  qui 
a  été  dit  au  numéro  précédent  que  z  ne  sera  plus  déter- 
miné, dans  ce  cas,  en  fonction  de  jr,  r,  —-?•••  :  mais 

-^      d.i: 

elle  dépendra  d'une  équation  différentielle 


/  dz  d:'-'z\ 


=  0, 


d'ordre  ij.  —  i  et  dans  laquelle  figurera,  avec  ses  i  —  i 
premières  dérivées,  la  fonction  j  déterminée  par  l'équa- 
tion (3). 

Des  intégrales  des  divers  ordres  d'une  équation  dij- 
férentielle  d' ordre  quelconque,  à  deux  -variables. 

630.  Après  avoir  monti'é  que  tous  les  cas  des  équations 
différentielles  ordinaires  se  ramènent  à  celui  d'un  sys- 
tème du  premier  ordre,  dont  les  équations  déterminent 

24. 
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les  dérivées  en  fonction  des  variables,  nous  avons  fait 
voir  qu'un  tel  système  peut  lui-même  être  remplacé  par 
une  ou  plusieurs  équations  difTérentiellcs  d'un  certain 
ordre,  qui  renferment  seulement  deux,  variables,  mais 
où  figurent  les  fonctions  définies  par  les  équations  pré- 
cédentes. Le  cas  d'une  équation  différentielle  d'un  ordre 
quelconque  n  doit  être  regardé  comme  le  plus  simple  ;  il 
nous  reste  à  présenter  quelques  considérations  impor- 
tantes sur  ce  sujet. 
Soit 

l  dy    d\Y  d"y 

une  équation  dilférentielle  d'ordre  n  entre  les  deux 
variables  x,y.  Si  Ton  pose 

dv  dy'  dyC'-^) 

lequation  (i)  déterminera  une  valeur  de  -7-^  ou  — ~ 

en  fonction  de  x,  j> ,  j', .  •  •  O  ^""'^  '  soit  Y  cette  valeur, 
en  sorte  que  l'on  ait 

Supposons  que  la  fonction  Y  remplisse  les  conditions 
de  continuité  exigées  par  la  théorie  des  n"*  G2'2  et  G23  ; 
le  système  différentiel  formé  des  équations  simulta- 
nées (2)  et  (3)  admettra  un  système  intégral,  et  les  équa- 
tions de  ce  système  détermineront  pour  j),  }',  j", . . . , 
y{n-\)  des  valeurs  fonctions  de  x  et  qui,  pour  j:  =  a'o> 
se  réduiront  respectivement  à  des  constantes  arbitraires 
Po,yo,  JoOo""''-  Si  Ton  représente  par 

(4)  j  =  i.:.r,jo,yo y,r") 

celle  des  équations  du  système  intégral  qui  détermine  } , 
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il  esl  évident  que  les  n  —  i  autres  équations  de  ce  sys- 
tème s'obtiendront  endiflérentiant  successivement/? —  i 
fois  l'équation  (4).  Cette  équation  (4)  est  dite  V intégrale 
générale  de  l'équation  (i).  Et,  comme  le  système  inté- 
gral des  équations  simultanées  (2)  et  (3)  est  unique,  on 
voit  que  : 

Si  l'on  a  trouvé,  par  une  voie  quelconque,  une  équa- 
tion 

(5)  f[-r,y,C„C,,  ...,C„)  =  o, 

renfermant  n  co7istantes arbitraires C^ ,  Co,  ...,C„,  et  de 
laquelle  onpuisse  tirer  une  valeur  de  y  propre  à  vérifier 
l'équation  (il,  l'équation  (5)  coïncidera  avec  l'inté- 
grale générale  de  cette  équation  (  i  ),  pourvu  qu  on  puisse 
assigner  aux  constantes  des  valeurs  telles  que  y  et  ses 
n  —  I  premières  dérivées  prennent  des  valeurs  arbi- 
traires données  quand  on  attribue  à  x  une  valeur  quel- 
conque choisie  à  volonté. 

Cette  dernière  condition  sera  remplie  si  le  svstème 
formé  par  réquation(5)  et  celles  qu'on  déduit  de  celle-ci 
par/?  —  I  diflérentiations  détermine  les  valeurs  des  ar- 
bitraires C, ,  C2,  . . . ,  C,|  en  fonction  de 

dr       (1-  y  d"-^  r 

•^        dx        dx-  ^./•«-i 

631.  On  reproduit  l'équation  différentielle  (i)  quand 
on  élimine  de  l'intégrale  générale  (5)  les  arbitraires 
qu'elle  renferme  au  moyen  de  la  différentiation.  Mais 
supposons  qu'on  ne  veuille  éliminer  de  léquation  (5) 
que  i  arbitraires,  savoir 

C],  Co,    .  .  • ,    C,; 
il  faudra  exécuter  i  dilTérentialions,  et  je  dis  que,  de  auel- 
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que  manière  que  l'on  combine  les  opérations  de  difTéren- 
tiation  et  d'élimination,  le  résultat  obtenu  sera  toujours 
le  même.  En  effet,  supposons  qu'on  ait  pu  obtenir  deux 
équations  distinctes  ne  contenant  plus  les  arbitraires  C|, 
Co,  . . . ,  C/.  Soient 


Y 

1             dy 

d'y 

,.,C„]=o, 

"^1 

(        dy 
V^y^lx-- 

d'y    , 

.      ,  C„  )  =:  o 

d'Y 
ces  deux  équations.  Si  elles  ne  déterminent  pas  pour  — ^ 

la  même  valeur,  on  pourra  éliminer  cette  dérivée,  et  l'on 
obtiendra  une  équation  d'ordre  i —  i  au  plus,  non  iden- 
tique et  renfermant  n — i  arbitraires,  savoir 

Enjoignant  à  cette  équation  celles  qu'on  en  déduit  par 
Il  —  i  différentiations,  on  aura  un  système  de  «  —  i  -\-i 
équations  entre  lesquelles  on  pourra  éliminer  les  arbi- 
traires C,^.| ,  C,-^2, . . . ,  C«,  et  le  résultat  de  cette  élimina- 
tion sera  une  équation  différentielle  non  identique, 
d'ordre  n  —  i  au  plus,  et  ne  renfermant  aucune  arbi- 
traire. On  aurait  donc,  en  faisant  x=:  J'o»  une  relation 

ldy\  (d''-^r\  ,,     , 

entrejo)  ("i~)  '•••■'  (   .  ^^^^  1  >  et  des  lors  ces  quantités 

ne  seraient  plus  arbitraires  comme  elles  doivent  être. 

G32.  Cela  posé,  nous  appellerons  i/î^e^''/'<7/r'/)/Y'/;//Vve  on 
da  premier  ordre  d'une  équation  différentielle  d'ordre  // 
le  résultat  obtenu  en  éliminant  de  l'intégrale  générale 
n  —  I  des  constantes  arbitraires  qu'elle  renferme.  Le 
nombre  des  intégrales  premières  est  évidemment  égal 
à  n\  cbacune  de  ces  intégrales  est  une  équation  dille- 
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renlielle  d'ordre  n  —  i  renfermant  une  constante  arbi- 
traire Le  système  des  ii  intégrales  premières  constitue 
le  système  intégral  du  système  différentiel  du  premier 
ordre  par  lequel  on  peut  remplacer  l'équation  diffé- 
rentielle d'ordre  n. 

Pareillement,  nous  appellerons  intégrale  deuxième 
ou  du  deuxième  ordre  le  résultat  obtenu  en  éliminant 
n  —  2  des  arbitraires  contenues  dans  l'intégrale  générale. 
J^e  nombre  des  intégrales  du  deuxième  ordre  est  évidem- 
ment égal  au  nombre  des  combinaisons  de  n  clioses  deux 

a  deux,  c  est-a-du'e  es:al  a  — ;  chacune  de  ces  m- 

tégrales  est  une  équation  différentielle  d'ordre  n — 2, 
renfermant  deux  constantes  arbitraires. 

Et  généralement  nous  nommerons  intégrale  d'ordre  i 
d'une  équation  différentielle  d'ordre  n  le  résultat  ob- 
tenu en  éliminant  n — i  des  arbitraires  contenues  dans 
l'intégrale  générale;  le  nombre  des  intégrales  d'ordre  z 
est  celui  des  combinaisons  de  n  choses  iki,  c'est-à-dire 

n   n  —  i    .  .  .' n  —  /  -^-  l )       ,  ,  .       ,        , 

;  chacune  de  ces  inte<rrales  est  une 

1.2.../  '  ^ 

équation  différentielle  d'ordre  n  —  i  qui  renferme  i  con- 
stantes arbitraires. 

Dans  l'ordre  n  il  n'y  a  qu'une  seule  intégrale,  qui 
n'est  autre  chose  que  l'intégrale  générale. 

G33.   Etant  donnée  l'équation  différentielle  d'ordre  n 

'  (/x  c/j;"  J 

si  l'on  a  trouvé,  par  une  voie  quelconque,  une  équation 
diilerentielle  d'ordre  n  —  i 

(  dy  ^"~'r    ^      ,  ^  \ 

'^r'-^''.t-''"';z^'^"^--"'^'  =°' 
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renfermant  i  constantes  arbitraires  C( ,  Co,  .. , ,  C/,  et  de 

laquelle  on  puisse  tirer  une  valeur  de      ^^^.  qui  satisfasse 

à  la  proposée,  on  pourra  la  regarder  comme  une  inté- 
grale d'ordre  i,  pourvu  que  cette  équation,  jointe  à  celles 

que  l'on  en  déduit  par/ — i  différentiations,  détermine  les 

rir  ci"-W 

valeurs  des  arbitraires  en  fonction  de  x,  r,  -^-  >  •  •  ?    ,  „   ,  • 

•^     d.r  dx"~^ 

En  effet,  on  peut,  dans  notre  hypothèse,  déterminer 
les  constantes  de  manière  que 

dr  d"-^  y 

^''  d^'  *■*'  d?^ 

aient,  pour  a:  ::::;  oto,  des  valeurs  arbitraires  Yo,  1  é.  ..., 
j'o~"',  ensuite  l'équation  d'ordre  n  —  i  admet  une  inté- 
grale générale,  et  les  nouvelles  constantes  que  celle-ci 

renferme  peuvent  être  choisies  de  manière  quej',  — -v? 

d"—'~^  )'  . 

'-  se  réduisent  respectivement  à  7  0  j  7  0  >  •  •  •  '  '>  !,""'"** 

dx"~'~^  1  .,       -  .. 

pour  X  =  Xo.  L'intégrale  générale  dont  il  s'agit  sera  donc 
en  même  temps  celle  de  la  proposée. 

]1  convient  encore  d'appeler  l'attention  sur  la  propo- 
sition suivante,  qui  résulte  des  considérations  que  nous 
venons  de  présenter  : 

Si  l'on  connaît  k  intégrales  pi'emicres  d' une  équa- 
tion dijjérentielle  d'ordre  w,  on  obtiendra  une  intégrale 
d'ordre  k  en  éliminant  les  k  —  i  plus  hautes  dérii^ées 
de  la  fonction  inconnue  cuire  les  k  intégrales  pre- 
mières. 

En  particulier  : 

Si  l'on  connaît  les  n  intégrales  premières  d'une 
équation  différentielle  d' ordre  n,  on  obtiendra  l'inté- 
grale générale  en  éliminant  entre  ces  intégrales  les 
n  —  i  dérivées  qu'elles  renferment. 
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Défînilion  des  intégrales  particuVières  et  des  solutions 
particulières  des  équations  différentielles . 

G34.  Lorsqu'on  attribue  des  valeurs  déterminées  aux 
constantes  arbitraires  qui  figurent  dans  les  intégrales 
d'une  équation  différentielle  ou  d'un  système  de  telles 
équations,  on  obtient  des  résultats  auxquels  on  a  donné 
le  nom  à' intégrales  particulières .  La  considération  des 
intégrales  particulières  est  fort  importante  dans  certaines 
questions,  ainsi  qu'on  le  verra  dans  la  suite  de  cet  Ou- 
vrage, mais  elle  ne  constitue  pas  l'objet  que  nous  avons 
actuellement  en  vue. 

Les  équations  différentielles  peuvent  admettre  des  so- 
lutions qui  ne  sont  pas  comprises  dans  leurs  intégrales  ; 
on  peut  obtenir,  en  général,  ces  solutions  par  des  pro- 
cédés purement  algébriques,  et  on  leur  a  donné  le  nom 
de  solutions  particulières . 

La  théorie  par  laquelle  nous  avons  établi  l'existence 
des  intégrales  n'a  pu  mettre  en  évidence  celle  des  solu- 
tions particulières,  car  cette  théorie  suppose  la  conti- 
nuité de  certaines  fonctions  qui  cessent  d'être  continues 
lorsque  les  variables  dont  elles  dépendent  prennent  les 
valeurs  qui  conviennent  aux  solutions  particulières.  Nous 
étudierons  d'abord,  dans  ce  qui  va  suivre,  le  cas  des 
équations  différentielles  du  premier  ordre  à  deux  va- 
riables ;  nous  ferons  voir  ensuite  comment  on  peut  appli  - 
quer  les  mêmes  considérations  aux  équations  différen- 
tielles des  ordres  supérieurs. 
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De  la  solution  particulière  d' une  équation  différentielle 
du  premier  ordre,  fondée  sur  la  considération  de 
l'intégrale  générale. 

635.  La  solution  particulière  d'une  équation  dilTc- 
rentielle  du  premier  ordre  peut  s'obtenir  facilement, 
comme  on  va  voir,  au  moyen  de  l'intégrale  générale. 

Soit  l'équation  différentielle. 

et 

(2)  j=J[x,C) 

l'intégrale  générale  de  cette  équation,  G  étant  la  con- 
stante arbitraire.  La  différentiation  de  l'équation  (2) 
donne 

L'équation  (2)  sera  l'expression  de  toutes  les  fonc- 
tions de  X  si  l'on  y  regarde  G  comme  une  fonction 
indéterminée  de  x.  DifTérentions  (2)  dans  cette  iiypo- 
tlièse,  on  aura 

^^'  cLr~        ôx  OC        d.v' 

Mais,  comme  (2)  satisfait  à  l'équation  (i),  on  a  iden- 
tiquement, quels  que  soient  x  et  G, 

(5)  ^(^^):^F[.,/(.,C)], 

ot  cotte  identité  ne  sera  pas  troublée  quand  on  met  au 
lieu  de  G  une  fonction  quelconque  de  x. 
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Pour  que  (4)  satisfasse  aussi  à  l'équation  (i),   il  faut 
que  l'on  ait 

da:         "  de        ./.,.  -^L'-»/l-^'^]J' 

G  étant  une  certaine  fonction  de  x,  et,  comme  l'équa- 
tion (5)  a  lieu  en  même  temps,  on  doit  avoir 

d/(.r,C)  dC 

—  —  o. 


âC       dx 

qui  se 

d( 

écompose 

en 

deux,  savoir 

(6)      • 

dC 

et 

(7) 

df{x,C) 
dC           "" 

L'équation  (6)  donne  G  =  const.  et  reproduit  l'in- 
tégrale générale.  L'équation  (7)  détermine  une  certaine 
valeur  de  G  en  fonction  de  x,  savoir 

(8)  C  =  ^i>[x), 

qui  répond  en  général  à  une  solution  particulière.  Gettc 
solution 

(9)  J=/[-^>^(-2^)]. 

pourra  toutefois  être  comprise  comme  cas  exceptionnel 
dans  l'intégrale  générale;  cela  arrivera  particulièrement 
si  ^{jc)  se  réduit  à  une  constante.  Il  n'y  aura  pas  de 
solution  particulière  si  l'équation  (7)  ne  contient  pas  G. 

636.  11  faut  remarquer  que  l'équation  (7)  peut  se 
mettre  sous  la  forme 
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-— élant  Urée  de  rintéçrale  générale;  si  donc  celle-ci 
n'esl  pas  résolue  par  rapport  à  j  ,  et  qu'elle  ait  la  lorme 

(il)  *;-^,  j,  c)  =  o, 

l'équation  (lo)  donnera 

(H 

12  ——  =  0. 

^- 

Cette  formule  exclut  évidemment  les  solutions  parti- 
culières X  -^=  une  constante.  Comme  rien  n'empêche  de 
prendre  x  pour  variable  principale,  on  peut  lui  donner 

la  forme 

(^ 

,    „,  JC 

(^^)  .  ^=°' 

dx 

et  cette  formule  exclut  les  solutions  particulières 
j  =  une  constante. 

La  solution  particulière  s'obtiendra  en  éliminant  C 
de  l'équation  (i  i)  au  moyen  de  (12)  ou  de  (»3). 

Si  l'équation  (11)   est  préparée  de  manière  que—» 

•T—  conservent  des  valeurs  finies,  on  pourra  prendre 
simplement 

mais  les  valeurs  de  C  tirées  de  celte  éf|ualion  pourront 
cesser  de   donner   des   solutions    jjarticulières   si    elles 

annulent  -—  et  ^— • 


cHAPiTUE  vr.  38  I 

637.  Exemple.  —  Soit  l'équation  différentielle 

(h-       [dry- 

que  l'on  obtient  en  éliminant  C  entre  l'équation 

4.  ;x,  J-,  C  ^  =  {  3  j:r  +  2.r3  +  C  '  ^  —  4  (.)•  -f-  .t:^  -'  =  O 

et  celle  qu'on  en  déduit  par  la  différcntiation  relative  à  .r 
etàj. 
On  a  ici 

Télimination  de  C  entre  '^^z-zo,  — -^  =  o  donne 

mais  cette  valeur  de  7'  ne  satisfait  pas  à  l'équation  diffé- 
rentielle ;  on  vérifie  aisément  que  les  deux  dérivées  -r-?  ^- 

'  ÔJC   oj 

s'annulent  lorsqu'on  fait  simultanément  ^  ^=  o,  - —  =  o. 

De  la  solution  particulière  d'une  équation  dij^érentielle 
du  premier  ordre,  déduite  de  l' équation  diffé- 
rentielle. 

638.  Soit 

(0  È  =  fi-'^). 

et 

(2)  y=/[x,C), 

son  intégrale  générale,  de  manière  que 

(3)  ^^)=F[.,/(.,C)] 
soit  une  identité. 
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En  différen liant  (3)  par  rapport  à  C,  on  a 
dV{.v,C]  _  aF[.r,/(.r,C)]  df[x,Q) 

^-^^  dxdC     ~  df  ôC     ' 

ou  bien 


rdV[x,cy\     rôf{r-,c)\ 


équation  nécessairement  identique;  on  peut  attribuer  à  C 
telle  valeur  fonction  de  x  que  l'on  voudra.  Donnons 
à  C  la  valeur  que  représente  l'équation  (8)  du  n°  63o, 
savoir  (|^  (a.),  qui  convient  à  la  solution  particulière.  Le 
premier  facteur  du  premier  membre  de  (5)  conserve 
une  valeur  finie  différente    de  zéro,  car  c'est  la  valeur 

de ou — 6'[x)'.,   on  a  effectivement,  en  dilîéren- 

tiant  l'équation  (7)  du  numéro  précédent, 

d-'.f[.T,C        dV[x,C)  clC  _ 

Quant  au  deuxième  facteur  du  premier  membre 
de  (5),  je  dis  qu'il  est  infini.  Supposons  que  le  con- 
traire ait  lieu,  et  posons,  pour  abréy;er, 

le  facteur  0  dont  nous  nous  occupons  a  pour  valeur 
dC        _d\ng[d-f'{a:,C}]_ 

f'[x,q  oc 
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Si  0  restait  fini  poui^  C  =:  ^{x),  il  en  serait  de  même 
de 


i/j, 


--'-;-fet' 


ce  qui  est  absurde;  la  valeur  C  ='^(^x)  annule  le  déno- 
minateur de  cette  expression. 

Ainsi    la    valeur   C  =  ^|^(x)  rend   infinie   la   valeur 

de  — - — ~ ~i  que  Ion  peut  écrire  de    la  manière 

suivante  ; 

dF(a:,r] 


àj 


=:00  . 


En  d'autres  termes,  les  solutions  particulières  de  (i) 
autres  que  celles  de  la  forme  x  ^^  const.  doivent  satis- 
faire à  réquation 


(6) 


d¥[x,y) 


ày 


On  peut  donc  trouver  ces  solutions  sans  connaître  l'in- 
tégrale générale  de  l'équation  différentielle. 
La  proposée  peut  se  mettre  sous  la  forme 


d.r 


dy       F[.'v,y]'' 

donc    notre  analyse  prouve  que  les  solutions  particu- 
lières autres  que  celle  de  la  forme  j  =  const.  satisferont 

,  1, ,  •  F[.T.,y\  ,  1  ÙF[.T,r\ 

a  1  équation ^-j =  ce  ,  ou  a  r:;r-; r  — ^ — —  =  o)  , 

^  ax  F^(.z-,  j)        dx 

(9  F    .17     T  I 

ou  à  — ^"1!^  =:  oo  ,  car  F(jt7,  j)— :o  donnerait,  à  cause 
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dy 
de  (i),  -y-  =:  O,  OU  ;^ri;:  const.,  formc  exclue,  ou  enfin  â 


dx 


dx 
639.  Les  équations  (6)  et  (7)  peuvent  s'écrire 
,o^  ày'  dy' 

d  y        , 
en  mettant  y  pour  —  •  Si  donc  la  proposée  est  mise 

sous  la  forme 

(9)  "^{tu' ^''^)~°    ^^    ^'(j'.J, ^^)  — o, 


l'équation 

(6; 

deviendrs 

d7' 

fio) 

— f — =  0, 
ôy 

et  (7)  sera 

dv 

(lO 

dy' 

W  =  ''' 

Ùx 

01   la  proposée  est  préparée  de   manière  que—  et— - 

ne  puissent  être  infinis,  on  aura  simplement,  pour  les 
solutions  particulières, 

.    .  dv 

L'élimination  de  }'  entre  (y)  et  (10),  ou  onlrc  (9) 
et  (11),  ou  entre  {9)  et  (12)  donnera  une  équation  que 
dc\ra  vérifier  la   solution  particulière.  Dans  le  cas  où 
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l'équation  (ra)  peut  être  employée,  on  voit  que  la  so- 
lution particulière  s'obtient  en  exprimant  que  l'équation 

différentielle  a  deux  racines  — -  ésrales  entre  elles. 

dx    ° 

640.  Mais  il  est  bien  évident  que  les  valeurs  de  y 
fonctions  de  x  pour  lesquelles  l'équation  différentielle  a 
des  racines  égales  ne  sont  pas,  en  général,  des  solutions 
de  cette  équation. 

Considérons  le  cas  le  plus  simple,  celui  où  l'équation 

est  du  second  degré  en  —  •>  et  supposons-la  résolue  par 
rapport  a  -^-  boit 


.  Smt 
dx 

d.r 


dv 


P  et  Q  étant  deux  fonctions  quelconques  des  variables 
X  et  y.  Les  valeurs  de  y  qui  annulent  Q  ne  vérifient 

l'équation  -—  =:  P  c[ue  dans  des  cas  exceptionnels;  cela 

arrive,  par  exemple,  en  prenant 


dv 


dx        i<,ax  ->r-  h 


-îb 


La  fonction  ')  :=i^^—  Jax  -\-  h-  qui  annule   le  radical 

vérifie   l'équation    différentielle    proposée.    L'équation 
différentielle,  mise  sous  forme  entière,  est 

l'intégrale  générale  est  donnée  par  l'équation 

« Cp-  —  C.r )  —  ^2 (  I  -j-  C^  )  =  o, 

dans  laquelle  C  représente  une  constante  arbitraire. 

S.  —  Cale.  iitt.  25 
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641 .  Les  résultats  que  nous  venons  d'obtenir  permet- 
tent de  reconnaître,  en  général,  si  une  solution  donnée 
y  =  ç(x)  d'une  équation  différentielle 

est  une  solution  particulière  ou  une  intégrale  particu- 
lière. Effectivement,  désignons  par  z  une  variable  nou- 
velle et  posons 

j  — y(.r)  +2; 

l'équation  différentielle  transformée  sera  satisfaite  par 
^  =  o;  nous  supposerons  qu'elle  puisse  être  mise  sous  la 
forme 

(.)  !  =  ="''(■'■-)' 

H^(x,  z)  étant  une  fonction  qui  n'est  ni  nulle  ni  infinir 
pour  z=  o,cl  u  désignant  un  exposant  positif.  La  (pies- 
lion  que  nous  avons  à  résoudre  est  donc  de  reconnaître  la 
nature  de  la  solution  z  =  o.  Or,  pour  qu'elle  soit  une 
solution  particulière,  il  faut  et  il  suKit  que  la  dérivée  de 
z^^[x,z)  relative  à  z  soit  infinie  pour  c=o;  celte 
dérivée  est 

(3)  ^ci^-'»r(.r,ol  H-3i'M'(.7-,3), 

en  écrivant  ^'(x,  z)  au  heu  de  r;^ — -• 

Si  l'on  a  p/>  I  ou  u  =  i,  le  premier  terme  a  une  valeur 
finie  pour  z  =  o,  et  la  même  chose  a  lieu  à  l'égard  du 
second  terme,  car  on  a,  en  nommant  6  une  quantité  com- 
prise entre  o  et  i, 

(4)  (ezYr{.T,Oz]:=0^z^-^[^{.r,z)—T{.r,o]], 

cl  l'unetrautremembredeceltcforniulcrcslcnlfinis  pour 
z  :=  o,dans  notre  hypothèse.  Ainsi  la  solution  c  =  o  est 
une  intégrale  particulière  de  l'équation  différentielle  (2). 
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Si  Ton  a  a  <^  I ,  le  premier  terme  de  l'expression  (  3  )  est 
infini  pour  3=0,  et  son  ordre  infinitésimal  est  i  —  a;  il 
peut  arriver  que  le  second  terme  soit  lui-même  infini, 
mais  d'après  la  formule  (4)  son  ordre  infinitésimal  est 
inférieur  à  i  —  y-,  en  sorte  qu'il  ne  peut  y  avoir  de  ré- 
duction entre  les  deux  termes.  Dans  ce  cas,  la  solution 
z  =  o  est  une  solution  particulière  de  l'équation  (2),  et, 
oar  conséquent,  j>"  =  c>(a:)  est  une  solution  particulière 
de  l'équation  (i  ). 

J'ajoute  que  l'on  peut  faire  disparaître  la  solution  par- 
ticulière par  un  changement  de  variable.  En  effet,  si  l'on 
1 

pose  :;  =  "*~'%  l'équation  (2)  deviendra 

— '-       -.-j 


=    I  —  a  PF 


(  ^\ 


et  cette  équation  (5)  n'admet  plus  la  solution  z  =  o  ou 
u=^  o.  Cette  remarque  a  été  faite,  pour  la  première  fois, 
par  Poisson. 

642.  Il  nous  reste  encore  une  observation  fort  impor- 
tante à  présenter.  La  solution  particulière  représente 
l'enveloppe  ou,  si  l'on  veut,  le  lieu  des  intersections  suc- 
cessives des  courbes  qui  répondent  aux  diverses  valeurs 
de  la  constante,  dans  l'intégrale  générale.  Or  il  peut 
arriver  qu'une  enveloppe  ou  l'une  des  courbes  qui  la 
composent  fasse  partie  de  la  famille  des  enveloppées. 
On  est  alors  dans  le  cas  remarquable  d'une  solution  qui 
a  le  double  caractère  de  solution  particulière  et  d'inté- 
grale particulière  ;  il  ne  sera  pas  inutile  d'en  présenter 
un  exemple.  Soit 

l'équation  d'une  famille  d'enveloppées.  La  différentiation 
relative  à  C  donne 

(^  —  C){x  —  3C)  =  0; 
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l'enveloppe  se  composera  donc  de  deux  courbes  dont  on 

aura  les  équations  en  remplaçant  G  par  r  et  par  -^   dans 

l'équation  des  enveloppées  ;  il  vient  ainsi 

4.7-3 
1  =:  G     et     r  = • 

•27 

La  solution^)  =  o  est  un  cas  particulier  des  enveloppées, 
car  elle  répond  au  cas  de  C  =  o. 

Des  solutions  particulières  des  équations  dijjérentielles 
d'ordre  supérieur  au  premier,  déduites  de  l'une 
quelconque  des  intégrales  premières, 

64'3.  Les  considérations  que  nous  venons  de  déve- 
lopper sont  applicables  aux  équations  différentielles  de 
tous  les  ordres. 

Posons 

dx~^    '   ch:  -^     '        •••'  dx        "^        ' 

et  considérons  l'équation  différentielle  d'ordre  n 
Soit 

(o)  j(«-')=/(x,j,y j(«-2),c) 

l'une  quelconque  des  n  intégrales  premières  de  l'équa- 
tion (i),  G  étant  la  constante  arbitraire.  En  différentiant 
l'équation  (2),  on  obtient 

L'équation  (i)  doit  devenir  identique  si  l'on  remplace 
j{it)  Qiji"-\)  parleurs  valeurs  tirées  des  équations  ^2J 


(4: 


CHAPITRE    VI.  389 

et  (3)  ;  ainsi  l'équation 

doit  avoir  lieu  identiquement,  quels  que  soient  x,  7', 
y,...,  j  («-2)  et  G. 

Maintenant,  si  l'on  regarde  G  comme  une  fonction  de 
jc^  y,  j',  . . . ,  j(n--)j  le  deuxième  membre  de  l'équa- 
tion (2)  pourra  être  regardé  comme  une  fonction  aussi 
arbitraire  des  mêmes  quantités.  Voyons  si  à  ce  point  de 
vue  l'équation  (2)  peut  satisfaire  à  (i). 

L'expression   (3)  de  y^"^  devra    être    augmentée    de 

df  de         , , ,         .       /  ,  \    1  .  • 1 1 

-r-  — ?  et  1  équation  (4)  cievra  persister  si  1  on  ajoute  au 

premier  membre  la  même  quantité  :  il  faut  donc  que 
cette  quantité  soit  nulle.  Le  facteur 

dC 

—  =0 

dx 

donnerait  G  =:^  const.,  ce  qui  répond  à  l'intégrale  pre- 
mière. 

On  aura  donc  pour  la  solution  particulière  l'équa- 
tion 

d'où  l'on  tire  la  valeur  de  G  en  fonction  des  quantités  .r, 
J,  y ,  ■  ■  ■ ,  Y^"~^K  Si  l'on  porte  ensuite  ces  valeurs  dans 
l'équation  (2),  on  aura  la  solution  particulière. 
On  voit  que  cette  solution  est  de  la  forme 

(6)  -^^^^=0,   jt"-i)=/(.r,j,y,...,j("-^\c), 

et  que,  si  l'intégrale  première  est  mise  sous  la  forme 

(7)  *[-^,j,y,  ...,j("->),c)  =  o, 
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la  solution  particulière  sera  donnée  par 

/ON  ^ 


dj( 


«— 1) 


6-44.  Il  ne  faut  pas  croire  qu'à  chaque  intégrale  pre- 
mière de  l'équation  (  i  )  puisse  répondre  ainsi  une  solution 
particulière;  il  est  facile  de  démontrer,  au  contraire, 
que,  en  appliquant  la  règle  que  nous  venons  d'établir  à 
chacune  des  n  intégrales  premières,  on  obtient  toujours 
la  même  solution  ])articulière.  En  effet,  soit 

(9)  4>,(^,J,J',  ...,j(''-'),B)r=0 

ime  deuxième  intégrale  première  de  l'équation  (i),  B 
étant  la  constante  arbitraire.  Si  l'on  élimine  yf«~<^  entre 
les  deux  équations  (^)  et  (9),  on  obtiendra  une  équation 
d'ordre  n —  2, 

(10)  1'(-^.J,j',  ...,j("--),  B,  C)  =0, 

qui  sera  une  intégrale  deuxième  de  l'équation  (1);  nous 
supposerons  que  l'on  ait  mis  cette  équation  (  i  o)  sous  une 
forme  telle,  que  les  dérivées  partielles  de  *F  ne  puissent 
être  infinies  tant  que  les  quantités  qui  figurent  dans  W 
restent  finies.  Désignons  par 

(11)  ^'(-^.J,/,  ...o^"-'Mi,G;  =  o 

le  résultat  de  la  dilfércntiation  de  l'équation  (10);  il  est 
évident  qu'on  reproduira  les  équations  (7)  et  (9)  par 
l'élimination  de  B  cl  jiar  celle  de  (i  entre  les  équa- 
tions (10)  et  (i  i).  Par  conséquent,  si  l'on  imagine  que  B 
soit  remplacé  dans  l'équation  (11)  j)ar  la  valeur  tirée 
de  l'équation  (10),  cette  équation  (11)  coïncidera  avec 
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l'équation  (7),  et  l'on  pourra  la  faire  servir  au  calcul  de.la 

dérivée  partielle  '      — >  qu'il  faut  égaler  à  zéro  (n°  613) 

pour  avoir  la  solution  particulière   qui  répond  à  l'in- 
tégrale première  (7). 

Différentions  donc  les  équations  (10)  et  (i  i),  en  y  con- 
sidérant C  comme  une  variable  arbitraire,  B  et  j^"~^^ 
cotnme  deux  fonctions  de  cette  variable  ;  on  aura 

O1 


dC       dB   dC 

dW       dW  dB  ôY      ()y(«-i) 

'dC~^  dB  dC^  d^(^^=ïT  ~dG 


=  G. 


Éliminons  —  entre  ces  deux  équations;  on  obtient,  à 
cause  de  -— , — -  =^ 5 

dw       âw       dr("-^^  _  dY  dW       dw  dW 
~  dB  d)<"-^)  ~~dC       ~  âB  âC  ~  "dC   dB  * 

Ainsi  la  solution  particulière,  calculée  par  l'une  des 
intégrales  premières  (7)  ou  (9),  est  définie  par  l'équation 

ôw  tW'        dT  dV  _ 
^""1  dBdC~dCdB~°' 

on   obtiendra  cette  solution  par  l'élimination   de  B  et 
de  G  entre  les  équations  (10),  (1 1),  («  2). 


Des  solutions  particulières  des  équations  différentielles 
d^ ordre  supérieur  au  premier,  déduites  de  l' équation- 
différentielle  . 

64S.  La  solution  particulière  d'une  équation  diffé- 
rentielle d'ordre  quelconque  peut  être  déterminée,  quand 
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elle  existe,  par  l'équation  différentielle  elle-même,  sans 
qu'il  soit  nécessaire  de  connaître  aucune  intégrale. 
Considérons  l'équation  différentielle 

(i)  F{a,-,j,/,r",  ...,j('Oj:=o, 


et  soit 


f{x,r,y,..    ,y<'-'\C) 


une  quelconque  des  ii  intégrales  premières;  en  différen- 
tiant  l'équation  (2),  on  a 

(3)  l?-y|r'-. .-..<"     "^     - 


dx      "^    àr      '  '  '     '       dj<"-^^ 

Supposons  que  l'on  tire  de  l'équation  (3  )  la  valeur  de  C 
en  fonction  de  x,  7,  j',  . . . ,  r^"^  et  qu'on  la  substitue 
dans  l'équation  (2);  celle-ci  deviendra  l'équation  diffé- 
rentielle elle-même,  et  on  peut  l'employer  pour  le  calcul 
de  la  dérivéej)'"+'' d'ordre  «4-1  qu'on  obtiendrait  direc- 
tement par  l'équation  (1).  Différentiant  donc  l'équa- 
tion (2),  on  a 


■J    T-  +  -  •  •-+-.>■' 


dx  dy      '  "     •        dj<"-^^ 

ôf  fdC         ,  de  ,     ,,     r)C 

Mais  la  première  partie  du  premier  membre  est  nulle 
par  l'équation  (3),  et  l'on  a  simplement 

^^'  dC\ôx      -^    Of  ^  ôj("> 

Voilà  donc  sous  quelle  forme  on  peut  mettre  l'équation 
obtenue  en  différentiant  la  proposée  (i);  dans  le  cas  de 
la  solution  particulière,  clic estsalisfaiteidcnliqucmentct 
elle  ne  peut  servir  à  déterminer^  '""^'^  ;  effectivement  on 
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a  —  =  o,  pour  une  telle  solution,  si  l'on  suppose,  ce  qui 

est  permis,  que  l'équation  (2)  soit  résolue  par  rapport 
à j(«-i).  Il  serait  facile  au  surplus  de  démontrer  que  la 
valeur  de  j'^""^'^  tirée  de  l'équation  (4),  après  la  suppres- 
sion du  facteur .-c^.î  ne  convient  pas,  en  général,   à  la 

solution  particulière. 

Supposons  que  l'équation  (i)  ait  été  préparée  de  ma- 
nière que  son  premier  membre  soit  une  fonction  bien 
déterminée  des  quantités  qui  v  figurent  et  dont  les 
dérivées  partielles  restent  finies  ;  la  différentiation 
donnera 


dF         ,dV  ,  ,      àF  ,     ,,    àF 


o, 


et,  puisque  cette  équation  ne  saurait  faire  connaître  la 
valeur  de  j^""^*^  qui  convient  à  la  solution  particulière, 
on  aura  nécessairement,  pour  cette  solution, 


dF 


dj<" 


(5) 
et 

646.   Il  nous  reste  une  dernière  remarque  à  présenter 
au  sujet  de  la  théorie  des  solutions  particulières.  Soit 

(i)  n(^,  j,y,  ...  ,j("-')]  =  o 

la  solution  particulière  de  l'équation  d'ordre  n 

(2)  F(x,7,y,...,j(«))  =  o. 

Si    cette  solution   particulière  est   effectivement    de 
Tordre  n  —  1 ,  son  intégrale  générale  renfermera  n  —  i 
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constantes  arbitraires,  et  cette  intégrale  satisfera  à  la 
proposée.  La  solution  particulière  peut  elle-même  avoir 
une  solution  particulière,  mais  il  est  très-important  de 
remarquer  que  cette  solution  ne  satisfait  pas,  en  général, 
à  la  proposée. 

En  effet,  par  hypothèse,  l'équation  (2)  est  bien  satisfaite 
quand  on  y  substitue  les  valeurs  âej^"~*^cl  âej^"^  tirées 
de  l'équation  (i)  et  de  celle  qu'on  en  déduit  par  la  dilfé- 
rentiation;  mais  cette  dernière  équation  est 

du        ,dn  ,  ,     ^)n 


et  elle  cesse  de  déterminer  j^"\  comme  on  l'a  vu  au 
numéro  précédent,  quand  il  s'agit  de  la  solution  parti- 
culière de  l'équation  (i). 

application  de  la  théorie  précédente 
à  un  exemple. 

647.  Je  crois  devoir  éclaircir,  par  un  exemple,  l'im- 
portante théorie  que  nous  venons  de  présenter.  Soit 
l'équation 

( 1 )  y  —  rt.ï-  —  b.r  —  ^a-  —  b-  =r  o, 

OÙ  a  et  b  sont  deux  constantes  arbitraires  et  que  Lagrange 
a  considérée  dans  ses  Leçons  sur  le  calcul  des  Jonctions. 
Ou  en  lire 

(2)  — T-ax  ~  b  -—  o. 

dx 

L'élimination  de  b  donne 

(3)[(:l;)'-4-^]-"('4>'')-4"'(.^^')=o. 
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et  Ton  a,  par  celle  de  a, 

Ensuite  réqualion  (2  )  donne 

1  d^y 

d'où  rt  =  — r^  •  En  portant  cette  valeur  de  a  dans  l'équa- 

2  rf.r-  "^  ' 

tion  !  3  ),  il  vient 

L'équation  '6)  estune  équation  différentielle  du  deuxième 
ordre;  les  équations  (3)  et  (4)  sont  ses  intégrales  pre- 
mières, l'équation  (i)  est  son  intégrale  générale. 

En  exprimant  l'égalité  des  racines  a  de  l'équation  f  3  ) 
ou  celle  des  racines  b  de  l'équation  (4),  on  trouve  la 
solution  particulière  de  l'équation  (6),  savoir  : 

f  dy\-       [  x^  \  dr  x* 


^'^        \dx)      ■    \-     ■      2  /  dx         ''    ■    "    "  16 

Si  l'on  veut  tirer  cette  équation  (7)  de  l'équation  diffé- 
rentielle (6),  on  différentiera  cette  dernière,  et  l'on 
trouvera 


d^ 

dx 


»  ■  r  „  >  d"^  Y  dr        X- 1 


d^r 
En  égalant  à  zéro  le  coefficient  de  -r^i  on  a 

"  dx^ 


(8)  (•+^^^^-^^-4=^' 
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enfin  l'élimination  de  -— ^  entre  les  équations  (6)  et  (8) 

donne  l'équation  (y),  que  nous  venons  d'obtenir  par  le 
moyen  des  intégrales  premières. 

Si  l'on  résout  l'équation  (y)    par  rapport   à     -5  on 

trouvera 


dx  /\  4 

et  l'on  peut  écrire 

o  —  -[-  A.r  -\-  'i.v^ 
dx 


4.^2 


y/i  +  '^ 


yi6j  -i-  i\x-  H-  X* 

Or  la  première  partie  du  premier  membre  est  la  dé- 
rivée du  radical  \j \(^y  -\- /\x--\- x^ ,  tandis  que  la  seconde 
partie  2  y/i  -h  x-  est  la  dérivée  de 

X  \^\  -\-  s"-  -1-  log (^  -4-  y/ 1  -h  .r-j . 

Donc  la  solution  particulière  (7)  s'obtient  en  difleren- 
tiant  l'équation 


(9)      sj^ÇiV  -{-'\x--^-x'*  —  xsj\-^x-  —  \<^'^\.v-^,-\J\-^x^]^:^  H, 

où  H  désigne  une  constante  arbitraire;  en  d'autres  termes, 
l'équation  (9)  est  l'intégrale  générale  de  cette  solution 
particulière. 

L'équation  (  j)  a  ellc-mcnie  une  solution  particulière, 
et  on  peut  la  tirer  de  son  intégrale  générale  (9).  Comme 
celle-ci  est  résolue  par  rapport  à  la  constante  arbitraire, 
il  suffira  d'égaler  à  l'infini  la  dérivée  de  son  premier 
membre  prise  par  rapport  à  j  .  On  trouve  ainsi 

iG  r  +  4*^'  +  -c*  =  o,     d'où     >"  = -, :  • 

•^       ^  '  -^  4        ib 
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Cette  valeur  de  y  satisfait  bien  à  l'équation  (-),  mais 
elle  ne  vérifie  pas  l'équation  (i). 

Sur  une  classe   rejjiarquable  d' équations 
dijj  érentielles . 

648.  En  terminant  ce  Chapitre,  je  présenterai  quelques 
notions  très-sommaires  relatives  à  une  classe  d'équations 
différentielles  étudiées  d'abord  par  Lagrange  et  dont  j'ai 
donné  une  théorie  très-développée  dans  un  Mémoire  qui 
fait  partie  du  Tome  XVIII du  Journal  de Matliémaliques 
pures  et  appliquées. 

Soient  x,  j)  deux  variables  ;  j',  j)  ",.. .  les  dérivées 
successives  dey;  a  et  ê  deux  constantes  arbitraires.  Si 
les  deux  équations 


9[^iy->j  1 


"A-^.  j.j 


sont  deux  intégrales  premières  d'une  même  équation 
différentielle  V  =1:=  o,  et  que 

(■2)  /v-^' j'» j  >  •  •  -I  y''"~^\  «,  g)  =  o 

en  résulte  par  l'élimination  de  j^"\  cette  dernière  sera 
une  intégrale  deuxième  de  l'équation  V=  o.  J'ajoute 
que  la  même  équation  (2)  sera  une  intégrale  première 
de  l'équation 

(3)  F(y,-^)=o, 

OÙ  F  désigne  une  fonction  quelconque,  pourvu  que  l'on  y 
considère  a  et  ê  comme  des  constantes  liées  entre  elles 
par  l'équation 

(4)  F(«,ê)=o. 
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Efiectivement,  si  l'on  résout  par  rapport  à  a  et  S  le 
système  formé  de  ré([uation  (o)  et  de  celle  qu'on  en 
déduit  parla  différentiation,on  trouvera,  par  notre  hypo- 
thèse, a  =::  cp,  o  =  ^j/,  et,  puisqu'on  suppose  a  et  ê  liés 
par  l'équation  (4),  il  est  clair  que  l'équation  (3)  sera 
satisfaite. 

Maintenant,  pour  avoir  la  solution  particulière  de 
l'équation  (3),  on  peut  employer  son  intégrale  pre- 
mière' (  2  ).  INous  supposerons  cette  intégrale  écrite  de  telle 

11,.,         àf  .        ,  .    .    „    . 

manière  que  la  denvee  ■^  ,^_i)  ne  puisse  devenir  iniinie  ; 

alors  il  suffira  de  dilTérenlier  l'équation  (a)  par  rapport  à 
l'arbitraire  a,  en  regardant  6  comme  une  fonction  de  a; 
il  vient  ainsi 

dv.  dS 

D'ailleurs  l'équation  (4)  donne 

— -  ^/a  +  —:  r/ê  =  G, 

et  il  en  résulte,  par  l'élimination  du  rapport  — » 

(^^  da  (Je        Jg  dv.  ~°' 

cette    équation  (5)   est  précisément  la  solution    parti- 
culière demandée. 

649.  Exemple  1. —  Supposons  qu'on  demande  de 
trouver  une  courbe  plane,  connaissant  la  courbe  lieu 
des  centres  de  courbure. 

Si  l'on  désigne  par  j'.j  les  coordonnées  de  la  courbe 
demandée,  par  a,  6  celles  du  centre  de  courbure,    on 
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^99 


aura  (n° I9o) 


si  d( 


dy 
dx       , 

d\r 

dx' 

F(«, 

,  S^  ^=  O 

d\Y 


est  l'équation  de  la  courbe  donnée,  l'équation  différen- 
tielle du  problème  sera 


(3)        F     .._— _--^,  J-+-,,—      =o; 


elle  est  du  deuxième  ordre.  Mais,  si  l'on  regarde  a  et  S 
comme  des  constantesarbitraires,leséquations(  i)  seront 
deux  intégrales  premières  de  la  même  équation  du  troi- 
sième ordre 


on  est  donc  ici  dans  le  cas  considéré  au  numéro  précé- 
dent. En  éliminant  -— ^  entre  les  équations  (i),  on  obtient 

d.r-  '■  ^    ' 

(5)  (a-^i-i-(e-7)  '^=o, 

et  cette  équation  est  une  intégrale  première  de  l'équa- 
tion (3),  a  et  o  étant  des  constantes  liées  entre  elles  par 
l'équation  (2).  Le  premier  membre  de  l'équation  (5)  est, 
à  un  facteur  constant  près,  la  dérivée  de 

-y.  —  x  2+  e— j  ^ 
si  donc  on  désigne  par  R.  une  nouvelle  constante  arbi- 
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traire,  l'intégrale  générale  de  l'équation  (3)  sera 

a  et  S  étant  liés  par  l'équation  (2).  La  solution  générale 
du  problème  proposé  est  donc  donnée  par  une  circon- 
férence de  ra}'on  arbitraire  et  dont  le  centre  est  en  un 
point  arbitraire  de  la  courbe  donnée.  Mais,  au  point  de 
vue  de  la  Géométrie,  ce  n'est  pas  là  la  vraie  solution; 
celle-ci  n'est  autre  chose  que  la  solution  particulière  de 
l'équation  (3).  Pour  l'obtenir,  il  faut  différentier  l'équa- 
tion (5  )  en  regardant  ce  el  S  comme  seules  variables,  ce 
qui  donne 

le  rapport  —  devant  être  tiré  de  l'équation  (2).  L'équa- 
tion (6),  qui  n'est  que  du  premier  ordre,  est  précisé- 
ment celle  qu'il  faut  poser  quand  on  se  propose  de  trouver 
les  développantes  de  la  courbe  donnée. 

650.  Exemple  IL  —  Proposons-nous  de  trouver  les 
lignes  de  courbure  d'une  surface  de  deuxième  ordre  à 
centre. 

L'équation  de  la  surface  donnée  étant 

l'équation  difTérentielle des  projectionsdes  lignesde  cour- 
bure sur  le  plan  xj  sera  (n°  3il  ),  en  faisant  ci)  .^j'ilx, 

c-  —  /..' 


OU 


'^"~7J~r-^^-^'~"'^^'^' 


(3)  a-è  —  b'^—o, 
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en  posant 

p    ,        j  !  ?'  —  ^' 

Or,  quand  on  regarde  a  et  o  comme  des  constantes  arbi- 
traires, les  précédentes  équations  s'accordent  à  donner, 
par  la  diflférentiation, 

xvy"  —  Y  y'  -!-  -Ty'  ^  =  o  ; 

elles  sont  donc  deux  intégrales  premières  de  cette  der- 
nière équation,  et  l'on  peut  appliquera  l'équation  (2)  le 
théorème  du  n°  648.  En  éliminant  j'  entre  les  équa- 
tions (4),  on  trouve 

^  IT  "^  ^^ZT^i  Y  —  ^  5 

a  et  ê  étantliés  par  l'équation  (3),  nous  poserons  a  =  ju2, 
6  =  ^2  —  ^2^  g^  l'équation  des  projections  des  lignes  de 
courbure  sera  finalement 


(5; 


C'.r' 


P" 


'/  —  b'^  I     u.''  —  //- 


jii^  étant  la  constante  arbitraire. 

Comme  cette  équation  (5)  est  symétrique  par  rapport 
à  p  et  u,  si  l'on  considère  p  comme  un  paramètre  variable 
et  \}.  comme  une  quantité  déterminée,  elle  représentera 
également  les  projections  des  lignes  de  courbure  de  la 
surface 

(6)  ^  +  -^^  +  V-7  =  ^ 

^  U.-  fi-  b^  p.-  c' 

et,  si  p  et  a  ont  en  même  temps  des  valeurs  déterminées, 
l'équation  (5)  représentera  la  projection  d'une  ligne  de 
courbure  commune  aux  surfaces  (i)  et  (6j,  laquelle  sera 
donc  l'intersection  de  ces  deux  surfaces. 

S.  —  Cale.  inC.  26 
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Si  dans  l'équation  (i)  on  a  p^  c^  b,  ^  devra  être 
compris  entre  b  et  c,  ou  inférieur  à  c,  car  autrement  les 
deux  surfaces  ne  se  couperaient  pas.  On  conclut  de  là 
que  les  trois  équations 


x^ 

+ 

y1 

H- 

7 

p'' 

-       b-' 

^•2 

H- 

y2 

r 

? 

—     b-' 

.7'2 

y' 

dans  lesquelles  b  et  c  ^>  b  sont  des  constantes  détermi- 
nées, 0,  p.,  V  trois  paramètres  variables,  compris,  le  pre- 
mier entre  c  et  QO  ,  le  deuxième  entre  Z>  et  c  et  le  troi- 
sième entre  o  et  b,  représentent  un  système  de  trois 
familles  telles,  que  l'une  quelconque  des  surfaces  de  l'une 
des  familles  est  coupée,  suivant  ses  lignes  de  courbure, 
])ar  toutes  les  surfaces  des  deux  autres  familles,  propriété 
que  nous  avons  déjà  démontrée  au  moyen  du  théorème 
dcDupin  (n"338). 

651.   Exemple  III.  —  L'équation 
dr  /dr\ 

sur  laquelle  nous  reviendrons  dans  le  Chapitre  suivant, 
appartient  à  la  classe  de  celles  dont  nous  nous  occupons, 
car  les  équations 

--  =  «,     X  —  X  —  z=  ^, 
dx  dx 

où  a  et  (3  désignent  deux  constantes  arbitraires,  sont  les 
intégi'ales  premières  de  l'équation 
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En  éliminant   ;   ?  on  a 

J  =  a,r  -f-  S, 

ce  qui  est  l'intégrale  générale  de  la  proposée  quand  on 
regarde  p  et  a  comme  liés  par  l'équation 

i3=/(a). 

La   solution  particulière  s'obtiendra  évidemment  en 
éliminant  a  entre  les  deux  équations 

r=aj:+y(a],      0=^4- /'(a). 
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CHAPITRE  VII. 

DE  L'INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 
DU  PREMIER  ORDRE  A  DEUX  VARIABLES. 


De  la  séparation  des  variables. 

652.  Après  avoir  exposé  les  principes  généraux  de  la 
théorie  des  équations  différentielles,  nous  devons  exa- 
miner les  cas  dans  lesquels  on  sait  trouver  les  intégrales. 
Nous  ne  nous  occuperons,  dans  ce  Chapitre,  que  des 
équations  du  premier  ordre  à  deux  variables. 

Le  cas  le  plus  simple  est  celui  dans  lequel  les  variables 
sont  séparées  ;  alors  l'intégration  de  l'équation  différen- 
tielle ne  dépend  que  des  quadi^atures.  Nous  disons  que 
les  variables  sont  séparées  dans  une  équation  différen- 
tielle lorsque  cette  équation  est  ramenée  à  la  forme 

x-^y;^=o 

OU 

(l)  X  r/.r  +  Y  r/j- =  O, 

X  étant  une  fonction  donnée  de  j:  et  Y  une  fonction 
donnée  àej.  Si  l'on  désigne  par  Xq  et^o  des  quantités 
déterminées  quelconques,  par  G  une  constante  arbitraire, 
l'intégrale  générale  de  l'équation  (i)  sera  évidemment 


l^ 


)  r    X^.r-+-    f    Yr/>-  =  i 
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On  peut  même  prendre  pour  cette  intégrale 


:3)  fx.,../ 


Y  dy  =  o, 

ro 

Xq  étant  une  valeur  déterminée  quelconque  et  y^  dési- 
gnant une  constante  arbitraire;  cette  constante  est  pré- 
cisément la  valeur  que  prend  y  quand  on  donne  à  a:  la 
valeur  x^. 

Le  problème  qui  a  pour  objet  l'intégration  d'une  équa- 
tion différentielle  doit  être  regardé  comme  résolu  lorsque 
les  variables  sont  séparées  ;  on  parvient  quelquefois  à 
effectuer  la  séparation  par  le  moyen  d'un  changement  de 
variables;  on  enverra  divers  exemples  dans  ce  Chapitre. 

Si  l'équation  —  =  o   a  la  racine  a,    l'équation  diffé- 

rentielle  (i)  admettra  évidemment  la  solution  x  =  a, 
qui  sera,  suivant  les  cas  (n"  64-1),  une  solution  particu- 
lière ou  une  intégrale  particulière.  De  même,  si  l'équa- 
tion —  =  o  admet  une    racine    b,    l'équation  proposée 

aura  la  solution  particulière  ou  l'intégrale  particulière 
Y  =1^  b. 

6o3.   Exemples.  —   i^  Considérons  l'équation  diflé- 

rentielle 

dy        I  —  )  - 
7-H '—.  =o; 

a.r        I  —  .i- 
on  peut  lui  donner  la  forme 


dx 

-h 

1— / 

et 

son 

intégrale 

est 

4o6 

Or  on  a 

f 

dr 

X  ' 

—  ,r- 

et  de 

mèmc 
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I      r       (l.r  I      /^        fl.r  ,  /  I  -^-  .r 

—  == h-  =Iog\/ » 

.r-         2    /       1  -1-  .r         y.    /       1  —  r  V     i  —  -^^ 


/'7^  =  kV- 


Si  donc  on  écrit  logy'C  au  lieu  de  C,  l'intégrale  précé- 
dente deviendra 

(l-4-.r](i  -f-r)  _  ç 

f  I  —  .r  ]  !  j  —  j  ) 

L'hypothèse    C  =  o    donne  les   intégrales  particulières 
X  :=  —  i ,  y  =  —  I  ;  l'hypothèse  C  --  oo  donnera  les  deux 
autres  intégrales  particulières  a:=- -h  i ,  j)= -i- i ,  ce  qui 
s'accorde  avec  les  résultats  établis  au  n°  641. 
2°  Soit  en  second  lieu  l'équation 


on  peut  lui  donner  la  forme 


d.v  dv 

H =^^-z:_  =  O, 


y/i  —  x'^     \i  ^  —y 

et  elle  a  pour  intégrale  générale 

arc  sin  r  -4-  arc  sin  v  =  arc  sinC, 

C  étant  la  constante  arbitraire.   Si  l'on  prend  les  sinus 
des  deux  membres,  il  viendra 


X  \j  i  — ,)  *  +  .>■  v^  I  —  ■'"  =  C- 

Comme  dans  l'exemple  précédent,  l'équation  dilTérentielle 
proposée  est  satisfaite  en  posant  j:=  ±1,7=  riz  i  ;  mais 
on  volt  que  ces  solutions  sont  ici  des  solutions  particu- 
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lières  et  non  des  intégrales  particulières,  car  l'intégrale 
générale  ne  peut  devenir  identique  pour  aucune  valeur 
de  la  constante  arbitraire  quand  on  y  suppose  x  ~- —  i 
ou  j  =  -z  r  ;  cette  conclusion  est  conforme  à  la  théorie 
dun°641. 


Intégration  des  équations  de  Informe  — -  ==y*  (  -  |» 

6o4'.   Lorsqu'il  s'agit  d'une  équation  différentielle  de 
la  forme 

on  arrive  à   séparer  les  variables   par  le    moyen  de  la 
substitution 

z  étant  une  nouvelle  variable. 
En  effet,  on  a 

dy  _      dz^ 
dx  (Ix 

et,  en  substituant  les  précédentes  valeurs  de  j  et  de  — 

dans  l'équation  (^ij,  elle  devient 

(4)  ^J^-+-3^/(z), 

doù 

dz  dx 

—  =o. 


On  aura  donc,  en  intégrant  et  en  désignant  par  G  une 
constante  arbitraire, 


ou 
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Les  valeurs  Xq  et  Zq  peuvent  être  choisies  à  volonté;  si 
l'on  regarde  2:q  comme  une  constante  arbitraire,  on  peut 
écrire  plus  simplement 


/■ 


yr 


lo"  —  z=o. 


ainsi  que  nous  l'avons  déjà  dit  au  n°  052. 
Il  est  évident  que  l'équation 

P  4-  Q  — -  =  O      ou      Pdr  -h  Q  dy  =  o, 

dans  laquelle  P  et  Q  désignent  des  fonctions  homogènes 
d'un  même  degré  des  deux  variables  x  et j,  a  la  même 

p 

forme  que  l'équation  (i),  car  le  rapport  -  est  une  fonc- 
tion homogène  du  degré  zéro  des  variables  x,  y.,  et,  par 
conséquent,  on  peut  poser 


■^=-fC- 


655.  Exemple  I.  —  Etant  donnés  deux  axesrectan- 
gulaires  Ox,  0}  ,  trouver  une  courbe  MNP  telle  que 
le  rayon  luicteur  OM  soit  égal  à  la  distance  OT  de 


l'orii^ine  des  coordonncrs  au  point  T  oîi  la  tangente 
en  M  rencontre  l  axe  des  y  . 
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L'équation  de  la  tangente  MT  au  point  M[x,j')  est 
dx 


et,  si  Ton  y  fait  X=  o,  Y  =  —  y'x--{-j>'-,  on  obtiendra 
l'équation  différentielle  de  la  courbe  cherchée,  savoir  : 


dy        y  -t-  S'X- 

-^  y- 

dx                    X 

Posons 

dy 

dx 

dz 
■  dx  ""  "'' 

l'équation  précédente  devient 

d- 

dz 

dr 

j;  "-^  =  \/ 1  -î-  c-      ou      - 

_.   3 

les  variables  sont  séparées,  et,  comme  on  a 

—  =logxH-const.,    I  -  -  =log(3-t-  v/'i-T-^^j-r-const., 

rintégrale  sera 

log  {z-\-  y/i  4-  c^  •  =  log.r  —  logC, 
logC  étant  la  constante  arbitraire.  On  peut  écrire  aussi 

et,  en  prenant  les  inverses  des  deux  membres, 

-.        G 

—  z  +  V/ 1  +  ^'  =  -  • 

X 

Retranchant  enfin  la  dernière  équation  de  la  précédente, 
il  vient 

X        C 

23= J 

G       X 
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y 

OU,  en  remettant  -  au  lieu  de  z, 

X 

.r- —  aCj  —  C*  =:  o. 

Cette  équation  représente  des  paraboles  qui  ont  pour 
foyer  l'origine  des  coordonnées  et  dont  l'axe  coïncide 
avec  l'axe  des  j-.  En  difTérentiant  par  rapport  à  C,  il 
vient 

J  +  C    .::  O, 

ce  qui  donne  la  solution  particulière  imaginaire 

l'équation  différentielle  du  problème  est  effectivement 
satisfaite  quand  on  pose  y  =  .r  y  —  i. 

Co6.  ExEAiPLE  II.  —  'Jrouver  l'intégrale  de  l'équa- 
tion difjérenliolle 

[ax  H-  by)  dx  -\-  [ a'.r  -;-  b'y)dy  =  o, 

dans  laquelle  a,  h,  a',  b'  désignent  des  constantes  don- 
nées. 

Par  la  substitution 

y  zrz  xz,     dv  z:r=  xdz  -\-  zdx, 
l'écpiation  proposée  devient 

(a'-]-b'z]dz  dx 


«  H-  (  6  H-  «'  )  3  +  b'z^  X 


OU 


dx  {h-\r  a'^-^J.b'z        ,  [a'— h] 

X         a  -h[b  -h  a'  )z-h  b'z^  a  -h  [b  -h  a  ]z -h  l'  z^ 

Les  deux  premiers  termes  de  cette  écjiiallon  forment  la 
différentielle  de  la  souime 

Iog.r«  -I-  log  [a^[b-ha')z-hb'z*]=-  log  [ax«  -h  { b -i- a' ]  xj  -{-  b'j^  ]  • 
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on  a  donc,  par  rintégration, 

-'       J  a  -^  [b  -r-  it  ]z  ~r  b  z^ 
Si  l'on  pose 

[a'—bY-  —  ^[ab'  —  ba''z=^±n, 

Il  étant  une  quantité  positive,  le  dernier  terme  de  la 
formule  précédente  aura  pour  valeur 

a'—b,       ib'z^  b  -^-a  —  \IVL 

■ 7^-     lOg —^ 

v/H  1  b'z  ^-  b-\-a'  -+-  v/H 

ou 

2{a'—b)  ib'z-^b -i^a' 

_     -  arc  tarii 


V  II  sjii 

selon  que  =lz  H  sera  positif  ou  négatif.  L'intégrale  de 
l'équation  proposée  sera  donc,  dans  le  premier  cas, 

v/H  1 0  j -.- [b -r- a  -\- \/ tl)  X 

et;  dans  le  second  cas, 

.      r       o       ,1  M  7/91        lif^'—b]  ib'r^   b-.~a']x 

\o^\ax^ -\-\b-^-a  )xx  -^-  b'j^j  H 7: —  arctang ■ — =:C, 

\/H  a:  y/H 

C  désignantla  constante  arbitraire.  Dans  le  cas  de  H  =  o, 
le  dernier  terme  est  algébrique,  et  l'on  reconnaît  facile- 
ment qu'il  a  pour  valeur 

—  i[a'  —  b)x 


1  b'j  -i-  \^b  -i-  à)x 


Il  est  évident  que  l'intégrale  de  l'équation  proposée  ne 
peut  être  algébrique  que  si  la  quantité  zh  H  est  positive, 
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et,  dans  ce  cas,  il  laut  en  outre  que  l'on  ait 

a'  —  h        m 
VÏÏ  n 

m  et  n  étant  des  nombres  entiers. 

637.  Exemple  111.  —  Trouver  l'intégrale  de  V équa- 
tion difjèrenlielle 

[a.r  -f-  bj  -+-  c)clx  -4-   a'x  -t-  b'y  -\-  c'  )  dy  =:  o. 

L'équation  dont  il  s'agit  n'est  pas  homogène  par  rap- 
port aux  variables  x,  y,  mais  on  peut  la  ramener  à  la 
forme  des  équations  homogènes  par  un  changement  de 
variables.  Posons 

X  _=  :c„  -I-  .7.-',     r  =  Jo  H-  r', 

x'  et  y'  étant  les  nouvelles  variables,  et  déterminons  les 
constantes  x^,  Jq  par  les  équations 

ajn^  H-  bjo  -i-  c  =::  o,      a' .rQ-\-  b'y^  -4-  c'  ^rr  o. 

L'équation  transformée  sera 

[a.r'  -h  by'  )  iW  -f-  ,  a'.r'  +  b'y'  ]  dy'  =  O, 

et  elle  coïncide  avec  celle  de  l'exemple  précédent. 
On  peut  encore  procéder  comme  il  suit.  Posons 

aj:-+-  by  -{-  c  =  ti,      a'x  -f-  b'y  -+-  c'  =  v, 

u  et  V  étant  de  nouvelles  variables;  on  aura 

b'  {  u  —  cl  —  b{v  —  c']  a'  V  —  c'\  —  n' { ii  —  r  ^ 

•'•=  — r r^> '       -^'—  f'> T~' ' 

al)   —  ba  (il)  —  va 

et  l'équation  proposée  deviendra 

u  (  //  du  —  b  (h    -f-  t'  (  <2  dv  —  a'  du    -^  o 

OU 

l^b'  u  —  a'v]du  -f-  ^«r  —  bu)d\>  =:  o. 
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ce  qui  est  une  équation  homogène  par  rapport  aux  va- 
riables u  et  V. 

Les  deux  transformations  que  nous  venons  d'employer 
ne  sont  pas  praticables  lorsque 

ab' —  ba'  =z  o; 
alors  on  a 

a 
et  l'équation  proposée  est 

[ax  -\-  b y  -\-  c]  dx  -V-      —  [a.r.  -\-  by^.  -\-  c'     dy  =  o. 

Pour  séparer  les  variables,  il  suffit  de  poser 

,                     , ,    ,                   dz  —  a  dx 
ax  -h  b  y  =  z,      cl  ou      dj-  = ; 

l'équation  devient  alors 

ia'z-^  ac''dz 

adx  -^  — — ^-- —  =:  o, 

[h  —  a  )z  -h  ^bc  —  ac' ] 

et  les  variables  sont  séparées.  Ce  résultat  persiste  dans 
le  cas  de  a' =z  o,  b'  =  o;  mais,  si  l'on  a  a  =o,  b  =o,  il 
faudra  employer  la  transformation 

a'  X  -f-  b' y  =  z. 

Intégration  de  V équation  linéaire  du  premier  ordre. 

608.  Une  équation  différentielle  du  premier  ordre  est 
dite  linéaire  lorsqu'elle  est  du  premier  degré  relative- 
ment à  l'une  des  variables  et  à  sa  dérivée;  une  telle 
équation  est  donc  de  la  forme 

(.)  g+Xj^X.^o, 
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X  et  X|  étant  des  Ibnctions  données  de  la  variable  indé- 
pendante X. 

On  peut  intégrer  facilement  l'équation  (i)  en  y  exé- 
cutant la  séparation  des  variables.  A  cet  effet,  posons 

(a)  y  =  Oz, 

z  étant  une  nouvelle  variable  et  B  désignant  une  fonc- 
tion de  X  que  nous  nous  réservons  de  déterminer  à 
volonté.  L'équation  (2)  donne 

'  dx  d.r.  d.r. 

dy 
et,  en  substituant  les  valeurs  de  j' et  de    —  dans  l'équa- 
tion f  0,  on  obtient 


(4)      »ê-^-Ë^^°)+^' 


Maintenant  nous  pouvons  déterminer  la  fonction  &  par 
la  condition  qu'elle  satisfasse  à  l'équation 

(5)  ^+X0  =  o, 

*    '  d.r. 

et  l'assujettir  en  outre  à  se  réduire  à  l'unité  pour  o'r^.ro- 
L'équation  (5)  est  une  équation  différentielle  dans  la- 
quelle on  peut  séparer  les  variables  en  l'écrivant  comme 
il  suit, 

-—  +  X  r/x  =  0, 
et  l'on  en  conclut 

r*  -    /       \dx 

\dx,     e  —  c     "• 
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Ensuite,    à  cause  de  l'équation  (5),  l'équation  (4)   se 
réduit  à 

dz  .X,  d.r 

6 1-  X 1  =;  O       OU      dz-\ ;^ i=r  o  ; 

les  variables  sont  encore  séparées,  et  l'intégration  donné 

C  étant  la  constante  arbitraire.  On  a  donc,  pour  l'inté- 
grale générale  de  l'équation  (  i), 


Y  ^  e 


c-    /      e    "»        X,./.r 


D'après  les  résultats  obtenus  aux  n°'  639  et  suivants,  il 
est  évident  que  les  équations  linéaires  ne  peuvent  pas 
avoir  de  solutions  particulières. 

659.   Exemple  I.  —  On  demande  d'intégrer  l'équa- 
tion difiérentielle 

a  étant  une  constante  donnée. 
On  a  ici 


A ; -V         Aj -- -) 

I  -i-  ^'^  l  -'r  ^ 


d'où 


—  /     Xdx  =  log  V I  -;-  x\      e  =  y/i-l-  x^^ 

f  X,    ,                      r       dx  —ax 

\    —  dx  =  —  a    I z=     -  ,   . 


consL 
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l'intégrale  demandée  est  donc 


y  =^  ajr  -+-  C  y^  i  -f-  x', 

C  étant  la  constante  arbitraire. 

660.  Exemple  II.  —  On  demande  d'intégrer  l'équa- 
tion différentielle 


dx 


Y         /'''sin.r 

—  :=:    I       dx. 


On 


X 

puis 


1  r    sin.r 

X  :=:  -  5       Xi  =  —     I        dx^ 


ensuite 


d'ailleurs 


r  1 

/      'K.dx=:  2\ogx,      0=— 7 

— -  dx  =   /  j:^  X,  </.r  =  — -  X,  —  TT     l  x^  dx: 

0  J  '  6       '        i  J         dx         ' 

rs 

1  X*  — —  dx  =1  —  \  x'^  smx  dx 
J        '^-^  '         J 

=  [x^  —  2]cos.r  —  2xs'mx  -+-  const.; 

donc 

X-  —  -2  2  . 

—  cosz'  -f-  7  ^  smor  -f-  const.; 

l'intégrale  demandée  est  donc 


C         X    /*    sin  r  X-  — 

«^  o 

c  étant  la  constante  arbitraire. 


—  a  2  sinr 

coso;  — 

3    X 
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D'une  classe  d' équations  différentielles  réductibles 
à  la  forme  linéaire. 

661,  Les  équations  de  la  forme 

où  X  et  Xj  désignent  des  fonctions  données  de  x,  se  ra- 
mènent à  la  forme  linéaire  par  la  substitution 

y\--n 

'■ =3,       d'où      Y~'^clY=^dz\ 

1  —  n 

effectivement,  l'équation  proposée  divisée  parj^"  devient 

J-"  -h  4-  X  >  '-"  H-  Xi  =  O, 
dx 

et,  par  notre  substitution,  on  trouve 

^+(,_„)X.  +  X,  =  o, 

ce  qui  est  une  équation  linéaire. 

Au  reste,  il  est  inutile  d'opérer  la  réduction,  et  on 
peut  appliquer  directement  à  l'équation  (1)  le  procédé 
d'intégration  dont  nous  avons  fait  usage  au  n°  658.  Si 

l'on  pose 

cIy        „  dz  d6 

y  =  Qz,       -^-  :=  Q h  z  — ) 

da:  dx  dx 

l'équation  (i)  deviendra 

et  cette  équation  se  réduira  à  la  suivante: 
(3)  ^^+X//-'2«=o, 

S.  —  Cale.  iiH.  2-n 
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si  l'on  détermine  9  de  manière  que  l'on  ait 
de 

(4)  ^+ôx  =  o. 

a.r 
L'équation  (4)  donne,  comme  au  n°  6S8, 

—-  -+-'Kdx  —  o,     6  =  e     •"'         =, 

ensuite  l'équation  (3)  devient,  en  séparant  les  variables, 

dz 

hX,5"^irfx=o. 

z« 

Intég^rant  et  désignant  par  C  la  constante,  il  vient 
l'intégrale  de  l'équation  (i)  est  donc 

—  (l-nlj       XJ.  /         (l-n.    I       Xrfx  I 


T     —        — — 


D'une  classe  d'équations  dont  on  peut  déterminer  l'in- 
tégrale générale  quand  on  connaît  une  intégrale 
particulière. 

662.  Les  équations  différentielles  dont  je  veux  parler 
ici  ont  la  forme 

(,)  g+Xj^  +  X,v  +  X,=o, 

X,  X,,  Xo  étant  des  fonctions  données  de  x.   Si  Ton 
satisfait  à  l'équation  (i)  en  posant  j=  Y,  Y  étant  une 
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fonction    donnée  de   x,  on  pourra  trouver  l'intégrale 
générale.  Pour  cela,  il  suffira  de  poser 

_ Y  -^--  '^^  -'    "^^ 

dr        dx         dx 

z  étant  une  nouvelle  variable.  Comme  on  a,  par  hypo- 
thèse, 

<ix 

l'équalion  transformée  en  z  sera 

(2)  ^   4-   'X,   -1-2XY)Z-hX22=o. 

^  dx 

Cette  équation  (2)  est  comprise  dans  celle  que  nous 
avons  considérée  au  numéro  précédent,  et  elle  répond 
au  cas  de  n  =  2  ;  on  pourra  donc  obtenir  son  intégrale 
générale  en  appliquant  l'un  ou  l'autre  des  procédés  que 
nous  avons  indiqués. 

Par  exemple,  l'équation 

^  -1-  xj^  -^  x,r-  {x.r2  -^  x,x  -M)  -.-.o, 

dx 
est  satisfaite  quand  on  pose  7  -^o:;  donc  Ja  substitution 

y=:^x  4-  z 
ramènera  cette  équation  à  la  suivante  : 

-^    +    ,X,  ~   2X.r)3-:-X^2r:=0. 

dx 

De  V équation  de  Riccati„ 

603.  L'équation  dite  de  Riccati  appartient  à  la  classe 
de  celles  dont  il  a  été  question  au  numéro  précédent  ; 

23, 
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cette  équation  est  la  suivante  : 

a  elb  étant  des  coefficients  constants. 

Dans  le  cas  de  j?i  =  o,  les  variables  se  séparent  immé- 
diatement; on  a 

(/y 

-  a  (Ix  =  o, 


d"où,  en  intégrant  et  en  désignant  par  c  une  constante, 


iV  h 


J-  V/  - 

Jog .  -j_  a[x  —  c]  r=0. 

:  h 

'■  -  \/  -a 


Si  l'on  résout  par  rapport  à  } ,  on  trouvera 


i  b  e 


-  "''"'■  \''^._,r'"^-^V^ 


lorsque  -  est  négatif,  on  peut  écrire  (n°  3G8) 

L'équation  (i)  est  intégrable,  dans  certains  cas,  par  le 
moyen  des  fonctions  algébriques  cl  logarithmiques  ou 
circulaires;  la  marche  que  nous  allons  suivre  dans  cette 
recherche  consiste  à  ramener  l'équation  différentielle  à 
une  autre  de  même  forme,  et  dans  laquelle  l'exposant  m 
soit  nul. 
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664.  Nous  ferons  d'abord  la  transformation  suivante: 

j  =  M)-'  +  N, 

y  étant  une  nouvelle  variable  et  M,  N  désignant  des 
fonctions  de  x  que  nous  pourrons  déterminer  à  volonté  ; 
on  aura  aussi 

dy  _      dr'    ^      ,  d^]        dyi 

dx  dx         "       d.r  dx 

et,  si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  l'équation  (i),  il 
viendra 

dx         \dx  J  -^ 

-\-  [—  -^  als"-  —  bx'"  \  =  G. 


/r/N  „  \ 


Posons  maintenant,  pour  déterminer  M  et  N, 

d.T  dx 

Dans  la  première  de'ces  équations,  les  variables  se  sépa- 
rent immédiatement  ;  on  peut  écrire 


et  il  en  résulte 


Nous  prendrons 


—  +  adx  =  G, 


I 
—  —  -1- «-£■  =  cnnst. 


ax 


l'autre  équation  devient  alors 


d^l       9.:M  dM       idx 

— -  -^ ^  =  o      ou      -  -  H =  G, 

dx  X  i\l  X 
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et,  en  intégrant, 

logM -+- logjT*  =- const.     ou     Mar^  =:  const.; 
nous  prendrons 

en  sorte  que  la  transformation  employée  sera 


•    \  r  \ 

.f-         ax 


et  elle  donnera  pour  transformée 

y2_  é.r'"+°  =^  o. 


Dans  le  cas  de  /n  =  —  2,  cette  équation  devient 

iL  —h  —  a  — 
dx  jr* 

et,  comme  le  second  membre  est  une  fonction  du  seul 

rapport  —5  elle  est  intégrable  par  le  procédé  du  n"  (534. 

Ainsi  notre  transformation  permet  d'intégrer  l'équation 
de  Iliccati  lorsque  vi  =  —  2. 

L'équation  (3)  n'a  plus  la  forme  de  la  proposée,  mais 
on  peut  l'y  ramener  par  un  nouveau  changement  de 
variables  ;  nous  ferons 


(4)              /  =  -!-» 

Xr^Xi^'-S 

d'où 

dy  — -,       d.r 

m-f-J 

—                 .r,             (lx^ , 

si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  l'équation  (3),  et  que 
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l'on  fasse,  pour  abréger, 

b  n  /??  -L  4 

il  viendra 

Cette  équation  est  toute  semblable  à  l'équation  (iV,  elle 
est  intégrable  lorsque  m^  =o,  ce  qui  donne  m=^  —  4» 
donc  l'équation  (i)  est  elle-même  intégrable  dans  cette 
hypothèse. 

665.  La  transformation  par  laquelle  on  passe  de  l'é- 
quation (i)  à  l'équation  (6)  peut  être  appliquée  à  celle- 
ci,  et,  en  poursuivant  la  même  marche,  on  obtiendra 
une  infinité  de  transformées  successives,  qu'on  peut 
représenter  d'une  manière  générale  par 

—  +  aiy.  =  h,..^. 

Si  Ton  rencontre  une  transformée  dans  laquelle  nii  soit 
nid,  cette  transformée  sera  intégrable  comme  on  Ta 
vu,  et  toutes  les  transformées  qui  précèdent  le  seront 
aussi.  Il  est  facile  de  trouver  les  cas  dans  lesquels  cette 
circonstance  se  présente. 

Désignons  par  6m  la  fonction  de  m  définie  par  la  for- 
mule 

e.v2  = — J, 

m  -^  s 
et  faisons,  pour  abréger, 

il  est  évident  que  l'on  aura 

nq  ■:=.  6'  m, 
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et  l'on  trouve  [voii^  mon  Cours  d' yllgchre  supéi^îeure , 
4*  édition,  t.  Il,  p.  356) 

[fj  —  ^]  m  -\-  li 
mi  =  —  — — ; 

un  -h  (^  -2  /  4-  1  ) 

cette  formule  s'accorde  avec  les  formules  (5)  pour  {==  i. 
et  il  est  facile  de  s'assurer  que,  si  elle  a  lieu  pour  un 
indice  i,  elle  subsiste  pour  l'indice  i-\-i. 

D'après  cela,  pour  que  l'on  trouve  m/  =  o,  il  faut  que 
l'on  ait 

7  m  = : 

m  —  I 

Lorsque  le  nombre  m  a  cette  forme,  i  étant  un  entier 
positif,  l'équation  de  Riccati  est  intégrablepar  le  moyen 
des   fonctions  algébriques  et  logarithmiques  ;   mais    il 
existe,  comme  on  va  voir,  un  autre  cas  d'intégrabilité. 
En  effet,  si  l'on  fait  la  substitution 

1 

dans  l'équation  proposée  (i),  on  trouvera  la  transformée 
dY  b 


dX.        m  -+-  I 


—  m 

y2  =  flX'^^^' 


qui  a  encore  la  même  forme,  et,  d'après  ce  qui  précède, 
cette  transformée  et  la  proposée  seront  intégrables  si 

Ton  a 

—  m  /[i  ^i 

m  -t-  i  ii  —  I  2  /  -+-  I 

Donc,    en  résumé,  nous  savons  intégrer  l'équation  de 
Riccati  lorsque  le  nombre  in  a  la  forme 

m-    -^' 
m  =  — > 
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i  étant  un  entier  positif;  le  cas  de  m  =  —  i  considéré 
plus  haut  répond  à  i  =  oo  . 

De  l'éq nation  L  (x  dj  — j  dx)  —  INI  dj  -f-  N  dx  =  o ,  dans 
laquelle  L,  M,  N  désignent  des  fonctions  linéaires. 

666.   L'équation  différentielle 

s'intègre  aisément  (n°  657)  lorsque  P  et  Q  sont  des 
fonctions  linéaires  des  deux  variables  x  et  r-  Euler  et 
d'autres  géomètres  après  lui  ont  étudié  le  cas  où  Pet  Q 
sont  des  fonctions  entières  du  deuxième  degré,  mais  ils 
n'ont  pu  trouver  l'intégrale  qu'en  restreignant  la  géné- 
ralité des  polynômes  P  et  Q. 

Les  équations  différentielles  de  la  forme  dont  nous 
parlons,  et  que  l'on  était  parvenu  à  intégrer,  sont  com- 
prises, comme  cas  particulier,  dans  une  équation  gé- 
nérale dont  nous  allons  nous  occuper  et  pour  laquelle 
Jacobi  a  donné  le  premier  une  méthode  d'intégration. 
L'équation  dont  il  s'agit  est  la  suivante  : 

( 1 )  l,[xdx  —  jd.T ]  —  jM dy  H-  N ^x  —  o, 

OÙ  L,  M,  N  désignent  des  fonctions  linéaires  données, 

savoir 

(  L  =  A  +  A'a:  +  A"j, 

(2)  I  M=:  B  +B'^-I-B"j, 
(  N  =  G  -\-QJ  x-^-ÇJ'y, 

A,  A',  . . .  étant  des  constantes  données.  La  méthode  que 
je  vais  exposer  ne  diffère  pas  au  fond  de  celle  que  Jacobi 
a  fait  connaître. 
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Soient 

JJ  =  a  -h  bx    -'"  cf, 
l]'=r//H-  b'.r  -h  c'y, 
i  U"=  a"  -^  l,".r  -h  c'y 

trois  fonctions  linéaires  dont  les  coefficients  sont  indé- 
terminés ;  posons  en  outre 


.)  '/   r-^h"c    -bc\ 


bc'  —  b'  i 


g  =^  c'  a"  —  c"  a',  -^  —a'b"  -  a"  h' , 
g'  --c"«  cn\  7'  u"b  -ab'\ 
Z".=.ca'    — c'a,        y'zi^ab'    — a' b 


et 


(  5  )    A  =_.  rt  (  b'c'  —  b"c'  ]-^b[  c'a"  —  c"a'  )  +  c (  a'  b''  —  a"  b'  )  ; 

on  aura  évidemment 

«  a  4-  rt'  a'  -t-  a"  a."  :=  A, 
«e  -^  a' ê' H- «"  g"  :— o. 


^/y  -i-a'v' 


/'/' 


i6) 


by.  ^  b'x'  -h  ^"a"--0, 

/   b€  -4- t'ê'-+-  ^>"e"—  A, 

/;y  -+-///+  b"y"^0, 

cv.  +  c'a'  -f-  c"a"  --  O, 

cg   -f-c'g'  +  c"g"  =  o, 

\   cy  H-  c'y'  H-  c"y"  =  A, 


et  à  cause  de  ces  relations,  les  formules  (3)  donneront 
/   A     =aU+a'U'+a"l]", 

(  Aj   =yU  -i-y'U'H-y"U". 


:«) 
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Si  l'on  fait,  pour  abréger  l'écriture, 

I    .1.  =Aa  -4-A'g  -4- A" 7, 
.V=Aa'+A'S'  +  A"7', 
.l,"=A«"+A'Ç"-f-A"y''', 

lll,  =Ba  -hB'ë  +B"7, 
lll,'=B«'  +  B^^'-+B"7', 

V)l/'::=B«"+B'ê"+B"7% 

3   =Ca  +C'g  ^C"7, 

3'  =Ca'-|-C'Ç'-+-C"7', 

!   G"=Ca'-}-C'g"+C"7", 

et  que  l'on  ajoute  les  équations  (j),  après  les  avoir  mul- 
tipliées respectivement  par  A,  A',  A",  puis  par  B,  B',  B", 
puis  enfin  par  C,  C,  C",  on  aura 

1    AL  r=  -AU  -t-  .l,'U'  +  =l."U", 
(g)  I  AM  =  DLU  -I-  Db'  U'  ^  il'/'lJ", 

f   AN  —  3U  ^  e'U'-h  3''U". 

Les  équations  (3)  donnent  par  la  dilTérentiation 

c?U  =  bdjc  -T-  cdy,   dW  ~    b' dx  -î-c'  <Vr,    <^/U":=:  h'  d.x  -,-  c^  rfj'; 

à  cause  dos  formules  (4),  on  déduit  les  suivantes  : 

U'  d\j"  —  \j"dJ3'  =  X  [xdy  —  ydx)  —  ê  r/j  -+-  7  dx, 

U"rfU  —  U  rfU"—  «'  [xdy  —ydx)  —  & dy  ^  y' dx, 

U  dV  —  U'^U    =  oL"[xdy  —ydx)  —  è"dr  +  -/'dx, 

et  celles-ci  donnent,  en  faisant  usage  des  formules  (fî), 

A  i^xdy  —  ydx)  =  a'  l]"—a"\]')dV  -i-  [a"  U  ~  aV")  dU' 
-4-;«  U'  — «'U)^/U", 
]  —^dr=    b' U"  —  b"\J'  )dV  ^  [  b" U  —  h\}"  ]  ./U' 
-;-    è'U'  —  b'\i]d\]", 
\dx=  (c'U"— c"U')^U-!^  \^c"V  —  c\}")d\]'. 
-f-  ^cU'— c'U)^U". 
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Nous  allons  maintenant  substituer  dans  l'équation 
proposée  les  valeurs  de  L,  M,  N,  xdj — jàx,  djeldx 
tirées  des  formules  (9)  et  (10).  Le  résultat  de  cette  sub- 
stitution sera  une  équation  entre  les  variables  U,  U',  U" 
et  leurs  différentielles;  l'une  de  ces  variables  est  expri- 
mable par  les  deux  autres  au  moyen  de  la  première  équa- 
tion (t),  mais  il  vaut  mieux,  pournotre  objet, les  conserver 
toutes  les  trois.  Les  neuf  constantes  des  polynômes  U,  U', 
U"  étant  indéterminées,  nous  les  assujettirons  à  satisfaire 
à  six  relations,  et,  en  introduisant  trois  nouvelles  indéter- 
minées "k,  A',  V,  nous  poserons  les  neuf  équations 

I  a  ^l,  H-  6  ojî,  -f-  c  S  =  AX, 
a  A,'  -:-  b  Dl>'  -r  c  G'  =  O, 
n  Jl>"  -i-  b  ^SU"  -f-  c  £,"  =  o, 

a'  A,  H-  b'  \li\i  -h  c'  e  —  o, 

i  a!  A'  4-  b'  1)1,'  -;-  c'  S'  =  A ).' , 

a'A!'-hb'^y'^c'2,"=o, 


II 


a" A.  H-  //'Dî.  -4-c"S  =0, 
a" A'  -r-  b"  Dî,'  ^-  c"G'  -^  o, 
a"  A" -h  b"M[,"  -H  c"G"=  AV. 

Alors  l'équation  proposée  deviendra,  après  la  substitu- 
tion dont  nous  venons  de  parler, 

(),'_>,")U'U"^/U-i-,r— >)U"U^/U'-h(>  — V)UUV/L-"-=o 

ou 

(-)    (v-v';=^+(x"->)^  +  (>-v)^j;=o. 

Dans  celte  équation,  les  trois  variables  sont  séparées  ; 
en  intégrant  et  en  désignant  par  II  une  constante  arbi- 
traire, on  a 

(i3)  ^V-/";logU4-[X"— A]logU'-f-(>-V)logU"=losn, 
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et,  si  l'on  convient  de  représenter  par  IP'~^"  la  quantité 
dont  le  logarithme  est  (>/ — X")  logU,  même  dans  le  cas 
où  X' —  1"  et  U  sont  imaginaires,  l'intégrale  de  l'équation 
proposée  sera 

(  1 4  )  u^'-'^"  u'^"-^  u"^-^'=  H. 

Il  reste  à  calculer  les  coefficients  des  fonctions  U,  U', 
U",  ainsi  que  les  exposants  X,  V,  X".  A  cet  effet,  considé- 
rons les  trois  équations  du  premier  des  groupes  (11); 
ajoutons  ces  trois  équations  après  les  avoir  multipliées 
respectivement  par  a,  a',  a",  puis  par  è,  b',  b" ,  puis 
par  c,  c' ,  c"\  il  viendra,  à  cause  des  équations  (8)  et  (6), 


(i5) 


(A—  ).)«  H-  B(!'  -f-Cc=  o. 

A'  a  -+-  { B'  —  /,)  ^z  -+-  C  c  -  G, 

A"«+B"è-i-  [ÇJ'—\\c  —  o. 


Il  est  évident  qu'en  opérant  de  la  même  manière  sur 
les  équations  des  deux  derniers  groupes (i  i)  on  obtiendra 
deux  systèmes  d'équations  qui  peuvent  se  déduire  du 
système  (i5),  en  remplaçant  a,  b,  c,  X  par  a',  b' ,  d ,  //, 
puis  par  a!',  b" ,  c",  r. 

Les  équations  (i5)  sont  homogènes  par  rapport  à  a, 
b,  c,  et,  si  l'on  élimine  entre  elles  ces  trois  quantités,  on 
obtiendra  une  équation  du  troisième  degré 

(16)  F()0=o, 

dont  le  premier  membre  aura  pour  valeur  le  déterminant 


A- 

A' 
A" 


B 

B'- 

B" 


C 
C 

C"- 


ainsi  l'on  aura 

{F(X;=::a 


'7i 


X)  (B'-  >VC"—  \)  -  B"C'(  A-  >) 


—  A"C^B'—  V  — A'B^C  —  Xj-f-  A'B"C  -,- A"BC'. 
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Les  équations  (i5)  ne  peuvent  déterminer  que  les  rap- 
ports de  deux  des  trois  constantes  a,  b,  c  à  la  troisième. 
Si  l'on  fait,  pour  abréger, 

I  B'C"— B"C'  =  D, 
\  C'A"  C'A'^D', 
A' B"  —  A'  B  -  :  D' , 


B'  -T-  C"  ^-  E, 

on  aura,  par  les  deux  dernières  équations  (i5), 

a  b  c 

D  —  E>  +  >*  ~  D    -A'/  ~  D'^A">' 

il  est  permis  de  prendre  ces  rapports  égaux  à  l'unité,  et 
alors  on  aura 

(19)     «=rD— E)^-^).^     b  =  D'--A:\,     c  =  D"-i-A">. 

Il  est  évident  que  l'équation  (16)  a  pour  racines  les 
trois  quantités  A,  X',  X'',  et  si  l'on  remplace  dans  les  for- 
mules (19)  A  par  X'  et  par  X",  ces  formules  donneront  les 
valeurs  de  a! ,  b' ,  d  et  de  a",  b" ,  c".  On  a  donc  en  résumé 

U  =;D— EX  -4-À^j  -T-^D's-A'X  )xH-^D"-4-A")i  ]y. 


!  IJ'=   D 


(20;      lJ'  =  [D-EA'-f-V2i^,D'^A'y)j;n-,D''-f-A"V)r, 

(    D  ":^  ,  D  -  E  /"  ^  A"«;  ^  ^  D'  - .-  A'  a")  ^-  -r-  ^  D"  —  A"  >"  ,  )  , 

en  sorte  que,  pour  intégrer  l'équalion  dilTérenlielle 
proposée,  il  suffît  de  résoudre  l'équation  du  troisième 
degré  (16). 

687.  L'intégrale  (i 3)  ou  (i4)  que  nous  avons  obtenue 
devient  illusoire  lorsque  l'équation  (16)  en  X  a  des  racines 
égales;  mais  il  est  facile  de  déduire  de  notre  analyse  la 
solution  de  ce  cas  particulier.  Si  l'on  pose 

iogU=/(X), 
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l'intégrale  (i3)  sera 

(21)  [Y—  y )/[i)-h{v  —  \)f{y)^{\-v ]/;r)  =const.. 

ou,  en  faisant  /.'=  ). -f-  h  et  en  divisant  par  h, 

(X-_>)^[AZ:A_JiZ^_/(^)_/(X'-   ==:const. 

Les  coefficients  A,  B,  .  . .  de  l'équation  proposée  étant 
regardés  d'abord  comme  des  indéterminées,  faisons-les 
tendre  vers  certaines  valeurs  pour  lesquelles  léquation 
correspondante  en  ?,  ait  deux  racines  égales.  Pour  chaque 
système  de  valeurs  des  coefficients,  l'équation  précédente 
constitue  l'intégrale  de  la  proposée;  la  même  chose  sub- 
sistera donc  à  la  limite,  et  l'on  aura  pour  cette  intégrale 

(22)  (À"-À)/'^X)  -^/^li  -/[l"i  =  coust. 


(  23  )  (r  -l)Vl  ^  logU  -  logU'^  =  const., 

U(  étant  la  dérivée  de  U  prise  par  rapport  à  X,  savoir 
(24)  U,==    2/  — E    -i-A':c-^A"j. 

Si    l'on    pose    >/''  =  }. —  A    dans    l'équation    (22),   il 
viendra,  en  divisant  par 5 


/[l-^h    -/'V--f{l) 


1  .2 


-  const. 


Supposons  que  les  coefficients  A,  B,  . . .  ne  soient  assu- 
jettis qu'à  la  seule  relation  nécessaire  pour  l'égalité  de 
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deux  racines  égales  de  l'équation  (  1 6)  ,et  faisons-les  tendre 
vers  des  limites  déterminées  qui  répondent  à  une  équa- 
tion (i6)  dont  les  trois  racines  soient  égales;  à  la  limite 
l'équation  précédente  deviendra 


ou 


/"().)  =c()nst., 

ou  enfin 

(25)  HU^H-Uf  — 2U  =  o. 

A-insi,  dans  le  cas  où  l'équation  (i6)  a  ses  trois  racines 
égales,  l'intégrale  de  la  proposée  est  une  équation  du 
deuxième  degré. 

Considérons,  par  exemple,  le  cas  où  l'équation  (i6)  a 
trois  racines  nulles.  On  a  d'abord 

U  =  D  H    D  .r  H-  D"/,     U,  =  A  -f-  A'x  +  A'>  =  L, 

puis 

DL-f-  D'M-f-D"N  =  o, 

AL+A'M  H- A"N  =  U, 

ainsi  qu'on  le  reconnaît  facilement.  Si  l'on  regarde  A, 
A',  A",  D,  D',  D"  comme  des  quantités  données,  et  que 
les  fonctions  M,  N  soient  déterminées  par  les  deux  pré- 
cédentes équations,  l'intégrale  de  l'équation  difierenlielle 

h{xdf  —  jf/.r)  —  M  f/jr  -I-  N  f/x  =  o 

sera 

IIU*—  2l]  -+-L»  =  o, 

II  étant  la  constante  arbitraire. 
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Cas  des  équations  différentielles  F  f  x,  j^,  -f-  j  =  o,  qui  ne 
sont  pas  résolues  par  rapport  a.  —> 

668.  Nous  n'avons  considéré  jusqu'à  présent  que  des 
équations  différentielles  résolues  par  rapport  à  la  dérivée 
qui  y  figure;  nous  allons  examiner  ici  quelques  cas  dans 
lesquels  on  peut  obtenir  l'intégrale  demandée,  bien  que 
l'équation  différentielle  proposée,  savoir 

1  X  dy 

ne  soit  pas  résolue  par  rapport  a  -^« 

1°  D'abord,  si  l'équation  proposée  ne  renferme  ni  x 
n\j,  elle  est  de  la  forme 

et  elle  exprime  que 

'Il  — 

dx 

a  étant  une  racine  de  l'équation  F (5:)  =  o.  L'intégra- 
tion donne  y  =  y.x  -I-  G,  G  étant  la  constante;  on  tire 

j   1  ^        y  —  t;       , , 

de  la  a  = ?  et  1  on  a,  par  suite, 

,fr-C. 


pour  l'intégrale  demandée. 

2°  Lorsque  l'équation  proposée  ne  renferme  pas  j, 
l'intégration   se  ramène  aux  quadratures  en  résolvant 

1  équation  par  rapport  a  —  •  bi  cette  resolution  ne  peut 

S.  —  Ca/c.  int.  28 
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pas  être  exécutée,  mais  que  l'on  sache  résoudre  l'équa- 
tion par  rapport  à  x,  on  pourra  encore  ramener  le  pro- 
blème aux  quadratures.  Posons  en  effet 

—  z=zp^      d'où     dy^^pdx, 
et  supposons  qu'on  ait  tiré  de  l'équation  proposée 

on  aura  aussi,  par  la  différentiation,  dx  =:ij'[p)dp  ou, 

à  cause  de  dx  =■  —  » 
P 

dy=pf'{p)dp\ 

c'est  là  une  équation  différentielle  dans  laquelle  les  va- 
riables j^  elp  sont  séparées;  on  en  tire  par  l'intégration 


--fpf'[p) 


dp  -h  C, 


C  étant  la  constante  arbitraire.  On  a  ainsi  deux  équations 
qui  expriment  les  valeurs  de  x  et  àc y  en  fonction  àe p\ 
lorsqu'il  sera  possible  d'éliminer  p  entre  ces  équations, 
l'intégrale  de  la  proposée  sera  exprimable  par  une  équa- 
tion entre  x,  y  et  G. 

3°  Lorsque  l'équation  proposée  ne  renferme  pas  x  et 
qu'on  peut  la  résoudre  par  rapport  à  y,  on  obticnl  l'in- 
tégrale demandée  par  le  procédé  que  nous  venons  dcni- 
ployer.  Car  si  l'on  fait,  comme  précédemment, 

d-x-P' 
l'équation  proposée  prendra  la  forme 
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et  la  différentiation  donnera 

dy=f[p]dp, 
ou 

dx=  LSj-ldpr, 

ce  qui  donne,  par  l'intégration, 

X  =  /     — —  dp  -+-  C, 

G  étant  la  constante.  Comme  dans  le  cas  précédent,  l'in- 
tégrale demandée  est  représentée  par  deux  équations 
entre  x,  j,  C  et  la  variable  p,  qui  doit  être  éliminée. 

669.  Le  cas  que  nous  venons  d'examiner  est  compris 
dans  celui  où  l'équation  différentielle  proposée  peut  être 
résolue  par  rapport  kj.  Supposons  que  cette  équation 
soit  mise  sous  la  forme 

(i)  I=f[^,p], 

p  désignant,  comme  précédemment,  la  dérivée  —  •  En 
differentiant  l'équation  (i),  on  aura 

df       df  dp 

\'^)  P=  ir  +  T"  :r' 

^    '  ax       dp  dx 

ce'  qui  est  une  équation  difi^érentielle  du  premier  ordre 
entre  les  variables  x  et  p.  Supposons  que  l'on  sache 
trouver  l'intégrale 

(3)  ^[x,p,C]  =  o 

de  cette  équation  (2);  il  est  évident  que  l'élimination 
de  p  entre  les  équations  (i)  et  (3)  donnera  une  équation 

(4)  F(a-,j-,  c  =0 

28. 
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entre  x,  y  et  la  constante  G,  qui  sera  l'intégrale  géné- 
rale de  l'équation  (i). 

Des  équations  différentielles  linéaires  par  rapport 
aux  variables. 

670.  Les  équations  différentielles  dont  il  s'agit  ici 
sont  de  la  forme 

(«)  J  =  ^^[p)-^-^{p)^ 

où  l'on  fait 

et  où'f{p),  '\'{p)  désignent  des  fonctions  données  de  p. 
Nous  appliquerons  ici  le  procédé  dont  nous  avons  fait 
usage  au  numéro  précédent;  la  différentiation  de  l'équa- 
tion (i)  donne 

(2)  pcU  =  dx^[p]  +  [x  /(/?)  -f-  f  (/^)]  dp 

(3)         ^^4M-.+  ;>•''''  =0. 

ilp        ?[p)  —  p  ?[P)-P 

Regardons  x  comme  fonction  de  la  variable  indépen- 
dante p'^  l'équation  (3)  est  linéaire,  et  elle  a  pour  inté- 
grale (n°  608) 

(4)  -=^         L'-^.  '       ^îp)^''y 

on  obtiendra  donc  l'intégrale  de  l'équation  (1)  en  éli- 
minant ;:^  entre  les  équations  (i)  et  (4)- 

C7i.  Les  formules  que  nous  venons  d'obtenir  sont 
illusoires  lorsque  l'on  a  <f[f))=ip;  ce  cas  mérite  d'être 
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examiné  avec  attention.  L'équation  (i)  est  alors 

(5)  y=px-]--^{p), 

et  l'équation  (2)  qu'on  en  tire  par  la  différentiation  se 
réduit  à 


(6) 

[a:-i-^'[p)]dp  =  0. 

On  a  donc 

(7) 

c7/>=:o 

ou 

(8) 

^-hV{p]  =  o. 

Considérons  d'abord  l'équation  (7);  elle  nous  donne 

par  l'intégration 

P  =  C, 

C  étant  une  constante,  et,  en  substituant  cette  valeur  dans 
l'équation  (5),  il  vient 

(9)  J=:C^+-MC), 

ce  qui  est  l'intégrale  générale  de  la  proposée,  comme  on 
l'a  déjà  vu  au  n°  631. 

Considérons  en  second  lieu  l'équation  (8)  :  si  l'on  en 
tire  la  valeur  de  p  pour  la  substituer  dans  l'équation  (5), 
on  aura  une  solution  de  cette  équation  différentielle  qui 
n'est  autre  chose  que  la  solution  particulière  dont  nous 
connaissons  l'existence.  Ce  résultat  s'accorde  avec  la 
théorie  des  solutions  particulières  que  nous  avons  déve- 
loppée dans  le  Chapitre  précédent;  effectivement  l'équa- 
tion (8)  n'est  autre  chose  que  la  dérivée  de  l'équation  (5) 

prise  par  rapport  à  — -;  l'élimination  de/;  doit  donc  don- 
ner la  solution  particulière.  On  voit  aussi  que  le  calcul 
nécessaire  pour  cette  élimination  est  identique  à  celui 
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qu'exige  l'élimination  de  C  entre  l'intégrale  générale  (9) 
et  sa  dérivée  relative  à  C. 


Application  à  quelques  exemples. 

672.  Problème  I.  —  Etant  donnés  deux  points  F  et 
F'  dont  la  distance  est  ic,  trouver  une  courbe  telle  que 
le  produit  des  distances  de  ces  points  à  chaque  tan- 
gente soit  égal  à  une  quantité  donnée  ù*. 


Prenons  la  droite  FF'  pour  axe  des  x  et  la  perpendi- 
culaire menée  à  cette  ligne  par  son  milieu  O  pour  axe 

des  j  ;  en  faisant  -j-  =  p,  l'équation  de  la  tangente  au 

poiut  {jc>y)  de  la  courbe  demandée  sera 

Les  dislances  FH,  F'IT  de  cette  tangente  aux  points  F 
cl  V  ont  pour  valeurs 


y~px-\-pc 


y  —  pjf  — p^^ 


Y^  —  - — ;^      •  ^'?     F'H'  = 

^\   -hp^  \J  l   -T-  p* 


l'équation  du  problème  sera  donc 


l>  — /^^)*  — P'c2 


i-h  P* 
ou,  en  taisant  a-  =  c^  ±  Z>', 


=  ±6% 


^  =  px  -J-  y  aV"—  ^'» 
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L'inté^ale  générale  de  cette  équation  sera(n°  671), 
en  désignant  par  C  la  constante, 


elle  représente  des  lignes  droites;  mais  la  véritable  ré- 
ponse au  problème  proposé  est  donnée  par  la  solution 
particulière  de  l'équation  différentielle,  pour  laquelle 
on  a 

rt^  C  —  ^/-  C 


en  portant  cette  valeur  de  x  dans  l'équation  précédente, 


on  a 

b 


et  l'élimination  de  C  donne  ensuite 


»}  -\i>)  -■' 


équation  qui  représente  une  ellipse  ou  une  bvperbole 
ayant  pour  foyers  les  points  F  et  F'. 

673.  Problème  IL  —  Etant  données  deux  parallèles 
et  sur  chacune  d'elles  un  point  fixe,  on  demande  de 
trouver  la  courbe  dont  les  tangentes  interceptent  sur 
les  parallèles  données  et,  à  partir  des  points  donnés, 
des  segments  dont  le  produit  soit  égal  à  une  quantité 
donnée. 

Soient  AP,  A'P'  les  parallèles  données,  A  et  A'  les 
points  donnés  sur  ces  droites  [voir  la  figure  du  n°672); 
prenons  pour  axe  des  x  la  ligne  AA'  et  pour  axe  des  j' 
une  parallèle  aux  droites  AP,  A'P' menée  parle  milieu  O 
de  AA'.  La  tangente  delà  courbe  cherchée  a  pour  équa- 
tion 
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et,  si  l'on  désigne  par  2  a  la  di  stance  AA',  les  longueurs  AP, 
A'P'  comprises  entre  les  points  A,  A'  et  la  tangente 
ont  pour  valeurs 


dzAPcn/ — px — pa,     =bA'P'  =  j 
l'équation  du  problème  sera  donc 

[j  ■ —  p^Y  —  a^p^  ^=  rr:  ^^ 

y  =-.  p.r  H-  ^a'^p^zhb^. 


px  -<r  pa', 


ou 


On  voit  qu'elle  est  la  même  que  celle  du  problème  pré- 
cédent. La  véritable  solution  est  encore  donnée  ici  par 
la  solution  particulière 


qui  représente  une  ellipse  ou  une  hyperbole  rapportée  à 
deux  diamètres  conjugués. 

674.  Problème  III.  —  Trouver  la  courbe  telle  que  la 
partie  de  ses  tangentes  interceptée  entre  deux  droites 
rectangulaires  soit  égale  à  une  quantité  donnée  a. 


T  À 


Soient  T  et  S  les  points  où  la  tangente  de  la  courbe 
demandée  rencontre  les  droites  données;  celles-ci  étant 
prises  pour  axes,  l'équation  de  la  tangente  sera 
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et  l'on  aura 

zhOS=f—px,     ±zOT  =  —  ^~^'^% 

l'équation  du  problème  sera  donc 


i-i =a' 


OU 

ap 


1  r  =  px 


V' 


Comme  dans  les  deux  problèmes  précédents,  l'intégrale 
générale  s'obtiendra  en  remplaçant  p  par  une  constante, 
et  la  solution  particulière  qui  représente  la  courbe  de- 
mandée s'obtiendra  en  éliminant  p  entre  l'équation  dif- 
férentielle et  sa  dérivée  relative  à  p^  savoir 


Des  équations  (i)  et  (2)  on  tire 

x= j,      j= 3; 

élevant  ces  équations  a  la  puissance  ^  et  ajoutant  ensuite, 

on  obtient  l'équation 

2.        2         2 
x^  -{-X^  =  a^  , 

qui  représente  une  épicycloïde  engendrée  par  un  cercle 

de  rayon  égal  à  j  roulant  dans  l'intérieur  d'un  cercle  de 

rayon  a. 

Ce  résultat  peut  être  établi  très  simplement  par  des 
considérations  géométriques.  En  effet,  construisons  sur 
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OS  et  OT  le  rectangle  OSKT;  joignons  OK,  qui  ren- 
contre ST  en  II,  et  décrivons  le  cercle  AKB  du  point  O 
comme  centre  avec  le  ra_)  on  OK  =  a  ;  décrivons  enfin  le 
cercle  O'  sur  HK  comme  diamètre,  et  soit  M  le  point  où 
la  circonférence  de  ce  cercle  rencontre  de  nouveau  la 
droite  ST.  L'angle  RHT  est  double  de  ROA  et  il  est 
moitié  de  KO'M;  ce  dernier  angle  est  donc  quadruple 
de  ROA;  d'ailleurs  le  rayon  O'R  est  le  quart  du  rayon 
OR;  donc  les  deux  arcs  de  cercle  RINI  et  RA  sont  égaux 
entre  eux.  Il  résulte  de  là  que  le  lieu  du  point  M  est  une 
épicycloïde  dont  l'origine  est  en  A;  nous  savons  que  MU 
ou  ST  est  tangente  à  cette  épicycloïde,  qui  est  ainsi  l'en- 
veloppe de  la  droite  mobile  ST, 

Du  problème  des  trajectoires. 

675.   Le  problème  dont  il  s'agit  ici  est  le  suivant: 

Etant  donnée  une  famille  de  courbes  représentées 
par  une  équation  qui  renferme  un  paramètre  variable, 
trouver  les  lignes  qui  coupent  les  courbes  données  sous 
un  angle  donné. 

Lorsque  l'angle  donné  est  droit,  les  courbes  demandées 
sont  dites  les  trajectoires  orthogonales  des  courbes  don- 
nées. 

Le  problème  des  trajectoires  conduit  toujours  à  une 
équation  dilTérentiellc  du  premier  ordre.  Supposons  que 
les  courbes  données  soient  rapportées  à  deux  axes  rec- 
tangulaires, et  représentons  par 

(»;  V[.r,y,v.-zo 

Icuréquation,  «étant  un  paramètre  variable.  Soit  M  (.r,  y) 
l'un  des  points  d'intersection  de  l'une  des  courbes  (i)avec 
l'une  des  trajectoires  demandées,  et  désignons  par  c,  Cj 
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les  coefficients  d'inclinaison  des  tangentes  en  M  aux  deux 
courbes,  par  V  la  tangente  de  l'angle  donné  des  mêmes 
courbes  :  on  aura 

dy 
le  coefficient  c  est  la  valeur  de  —  tirée  de  l'équation  (i); 

par  conséquent,  on  a 

dF 

_        ^■ 
dy 

ensuite,  c,  étant  la  valeur  de^  relative  à  la  courbe  de- 

dx 


mandée, 

on  a 

dF 
Tx^ 

dF  dy 
dy  dx 

-V 

dF 

dF 

dy 

ou 

dy 

dx 

dx 

(2) 

jôF 
\dy' 

-f-V 

dV\  dy 
dx  )  dx 

-f- 

IdF 
KYx' 

-V 

dF 

dy 

et,  si  l'on  élimine  a  entre  les  équations  ( i  )  et  (  2 ),  on  ob- 
tiendra une  équation  résultante 

(3)  K""^'S)"°' 

qui  sera  l'équation  différentielle  des  trajectoires  deman- 
dées. 

Dans  le  cas  des  trajectoires  orthogonales,  on  a  V  =-  ^  , 
et  l'équation  (2)  se  réduit  à 

àF  _  dFdy  _ 

^^>  dy        dx  dx   ~^' 
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l'élimination  de  a  entre  les  équations  (i)  et  (4)  sera 
l'équation  diflerentielle  des  trajectoires  orthogonales. 

676.  Exemple  I.  —  Trouver  les  couj'bes  qui  coupent 
sous  un  angle  constant  et  donné  les  courbes  repré- 
sentées en  coordomiées  rectangulaires  par  l' équation 

La  valeur  de  -j- tirée  de  cette  équation  est  nioix"'-~^ 

dx  ^ 

ou  171  -•,  si  donc  on  désigne  par  -  la  tangente  de  l'angle 

JT  ri 

donné,  l'équation  différentielle  des  trajectoires  deman- 
dées sera 


dr          y 

dr.              X 

I 

ou 

r        I 
dr             X        />■ 

y  dr 
X  dx 

dx                 m   Y 
'-l'x 

TjC  second  membre  de  cette  équation  est  une  fonction 

de  -;  on  pourra  donc  intégrer  par  la  méthode  du  n''6o4. 

Examinons  le  cas  de  m  =  i  :  les  courbes  données  'se 
réduisent  à  un  système  de  droites  passant  par  l'origine; 
l'équation  différentielle  est  alors 

xdx  -\-  ydy=z  A{^xdy  — fdx). 

On  reconnaît  immédiatement  que  xdj — jdx  estla  dif- 
férentielle du  double  du  secteur  formé  par  le  rayon  vec- 
teur du  point  (x,j)')  avec  un  rayon  fixe,  et  dans  le  sys- 
tème des  coordonnées  polaires  cette  même  différentielle 
est  exprimée  par  p*doi.  Pareillement  xdx -+-ydj-  est  la 
demi-différenlioUe  pdp  du  carré  p'^  ;  on  a  donc 

do 
>jdp  =  /t  ù^du     t)U      --  = /^/oj, 

P 
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et  rintégrat'ion  donne 


Ce''-, 


C  étant  la  constante  arbitraire.  On  voit  que  les  trajec- 
toires demandées  sont  des  spirales  logarithmiques,  ce  qui 
s'accorde  avec  lapropriété  connue  de  ces  courbes  (n*^  247). 

077.  Exemple  II.  —  Trouver  les  trajectoires  ortho" 
gonales  d'un  système  d'ellipses  homofocales. 

L'équation  des  ellipses  données  est 


■— 6^ 


=  1, 


p  désignant  le  paramètre  variable    et    b   une   quantité 
donnée.  La  difTérentiation  donne 


.-rd.r            y 

(1y           X  dx 

-^ydr 

f-      ""  b'- 

-?' 

h^ 

et  l'on  tire  de  là 

J--          X    Xflx  -}-  y  <ly 

,2 

y    xct.r -\-  yd) 

—  > 


p-         dx  b'-  p-  —  b-  dy  b' 

puis,  en  ajoutant, 

[xdv  —  ydx){^  xdx  -4-  ydy  ) 
b^dxdy 

Cette  équation  appartient  aux  ellipses  données.  Pour 
en  conclure  celle  des  trajectoires  orthogonales,  il  faut 

remplacer -^  par —  ou  dj  par  —  dx  ei  dx  par  dj\ 

or  l'équation  reste  la  même  après  un  tel  changement: 
donc  son  intégrale  reste  aussi  la  même,  et  par  conséquent 
l'équation  des  ellipses  donnéesreprésenteenmême temps 
les  trajectoires  demandées.  Seulement,  pour  distinguer 
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les  deux  systèmes,  il  faut  remplacerp^  par  un  autre  para- 
mètre [x^  et  écrire 

J'      _ 

Si  l'on  suppose  [)-<^b-,  cette  équation  représentera  des 
hyperboles  qui  ont  mêmes  foyers  que  les  ellipses  données 
et  qui  coupent  celles-ci  à  angle  droit. 

678.  Exemple  III.  —  Trouver  les  trajectoires  ortho- 
gonales des  hyperboles  eçuilatè/'es  dont  le  centre  est  en  un 
point  donné  et  qui  passent  par  un  second  point  donné. 

Dans  le  système  des  coordonnées  polaires,  les  hyper- 
boles données  ont  pour  équation 


cot (  2 w  —  la. 


'  cos[2w  —  ?.aj  p- —  «''COSÎw 

a  étant  le  paramètre  variable  et  a  désignant  la  distance 
du  point  donné  au  centre  commun.  La  dilTérentialion  lo- 
garithmique donne 

do  ,  ,  clo  p*  —  «*  CCS  2  (ù 

'     =tang(2w  —  2a)     ou  '     —   - 


P'/m  pd'ji  a*sin2w 

Or  — '—  est  la  tangente  de  l'angle  formé  par  la  normale 

pcm  tj  1 

de  la  courbe  avec  le  rayon  vecteur;  on  obtiendra  donc 
l'équation  dilTérentielle  des  courbes  cherchées  en  prenant 

pour — 7- l'inverse  changé  de  signe  de  la  précédente  cx- 

'  pr/oj  o  o  1 

pression;  on  a  ainsi 

dp  a}  sin  i  w 


ou 


p  ^/w  rt*  CCS  2  w  —  p* 

d  l  a^  cos  2  M  \ 


dp  p 


—  -  (a*cos2w 
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Cette  équation  est  linéaire  quand  on  prend  pour  va- 
riables <7-cos2CjO  et  p  ;  en  désignant  par  a^  —  h'*  la  con- 
stante arbitraire,  on  trouve  l'intégrale 

a- cos 2 w  =  — -  r 0*  -h  a'*  —  6*  1 
if    '  •* 

ou 

p*  —  ia-  f  cos 2 w  -I-  rt*  =  è* ; 

cette  équation,  dans  laquelle  b  est  le  paramètre  variable, 
représente  un  système  d'ovales  de  Gassini  (n"oOo)  ayant 
les  mêmes  foj ers. 

Des  facteurs  propres  à  rendre  différentielle  exacte 
une  expression  de  la  forme  Pdx  H-  Q^dy. 

679.  Soit  l'équation  différentielle 

a.x 

dy 

résolue  par  rapport  à  la  dérivée  -j-  ;  on  peut  poser  d'une 
infinité  de  manières  différentes 

I'(-^,J;  =  -  q5 

P  et  Q  étant  des  fonctions  de  x  el y;  alors  l'équation 
proposée  prendra  la  forme 

Pf/.r-|-Qr/j-  =  o. 

Si  les  fonctions  P  et  Q  ont  été  choisies  de  manière 

que  I*dx  -i-  Q^^  soit  une  différentielle  exacte  quand  on 

regarde  x  et  y  comme  des  variables  indépendantes,  et 

que  l'on  ait 

du  =  Pr/jT  +  Q<^j, 

u  étant  une  fonction  de  x  et  de  j,  il  est  évident  quel'in- 
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tégrale  de  réquation  différentielle  proposée  sera 

u  =  const. 

Si,  après  avoir  choisi  les  fonctions  représentées  par  P 
et  Q,  on  veut  en  prendre  d'autres,  celles-ci  seront  res- 
pectivement égales  aux  premières  multipliées  par  un 
même  facteur  v,  et  l'équation  différentielle  proposée  aura 

la  forme 

vVdx  -H  vÇldy  =  o. 

Alors,  si  le  premier  membre  est  la  différentielle  exacte 
d'une  fonction  u  des  variables  x  et  j-,  l'intégrale  de  l'é- 
quation proposée  sera,  comme  on  vient  de  le  dire, 

u  =  const. 

Les  fonctions  P  et  Q  ayant  été  choisies  à  volonté,  il  existe 
toujours  un  facteur  v  qui  réalise  l'hypothèse  dans  la- 
quelle nous  venons  de  nous  placer  ;  c'est  ce  que  nous 
nous  proposons  d'établir  ici. 

680.  Théorème  I. —  Soient  P  et  Ç)  deux  fonctions 
données  dedeux  variables  indépendantes  X,  y;  ilexiste 
toujours  un  facteur  v  tel,  qu'on  obtient  une  différen- 
tielle exacte  en  multipliant  par  ce  facteur  l'expression 
Vdx  -i-Qdy. 

En  effet,  considérons  l'équation  différentielle 
(l)  Pdr-\-  q</y  =  o; 

nous  savons  que  cette  équation  admet  une  intégrale,  et  si 
l'on  suppose  cette  intégrale  résolue  par  rapport  à  la  con- 
stante arbitraire  qu'elle  renferme,  elle  aura  la  forme 

(-2)  UZ=C, 

U  étant  une  fonction  des  variables  x  etj) .  L'équation  (2) 
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donne,  par  la  différen dation, 

dy     .    , 
et  il  faut  que  la  valeur  de  -j-  tirée  de  l'équation  (3)  soit 

précisément  égale  à  celle  que  fournit  l'équation  diffé- 
rentielle (i);  on  a  donc 

du       du 

âx       dy 
(4)  T=q' 

Cette  équation  (4)  a  lieu  en  vertu  de  l'équation  (2),  mais 
j'ajoute  qu'elle  est  identique;  car  elle  est  indépendante 
de  C,  et  la  valeur  dey  donnée  par  l'équation  (2)  est  une 
fonction  de  x  et  de  C. 

Si  l'on  désigne  par  (^  la  valeur   commune  des  deux 
membres  de  l'équation  (4),  on  aura 


du         „      du 

et,  par  conséquent, 

(5)  ç[?dx  +  qdr)  =  ^  dT^^^df  =  du. 

L'expression  Vdx-h  Q^dj  devient  donc  une  différen- 
tielle exacte,  lorsqu'elle  a  été  multipliée  parle  facteur  v. 

681 .  Théorème  II.  —  Il  existe  une  infinité  de  facteurs 
propres  à  rendre  Vexpressioii  Vdx-r-  Q^dj  une  diffé- 
rentielle exacte. 

En  effet,  nous  venons  de  prouver  qu'il  existe  un  tel 
facteur,  et  en  le  désignant  par  (^  nous  avons 

vl^dx  -t-  Çldj)=:du, 

u  étant  une  fonction  dexet  dey.  Si  l'on  multiplie  celte 


S.  —    Cale,  int. 
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équation    par  une  fonction  quelconque  ^{u)  de  u,  il 

Viendra 

vf{u){Pdr  +  qdj)=o[u)du, 

ce  qui  est  encore  une  différentielle  exacte. 

Ainsi,  quelle  que  soit  la  fonction  ^(«),  l'expression 
V  dx  -h  Q  clj^  devient  une  différentielle  exacte  quand  on 
la  multiplie  par  le  facteur  u(^[u). 

J'ajoute  que  ^'^{ii)  est  l'expression  générale  des  fac- 
teurs qui  possèdent  cette  propriété.  En  effet,  soit  V  l'un 
de  ces  facteurs,  et  supposons  que  l'on  ait 

V(P^x-4-  Qf/j)  =  r/U, 

U  étant  une  fonction  de  jc  et  de  }',  on  aura 


d'oii 


du        du 
^djc-i-qdf=  --  =  — , 


V 

dll=  -du. 


Or,  puisque  u  est  fonction  de  jc  et  dej)^,  on  peut  regarder 

y  comme  fonction  de  x  et  de  m;  alors  U  devient  une 

fonction  de  u  et  de  x,  et  la  formule  précédente  montre 

que  la  dérivée  partielle  de  U  relative  à  x  est   nulle.  Il 

s'ensuit  que  U  est  une  fonction  de  «;  il  en  est  de  même 

j,  ■    ,    dV         „  .     . 

de  sa  dérivée  -r— >  et  1  on  peut  écrire 
au  ' 

V 

-  =  ?(«)       ou       \:^i><j>{u], 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

682.    Tiii^.ouiîME    III.   —   Si  V   et    V  désignent  deux 
fadeurs  propres  à  rendre  l'expression  Vdx  H-  (^)  dj  une 
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diff'érentîelle  exacte,  et  que  le  l'apport  de  ces  facteurs 
ne  se  réduise  pas  à  une  constante,  l'intégrale  générale 

de  l'équation  dijjérentielle  Pdx  -;-  Qff)^=  o  sera  —  =C, 
G  étant  une  constante  arbitraire. 
En  effet,  par  hypothèse,  on  a 

u[Pdx  ~qdf)z=du, 

et,  puisque  le  produit  \^(P<yx -i- QrA)' )  est  aussi  diffé- 
rentielle es^acte,  on  a,  par  le  théorème  précédent, 

c[u)  désignant  une  certaine  fonction  de  if. 
Cela  posé,  l'équation  différentielle 

Pdx  ^q  dy  z=z  o 

peut  se  mettre  sous  la  forme 

du  =  o  ; 

son  intégrale  est  donc  u  =  const.,  ou,  ce  qni  revient  au 

même, 

ç>  (  «  ]  =:=  const, 

ou 

V 

C  étant  une  constante  arbitraire. 

On  trouvera  plus  loin  des  applications  importantes  de 
ce  théorème. 

G83.  Le  facteur  t'  qui  rend  Pdx~'-  Q^dj  une  différen- 
tielle exacte  ne  donne  pas  seulement  l'intégrale  générale 
de   l'équation    diflérenticlle    P  Jx -1- Q<:/^=  o,    mais  il 

2y. 
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fournit  aussi  immédiatement  la  solution  particulière, 
quand  elle  existe. 

En  effet,  l'équation  différentielle  peut  être  mise  sous 
la  forme 

—  du  z=  o, 
c 

et,  par  conséquent,  elle  se  décompose  en  deux  autres 

I 
du  =  o,       -  =  O; 

i> 

la  première,  du=^o,  donne  l'intégrale  générale;  la  se- 
conde contient  les  solutions  particulières. 

On  peut  déduire  ce  résultat  de  notre  théorie  des  solu- 
tions particulières.  Effectivement,  l'intégrale  générale 

étant  ici 

u  —  C  =  o, 

il  faut  égaler  à  zéro,  pour  avoir  les  solutions  particu- 
lières, le  rapport  des  dérivées  partielles  de  u  —  C  rela- 
tives à  G  et  a  j'  ou  à  C  et  à  x;  la  première  de  ces  dérivées 
se  réduit  ici  à  —  i ,  et  l'on  a 


I 
à} 

=  o, 

I 

=  0; 

à  cause  de 

du  =  ( 

■(Pr/. 

r  H- 

Q'(r;, 

ces  équations 

donnent 

I 

:0. 

Recherche  du  facteur  propre  à  rendre  Pdjc  -^  Q^djr 
une  différentielle  exacte. 

08  i.   La  condition  pour  que  l'expression 

(l)  t-Pt/x  -f    iQr// 
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soit  une  différentielle  exacte  est  (n"  483) 

dy  dx 

ou 

^dv       ^dv  fdq       dV 

Cette  équation,  de  laquelle  dépend  la  fonction  in- 
connue 9,  est  une  équation  aux  dérivées  partielles;  la 
recherche  de  v  constitue  donc  un  problème  d'un  ordre 
plus  élevé  que  celui  qui  a  pour  objet  l'intégration  de 
l'équation  différentielle 

P  dr  -f-  Q  ^)-  =:  o  ; 

il  y  a  cependant  des  cas  dans  lesquels  le  facteur  u  peut 
être  obtenu  facilement;  nous  indiquerons  ici  les  plus 
simples. 

685.  Cas  ou  P  et  Q  sont  des  fonctions  homogènes 
DU  MÊME  DEGRÉ.  —  Si  P  ct  Q  sout  dcs  fonctious  homo- 
gènes du  degré  m,  on  peut  trouver  une  fonction  homo- 
gène V  d'un  certain  degré  n,  telle  que 

(i)  cPdx^fQc/j 

soit  une  différentielle  exacte. 

En  effet,  soit  i^  une  fonction  homogène  du  degré  n, 
fP  sera  une  fonction  homogène  du  degré  m-i-«,  et  l'on 
aura  identiquement  (n°^  84  et  136) 

â.r  Or 

La  condition  pour  que  l'expression  (i)  soit  différen- 
tielle exacte,  savoir  : 
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peut  donc  être  écrite  comme  il  suit  : 

ou,àcausedej^)=^)etx^=^-.P, 
-^     a.v  ox  u.£  ox 

de  la  manière  suivante  : 

— t-^ ^^ ^^^^-^  z=(m  H-«  -f-  iWP. 

Ôj:  ^  ' 

Le  nombre  n  étant  indéterminé,  posons 

/7î  +  /?  H-  I  =  0  ; 

alors  la  condition  (2)  équivaudra  à  celle-ci 

(3)  d[.(P..:-^Qr)]^„^ 

^    '  OX 

un  raisonnement  semblable  prouverait  que  la  condl- 
lion  (2)  peut  être  mise  sous  la  forme 

Les  formules  (3)  et  (4)  expriment  que  p(P.r  -f-  Q^r)  est 
une  constante,  et,  en  prenant  cette  constante  égale  à  i, 
on  a 

Il  suit  delà  que,  si  Pet  Q  sont  des  fonctions  homogènes 
du  même  degré,  l'expression 

^d.r  -it-Ç*dy 
P^H-Qj 

sera  une  dififérenlielle  exacte. 
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Donc,  s'il  s'agit  d'intégrer  l'équation  différentielle 

(6)  Vdu  -i-qdr=o, 

il  suffira  de  chercher,  d'après  la  méthode  du  n*^  483,  l'in- 

téffrale  de  la  différentielle  l^f      >  et  l'on  égalera  eu- 

°  Px-h  Qy 

suite  cette  intégrale  à  une  constante  arbitraire. 

Si  le  premier  membre  de  l'équation  (6)  est  une  diffé- 
rentielle exacte,  nous  connaissons  deux  facteurs,  sa- 
voir :  et  I ,  propres  à  rendre  ï^dx  -+-  O  dy  diffc- 

rentielle  exacte;  si  donc  on  égale  à  une  constante  G  le 
quotient  de  ces  deux  facteurs,  on  obtiendra  (n''682) 
l'intégrale  générale  de  l'équation  (6),  laquelle  sera 

Par +  Q)  =z=C. 

11  faut  remarquer  que  la  méthode  précédente  ne  dif- 
fère pas  au  fond  de  celle  que  nous  avons  employée  au 
n°  654;  car  soit 

^-■(-^)- 

le  premier  membre  de  l'équation  (6)  se  réduira  à 

ou,  en  posant j)^  =•  xz^  dj=  xdz  -f-  zdx,  à 

C'est  par  cette  transformation  que  nous  avons  effectué  la 
séparation  des  variables  au  n°  6o4,  et  l'on  voit  que  l'ex- 
pression précédente  devient  une  différentielle  exacte,  si 
on  la  muliplie  par  le  facteur 


Qx[3-/(z)]        PX  +  Q7 
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686.   On  peul  encore  déterminer  facilement  le  fac- 
teur p",  propre  à  rendre 

Pd.T-hQ  cly 

une  différentielle  exacte,  lorsque  ce  facteur  ne  dépend 
que  d'une  seule  variable  x  ou  j".  Supposons,  par  exem- 
ple, que  V  ne  dépende  que  de  x,  alors  on  aura  -^  --—  o, 
et  l'équation  (2)  du  n°  685  deviendra 

ilv_  ^  _  (^ 
d.r  dy  Ô.c 
V=         Q 

Notre  hypothèse  exige  donc  que  l'on  ait 


dV  _  ^)Q 
âj-       d.r 


=  X, 


Q 
X  étant  une  fonction  de  x.  Si  cela  a  lieu,  on  aura 

—  =^  X  r/.r, 

V 

d'où 

"K-dx  -h  consl.. 


et  l'on  pourra  prendre 

v  ^^  e 
Supposons,  comme  cela  est  permis,  Q  --  i;  dans  ce 
cas,  la  dérivée  ^  est  indépendante  dcj,  cl  l'on  a 

P  =  Xj  +  X„ 
X  et  X,  étant  des  fonctions  de  x]  par  conséquent,  l'ex- 
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pression  proposée  a  la  forme 

I       Xrfx 

et  le  facteur  qui  la  rend  intégrable  est  e*^  ''''  .  D'après 
cela,  pour  intégrer  l'équation  linéaire 

dont  nous  nous  sommes  déjà  occupé  au  n°  658,  il  suffit 
de  la  multiplier  par  le  facteur  que  nous  venons  de 
trouver  ;  elle  devient  ainsi 

l        Xdx  (       \dj:  I        \dx 

dje'^"'"  -h  je    ^^         Xf/r -F- c    "'*         'K^dx  ^^  a, 

d'où,  par  l'intégration, 

I        Xdjc  I  I      Xd:c 


C  étant  la  constante  arbitraire. 

687.  Examinons  enfin  le  cas  où  l'expression 
Vdx  -i-  Cldy  devient  une  différentielle  exacte,  quand 
on  la  multiplie  par  un  facteur  v  de  la  forme  XY,  X  et 
Y  étant  respectivement  des  fonctions  de  x  et  de  j^.  L'é- 
quation de  condition  est  ici 

()[XYP)  _  ^(XYQ) 
dy  d.T 

ou 

ôj       d^~^  X  Y  ' 

ce  qui  exige  que  la  différence r-  soit  de  la  forme 
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Lorsque  cette  condition  est  remplie,  on  peut  faire 


d'où 

X^^"^"  ,      Y  — c"''»  ,     i^  =  XY. 


r  ?(j-)rf-r         r 


y 


Application  du  Calcul  intégral  à  la  démonstration  des 
propriétés  fojidanieiitales  des  transcendantes  simples 
à  dij^érentielles  algébriques. 

688.  Le  Calcul  intégral  conduit  trèsr-aisément  aux 
propriétés  caractéristiques  des  logarithmes  et  des  fonc- 
tions circulaires  inverses.  Si  la  théorie  de  ces  transcen- 
dantes n'avait  pas  été  préalablement  constituée,  on  en 
aurait  certainement  posé  les  bases  dès  les  premiers  pas 
que  l'on  eût  faits  dans  la  théorie  des  équations  diffé- 
rentielles, comme  cela  est  arrivé  effectivement  à  l'é- 
gard des  fonctions  elliptiques  et  des  transcendantes  à 
différentielles  algébriques  plus  composées  Je  me  pro- 
pose d'entrer  ici  dans  quelques  développements  à  ce 
sujet. 

Considérons  l'équation  différentielle 

,   ,  djn        dy 

I  —  +  -^=0; 

X  y 

les  variables  sont  séparées,  mais  l'intégration  de  chaque 
terme  exige  la  notion  des  logarithmes.  Si  cette  notion 
n'est  pas  acquise,  l'intégrale  devra  être  représentée  par 


Si  l'on  veut  que  la  valeur  de  y  se  réduise  à  une  quan- 
tité donnée  z  pour  a-  =  i ,  il  faudra  déterminer  la  cou- 
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stante  par  la  condition 

en  écrivant  z  au  lieu  de  j-  sous  le  signe  |  ;  alors  noire 
intégrale  sera 

D'un  autre  coté,  il  est  évident  que  l'équation  (i) 
admet  une  intégrale  algébrique;  car  si  l'on  chasse  les 
dénominateurs  elle  devient 

jdx  -;-  xtJj  =  G      ou     d[xj  ]  =  G  ; 

l'intégrale  est  donc 

xj  =  cnnst., 

et,  si  l'on  détermine  la  constante  de  manière  que  l'on 
ait  J  =^  z  pour  x  =  i ,  on  aura 

(3)  XJ=Z. 

On  voit  que  les  équations  (2)  et  (3)  expriment  la  même 
relation  entre  les  quantités  a:,j^,  z;  en  d'autres  termes, 
elles  sont  équivalentes. 

Puisque  la  transcendante    /     —  nous  apparaît    pour 

la  première  fois,  il  faut  lui  donner  un  nom;  je  choisis 
celui  de  lognrilhme,  et  je  pose 


X 


dx 

—  =  log.r; 


alors  la  formule  (2)  nous  donne,  en  mettant  xj  au  lieu 
de  Zf 

\0gXJ-  =  log  JT  -t-  logj, 

ce  qui  est  la  propriété  fondamentale  des  logarithmes. 


46o  CALCUL    INTÉGRAL. 

Au  Jieu  des  logarithmes  nous  pouvons  introduire  les 
fonctions  inverses.  Soient 


H  étant  une  fonction  de  x,  on  peut  regarder  x  comme 
fonction  de  w,  désignons  cette  fonction  par  le  sym- 
bole e",  on  aura 

et  les  équations  (2)  et  (3)  deviendront 

«  -H  ri=  «',      e" . e"  =  e'^, 
d'où 

ce  qui  exprime  la  propriété  fondamentale  de  la  fouction 
exponentielle. 

689.   Considérons,  en  deuxième  lieu,  l'équation  dif- 
férentielle 

les  variables  sont  séparées,  et,  si  l'on  désigne  par  z  la 
valeur  que  l'on  attribue  à  j  lorsque  x  -^o,  l'intégrale 
pourra  être  représentée  par 

D'un  autre  côté,  l'équation  (4)  peut  cire  écrite  comme 
il  suit  : 

\\  ~  xy  +  y  [:r  -\-  y)]cl.i:  -\-  [\—.rj  -|-.r(.r  -^y)]dy=iO, 
ou 
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ou  enfin 

(i  —  ty)  d[x  -^-y)  —  (^  H-  T)<i(  f  —  -'^y] 

jc    I    y 
le  premier  membre  est  la  différentielle  de  ^^ —  ?  quan- 

tité  qui  se  réduit  à  z  pour  x  =  o,  j  =^  z;  donc  l'inté- 
grale de  l'équation  (4),  représentée  déjà  par  l'équa- 
tion (5),  peut  l'être  aussi  par  l'équation 

(6)  ^^^^  =  .. 

Posons 

C   dx  r^  dr  r'  dz 

u  étant  une  fonction  de  x,  on  peut  regarder  x  comme 
fonction  de  u\  désignons  cette  fonction  par  le  symbole 
tangM;  on  aura 

.T  =  tang  M,     j  =  tangc,     z  =  tang«'  ; 

puis  les  équations  (5)  et  (6)  donneront 

tangM  -f-  tangc 
I  —  tangtt  tangc 

et,  par  conséquent, 

tan^Mtanerf 

tang  ;  «  -h  c  j  = , 

1  —  tangMtangf 

ce  qui  est  la  propriété  fondamentale  de  la  fonction 
tangu. 

690,   Considérons  l'équation 

dx  dy 

H '■  =  G. 


^  '  '  y/ 1  —  x^        ^i  —  y- 

L'intégrale,  prise  de  manière  que  j  se  réduise  à  z  pour 
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a:  =  o,  sera  évidemment 

n"    cir         r^    dr    __  ç'"    dz 

mais,    si  l'on   multiplie    l'équation    (7)   par  le   facteur 
\ji  —  x-\Ji  — j-  —  xj,  elle  deviendra 

OU 

l'intégrale  de  l'équation  [y),  prise  de  manière  que  l'on 
aitj'=:3  pour  x  =  o,  peut  donc  se  mettre  sous  la  forme 

(9)  a:  ^i —  y-  -hr  \l  —  X- =  z. 

En  outre,  le  premier  membre  de  l'équation  (7),  qui 
est  une  différentielle  exacte,  demeure  une  différentielle 
exacte  quand  on  le  multiplie  par  le  facteur 


s/  i—x-  sji  —  y^  —•'•/; 

il  suffit  donc  (n^68l2)  d'égaler  ce  facteur  à  une  con- 
stante pour  avoir  l'intégrale  de  l'équation  (7).  Si  l'on 
détermine  cette  constante  par  la  condition  (pie  l'on  ait 
j  =z:  3  pour  x=  o,  on  aura 


/i  —  .1-  s/ 1  —  ^■-  —  V  =  v/ •  —  -'» 


en  sorte  que  chacune  des  trois  équations  (8),  (9),  (10) 
exprime  la  même  relation  entre  les  quantités  x,j^',  c; 
les  deux  dernières  sont  algébriques,  tandis  que  la  pre- 
mière icnferme  des  transcendantes. 
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Posons 

r"    dx  r^    dy  r'    dz 


M  étant  fonction  de  x,  nous  pouvons  regarder  x  et 
y^i  —  j:^  comme  des  fonctions  de  u;  représentons  ces 
fonctions  par  les  symboles  sinu,  cosu;  on  aura 

jT^sinif,  j>'  =  sinf',  s^sin»', 


y  1  —  .r-  =z  cosu,      v^i  — j-  =  cosc,      ^  I  —  z-  =^  cos»^; 
l'équation  |^8)  deviendra 

et  les  équations  (9)  et  (10)  donneront 

sin  [u  -+- 1>]  z=  sïnu  cost'  -:-  cosu  slnu, 
cos[u  -+-  i>]  =  cos«  cosi'  —  sinw  sinf, 

formules  qui  expriment  la  propriété  fondamentale  des 
fonctions  sinus  et  cosinus.  On  pourrait  retrouver  aisé- 
ment, par  cette  voie,  les  autres  propriétés  connues,  celle 
de  la  périodicité,  par  exemple;  mais  il  n'est  pas  utile 
de  nous  arrêter  davantage  sur  ce  sujet,  et  nous  allons 
appliquer,  d'après  Euler,  les  considérations  dont  nous 
venons  de  faire  usage  à  la  démonstration  de  la  pro- 
priété caractéristique  des  fonctions  elliptiques. 

Propriété  fondamentale  des  fonctions  elliptiques. 

691.   Considérons  l'équation  différentielle 

,   >  d^ <^ _  ^ 

^i  —  x^  sj l A'jT*  \'  I  — _)•*  \J l A^J* 

où  A-  désigne    une    constante   donnée   comprise    entre 
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o  et  I.  Les  variables  étant  séparées,  si  l'on  prend  l'in- 
tégrale de  Téquation  (i)  de  manière  que  j  se  réduise 
à  z  pour  X  =  o,  on  aura 

_    Ç'  dz     

formule  où  chaque  terme  est  une  intégrale  elliptique  de 
première  espèce. 

Euler  a  reconnu  que  l'équation  (  i  )  admet  une  inté- 
grale algébrique,  et  il  est  facile  de  trouver  cette  inté- 
grale en  opérant  comme  il  suit. 

Posons 

X  =  (i  — .r«)  (i  — Pa-2), 

Y  =  (.-j2)(i-AV'), 
l'équation  proposée  sera 

d.r  dy 

ou,  en  chassant  les  dénominateurs  et  en  nmltipliant,  en 
outre,  par  une  fonction  indéterminée  T  de  o:  eidej, 

(3)  T^yr/ur-i-Tv/Xf/j  =  o, 

Or  on  a 

T  V Y  dx  =  d{T^IYXx)—  '^^^  -  X  y/ Y  ^r, 

2  y/Y 

1^Xdj=d(Ts/XXjr)-.'El^-y^^dT, 

2.  yX 
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et  l'équation  (3)  peut  ainsi  être  mise  sous  la  forme 

(4)  ^      A    ^Y  Vx 

(  -(^v/Y^-Jv/X)r/T  =  o, 

A  et  Y   désignant  les  dérivées  -—5   --• 

ax      df 

Cela  posé,  on  peut  disposer  de  la  fonction  indéter- 
minée T  de  manière  que  l'équation  (4)  se  réduise  sim- 
plement à 

(  5  )  d  [t  [x  s/y  + .}-  V^X)]  =  o. 

Pour  cela,  il  faut  et  il  suffit  que  les  autres  termes  de 
l'équation  (4)  se  détruisent  en  vertu  de  l'équation  (i). 
Remplaçons  donc  dT  par 

dT    ,         âT  , 
-—  dr  -;-  —  dy 
().v  Or     ' 

et  remarquons  que  dx  et  dy  sont  proportionnels  à  y/X 
et —  y/ Y,  d'après  l'équation  (i);  la  condition  à  laquelle 
T  doit  satisfaire  sera 

(6)      \  :.rY'-  JX';  -  (j^  +  .-s/Y)  (^  V^X-   0  V^^   :=c 

Cette  équation  est  aux  dérivées  partielles  ;  mais  il  suffit 

pour  notre  objet  d'en  connaître  une  solution  quelconque. 

Or,  il  est  naturel  de  chercher  s'il  n'existerait  pas  une 

valeur  de  T  rationnelle;  il  est  évident  que,  si  cette  valeur 

existe,    elle  doit  être  telle  que  les  dérivées    partielles 

d1      dT      .  •  11      >  r  1 

—  et  -r-  soient  proportionnelles  ^  y  et  x,  alin  que  les 

radicaux  disparaissent  de  l'équation  (6).  On  remplira 
cette  condition  en  prenant  pour  T  une  fonction  du  pro- 

S.  —  Cale,  iiiu  3o 
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duit  xj-,  car,  en  désignant  par  T'  la  dérivée  de  T  par 
rapport  au  produit  dont  il  s'agit,  on  aura 

âJ         .         ÔT         , 

ox  Or 

La  substitution  de  ces  valeurs  dans  l'équation  (6)  donne 

T'  _      ./-r-jX' 
Y  ~  -(j^X  — x^Y)' 

ou,  en  mettant  au  lieu  de  X,  Y,  X',  Y'  leurs  valeurs, 

T'  2  X^rj 


(7 


T  i_/!2.rV" 


T' 
cette  expression  de  — -  est  bien  une  fonction  rationnelle 

du  produit   xy,    et  cette   fonction   est   la   dérivée    de 

—  log(i  —  k^x^j^);  l'intégrale   de  l'équation   (y)    est 

donc 

logT    ^  —  log(>  —  k^-r'-)- j  -H  const. 

Mais  on  peut  supposer  la  constante  nulle  et  l'on  aura 

cette  valeur  de  T  satisfait  à  l'équation  (6),  et  par  consé- 
quent l'équation  (i)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(9)  ^T=:^x-i7--o, 


d'où,  en  intégrant, 


:rvYM-rv/X 


-  const. 


Si  l'on  remet  au  lieu  de  X  et  de  Y  leurs  valeurs,  puis 
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que  l'on  détermine  la  constante  de  manière  que  l'on  ait 
en  même  temps  x  =^  o,  y  -=  z,  on  aura 


.r  i/i  —  V-  V  I  —  /■-  >'-  -\-  Y  v/r  —  -T'  \  \  —  /.-./•- 
(lo)       ,,    ■>    . =  3. 

Au  moyen  de  cette  équation,  on  peut  exprimer  en  fonc- 
tion de  X  etde  r  les  deux  radicaux  y/i  —  z'^,  \J v — k'-z-, 

qui  représentent  les  valeurs  de  \j i — j^  et  de  y  i — A'J'' 
correspondant  à  x  =  o;  on  trouve  facilement 


,     >    ^/,_.r-s/i—)-  —  .rrvi  — /■-■'■- VI  — >;-•'-         / r 

I  -  /.-x-y- 


^]  —h-x^sjl — X-V- — /i-XY\l\ — .r-^/i —  r-  - 


»  '- — Tzrw:^ ^-^-^^^,-P^. 


692.  Chacune  des  équations  (2),  (10,  (n),  (12)  re- 
présente l'intégrale  de  l'équation  (i)  prise  de  telle  ma- 
nière que  l'on  ait  j  :^=:  z  pour  x  =  o.  Si  l'on  pose 

r^  dx 

X'    *    -- 


V'i— J-^  )  —  fi-y- 

^^  flz 


et  que  l'on  fasse,  comme  au  n"  438, 


X  =  smam«, 
y/i  —  x-T=  cosam«, 
^i  —  k'x^  =  Aamw, 


3o. 
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l'équation  (2)  deviendra 

et  les  équations  (10),  (11),  (12)  donneront  ensuite 

sinnm?/cosam('Aani('  -1-  sinamcrn^sam  wAamw 


sinam  [u  -+-  c]  = 

i3)  /  cosam(?f+  c)  = 

A  am  (  M  -H  (0  = 


I — /<*sin^ain/<siii^aiu('  ■ 

cosam^/cosaiTic  —  sinam//sinam('AamMAam(' 

I  —  A'»in''ain//siu^aiiH' 
A  ain  ^/  A  am  »  —  /  ■  sin  am  ^/  si  n  am  c  cos  am  u  cos  am  « 
I  —  X'sin"ain«  ^in^ainc 


Ces  formules  expriment  la  propriété  fondamentale  des 
fonctions  elliptiques  sinami/,  cosamzi,  Aam«.  Nous  de- 
vons nous  borner  ici  au  résultalque  nous  venons  d'établir 
et  dont  nous  ne  saurions  développer  les  conséquences 
sans  sortir  des  limites  que  nous  nous  sommes  fixées. 
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CHAPITRE  VIII. 

DE  L'INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 
DES  ORDRES  SUPÉRIEURS. 


De  r équation  —^  =  X,  où   X  désigne  une  fonction 
donnée  de  x. 

693.  Tous  les  cas  des  équations  diflerentielles  ordi- 
naires se  ramènent,  comme  on  l'a  vu,  quel  que  soit  le 
nombre  des  variables,  au  cas  d'une  équation  différentielle 
d'un  certain  ordre  à  deux  variables.  Après  avoir  exposé 
les  résultats  connus  delà  théorie  des  équations  du  premier 
ordre,  nous  devons  considérer  les  équations  des  ordres 
supérieurs.  Mais,  si  l'on  excepte  les  équations  linéaires, 
qui  seront  pour  nous,  plus  loin,  l'objet  d'une  étude 
spéciale,  la  théorie  qui  nous  occupe  ne  possède  aucun 
principe  général,  aucune  méthode  d'intégration,  et  les 
développements  qui  vont  suivre  sont  nécessairement 
bornés  à  un  très-petit  nombre  de  cas  particuliers. 

Nous  nous  arrêterons  d'abord  un  instant  sur  le  cas  le 
plus  simple,  celui  où  l'on  donne  une  dérivée  d'un  certain 
ordre  de  la  fonction  inconnue;  il  est  évident  que  l'inté- 
gration à  exécuter  ne  dépend  que  des  quadratures. 

Soit  donc  l'équation 

cl"  Y 

et   supposons  qu'on   veuille    déterminer  son  intégrale 


470  CALCUl.    IMTÉGRAL. 

générale  ;  désignons  par  j^oO  o'  •  •  •  J'o""'  '  ^^s  valeurs  que 
doivent  prendre,  pour  x  =  X(),\a  fonctionj)'  et  ses  n — i 
premières  dérivées.  En  multipliant  l'équation  (i)  par  i/o: 
et  en  intégrant  ensuite,  on  a 


intégrant  de  même  cette  équation  après  l'avoir  multi- 
pliée par  dx,  on  a 


^■=/  x,./.-;-,-r"(,.-x.i-.^r" 


V       ,        (n— 0/  \     ,        («-2) 

et  l'on  aura,  en  continuant  de  la  même  manière, 

formule  où  l'on  fait,  pour  abréger, 
P„_,  —  jo  +.ro  — :-  • .  • 


I  .  -2  ...(//  —  I  j 

et  011  X„  désigne  le  terme  de  rang  n-\-  i  dans  la  suite 

X,  X,,  A 2,    . . ,  x„ , 

ces  fonctions,  à  partir  de  la  deuxième,  s'annulent  pour 
x=^Xq  et  chacune  d'elles  est  la  dérivée  de  la  suivante. 
On  a  évidemment 

d.r   /      dx...    \       Xr/x, 

formule  oij  le  nombre  des  intégrations  à  exécuter  est 
égal  à  n. 

L'intégration  par  parties  permet   de   transformer  la 
formule  précédente  et  de  ramener  le  calcul  de  X^  à  une 
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quadrature  unique;  tel  est  l'objet  que  nous  nous  pro- 


posons  ICI. 

On  a 

(3) 

Xi  -"  1     X  cix, 

et  de  même 

L'intégration  par  parties  change  l'expression  de  X2  en 
la  suivante 

xdx^ 

dx 

c'est-à-dire 

(4)  Xg  =  ^  /      X^.r  ■  —   /      X.rc?^„ 

Pareillement,  on  a 

X  3  ^^^^  I      X2  dx^ 

et,  en  intégrant  par  parties, 

Xs^^-Xj^: —   I xd.rT=:i'^^x —    /      IL-^xdx 

X-  r^dX.    x^ 

rn:  Xj-î^  —  Xj   —   ~'-    j       — •  dx, 

2  /        d.t      2 

c'est-à-dire,  à  cause  des  formules  (3)  et  (4), 

■r^  /"*"  r'  r'    x^ 

La  comparaison  des  formules  (3),  (4))  (5)  fait  près- 
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sentir  que  l'on  a  généralement 


X„  = 


j.a...  «— I 


^    M  '  1.2...;  / 

V  ■  ^  Jo  J 

et  pour  établir  cette  formule  il  suffit  de  prouver  que  si 
elle  a  lieu,  pour  une  certaine  valeur  de  n,  elle  subsiste 
aussi  quand  n  augmente  de  i.  Multiplions  donc  la  for- 
mule (6)  par  ^x  et  intégrons  ensuite, à  partir  àex=  Xq\ 
on  aura  dans  le  premier  membre  X„^|  :  passons  au  second 
membre.  Le  terme 

/       .r«-'-i  /     XxV/.r  \dx 

deviendra,  en  appliquant  l'intégration  par  parties, 

— ^  X"-'  l     X.r'dx /     X.r''dx, 

et  si  l'on  donne  à  i  toutes  les  valeurs  o,  i,  o.,...[n — î), 
on  voit  que,  dans  la  formule  qui  nous  occupe,  l'intégrale 

J^x"dx  se  trouvera  mullipliée  par 

1  r  n        n   ti  —  i)  ^^_^  n~\ 

l  .1.  .  .il\_        '  1  1.2  1  J  ' 

quantité  qui  est  égale  à  — — •>  à  cause  de  (i  —  i)"r=o. 

On  aura  donc 
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ce  qui  est  bien  le  résultat  obtenu  en  changeant  n  enn  —  i 
dans  la  formule  (6). 

Maintenant,  si  l'on  écrit  z  au  lieu  de  x  sous  chacun  des 

signes  /  du  second  membre  de  la  formule  (6)  et  qu'on 

désigne  par  Z  ce  que  devient  X  après  ce  changement,  on 

pourra  faire  passer,  sous  chaque  signe  /  ,  les  facteurs  x 

qui  le  multiplient.  Réunissant  ensuite  toutes  les  inté- 
grales en  une  seule,  on  aura 

1-2...1«-ijX„    L  I  '         '  J 

ou 

(7)  X„=— '- f    [x-~zY-'Zdz, 

Ainsi  l'intégrale  générale  de  l'équation  (i)  est 

P«_i  étant  un  polynôme  arbitraire  en  x,  du  degré  n  —  i. 

694.  Supposons  que  la  fonction  X  soit  la  dérivée 
f^^'>[x),  d'ordre  n,  d'une  fonction  donnéey"(a:) ;  il  est 
évident  que  l'équation 

J-.=/(^)-/(.rJ_  ^:^/'(.^-)^  _.  .  . 
{  X  —  X  V''-' 


est  l'intégrale  de  réquation(i),  prise  de  manière  quej'  et 
ses  n  —  I  premières  dérivées  se  réduisent  à  zéro  pour 
x=:^Xii-  Mais  la  même  intégrale  sera  donnée  aussi  par 
la  formule  (8),  si  l'on  y  remplace  Zpary"(z)  et  que  l'on 
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fasse  î*„_^  =-  o;  on  a  donc 

/(.)  -/K  -  ^-f-V(^o)  — -  l^—^f"-''  (-0) 

= ] ,     f    [x-zY-\f^")[z)dz, 

1.1. ..[n-x]  J^^   ^ 

ou,   en   posant  x  =  x^-i-  h  et  z  =^-  Xo-.-^i  —  t  sous  ie 
signe  /  , 

/(-o-:-/o=/(-o)+^/>«;+...+  — -"^-^/^"-^M-o) 

-', ^— f    /(«)  {xo-^h  —  1)1"-'  dt. 

Notre  analyse  nous  l'ournit  ainsi  une  démonstration  nou- 
velle de  la  formule  de  Taylor. 

Des  équatioJis  où  ne  figurent  que  deux  dérivées  consé- 
cutives de  La  Jonction  incoTinue. 

695.   Considérons  d'abord  une  équation  de  la  forme 

(0  Wë,^l=.-o. 


dx-      dx 


OU 

fa) 


[d^P)^'-''^ 


en  posant 


dy 


Supposons  que  l'on  puisse  résoudre  l'équation  (2)  par 

,  dp  ,  .      dp        ,., 

rapport  à  -^  et  qu  on  en  tire  -^  =  j  yp-p  ou 

(4)  ^  =  ^,y 
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on  aura 

G  étant  une  constante  arbitraire,  y^o  une  valeur  initiale 
quelconque. 

Ensuite,  si  l'on  peut  résoudre  l'équation  (5)  par  rap- 
port à  p,  de  manière  que  l'on  ait 

pi:=s5(.r)       ou      d)=o[a:)djr:, 

on  aura 

(6)  y^   Ç   ^[x)da:-:-C, 

G' étant  une  deuxième  arbitraire;  l'équation  (6)  est  l'in- 
tégrale générale  de  la  proposée. 

On  peut  encore  obtenir  cette  intégrale  par  le  procédé 
suivant,  qu'on  devra  toujours  employer  quand  l'équa- 
tion (  5  )  ne  pourra  pas  être  résolue  par  rapport  à  p.  En 
multipliant  l'équation  (4)  par  p^  elle  devient 

d'où 

G,  étant  une  constante  arbitraire.  Il  est  évident  que 
l'intégrale  générale  demandée  résulte  de  l'élimination 
de  p  entre  les  équations  (5)  et  (  7). 

696.   Si  l'on  ne  peut  pas  résoudre  l'équation  (2)  par 

^  dp         .         ,  11^1 

rapport  a  —  >  mais  qu  on  sache  la  résoudre  par  rapport 

à  p,  on  obtiendra  comme  il  suit  l'intégrale  demandée. 
Posons 

7^  =  '?' 
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et  supposons  que  l'équation  proposée  donne 

(8)  p^'?[q). 

on  aura,  en  difTérenliant, 

d'ailleurs, 

dp                  pdp 
d.T  — -  — ,      r/j  = ; 

donc 

d.  =  il^\dq,  dy^fSi^iAûd^^ 

d'où,  en  intégrant, 

C  et  Cj  étant  deux  constantes  arbitraires;  l'intégrale 
demandée  sera  le  résultat  de  l'élimination  de  q  entre  les 
deux  équations  (9  ). 

697.  Supposons,  enfin,  que  l'équation  proposée  ne 
puisse  être  résolue  ni  par  rapport  à  p  ni  par  rapport 
à  (7,  mais  qu'on  sache  exprimer  /;  et  q  en  lonction  dune 
nouvelle  variable  t,  de  manière  que  l'on  ait 

(10)  p  =  ^[t),    g=--y^t]\ 

on  tire  de  là 

dp  -:  zj'[t)dt, 
et  les  formules 

,        '-P        .        P'^P 

ilr  :=  --■)      d)  .— 

<J  7 

deviennent  alors 


d'où 


d.r  =  --I  dt,      djr  =^  -^7^-f-'  cli, 
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C  et  C|  étant  deux  arbitraires;  l'intégrale  demandée  est 
ainsi  donnée  par  les  équations  (i  i). 

698.  Exemple.  —  Trouver  la  courbe  plane  dont  le 
rayon  de  courbure  a  une  projection  de  longueur  con- 
stante sur  une  direction  fixe. 

Le  rayon  de  courbure  a  pour  expression,  dans  le  cas 


ï  -'■ -, 

des  coordonnées  rectangulaires,  .^ï — {_,  et  le  co- 

dx' 
sinus  de  l'angle  que  forme  sa  direction  avec  l'axe  des  x 


a  Y 


/■ 


est  — ,         — ••  Si  donc  on  prend  pour  axe   des  x  la 

djc'- 
direction  fixe  donnée,  l'équation  du  problème  sera 

dr  I         dr'-' 

dx  \  dx- 

dy 


a  étant  une  ligne    donnée.   En  faisant,  comme  précé- 
dx 


demment,  —  =/^>  cette  équation  devient 


d'où 


dx''  a         ' 

dp  dp  p  dp 

p    i-hp-j  ~  p  I-f-p^' 


dy  dp 

a  I  -,-  p^ 


Intégrant  et  désignant  par  Xq,  jKo  deux  constantes  arbi- 
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traire  S,  on  a 

=  loc  ■ , ■ —  =:  arc  taneo, 

et  l'élimination  de  p  donne 

z=z  \o"  sin • 

a  a 

699.   Considérons  plus  généralement  l'équation  dif- 
férentielle 

'il" Y    d"-^r\ 

'\  ' 

qui  se  réduit  à 


''  ^i,5^'Â^J=''' 


(.)  ^(S'^j--. 

quand  on  pose 

d"-\Y 

Supposons  que  l'équation  (2)  puisse  être  résolue  par 

,    dp  ,, 

rapport  a  -  -  et  que  1  on  en  lire 
on  aura,  par  l'intégration, 

C  étant  une  constante.  Si  cette  équation  peut  être  ré- 
solue par  rapport  à  p,  on  sera  ramené  à  une  équation 
de  la  forme 

X  étant  une  fonction  donnée  de  jc;  c'est  le  cas  du n'' 693. 
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700.   Supposons  que  l'équation  (4)  ne  puisse  pas  être 
résolue  par  rapport  à  p.  On  a,  à  cause  de  l'équation  (3), 

d^-^y  ■        pdp 

d :=-■  p  dx  =  -- — -  5 

d'où,  Cl  étant  une  constante  arbitraire, 


Si  l'on  fait,  pour  abréger 


on  pourra  écrire 


''Ê^'=!ï'--^''*=7;7?-*^"'^' 


et,  en  intégrant, 


en  continuant  ainsi,  on  obtiendra  la  valeur  dej^  par  des 
quadratures. 

Des  équations  où  ne  Jigurent  que  deux  dérivées  dont 
les  ordres  diffèrent  de  deux  unités. 

701.   Soit  d'abord  l'équation 

qui  ne  renferme  que  la  fonction   inconnue  y  avec  sa 
dérivée  du  deuxième  ordre. 

Supposons,  en  premier  lieu,  qu'on  puisse  résoudre 
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1  équation  par  rapport  a  -—  ^  et  qu  on  en  tire 
d-Y 

On  aura,  en  multipliant  par  idy, 

ijr  dx 

Le  premier  membre  est  maintenant  la  difTérenticlle 

de  1  —  I  ;  on  a  donc,  en  intégrant  et  en  désignant  par  C 

une  constante  arbitraire,  par  jo  une  valeur  initiale  quel- 
conque dej^, 

On  lire  de  là 


sJiÇf[y]dy-,-(^ 


puis,  comme  les  variables  sont  séparées, 
n^  dr 

(3)  œ^       /       —-=.^jL.:=..:.=.-{-C, 


Af)'b-^-G 


C  étant  une    nouvelle   constante    arbitraire.    L'équa- 
tion (3)  est  l'intégrale  générale  de  la  proposée. 

702.  Supposons  qu'on  ne  puisse  pas  résoudre  la  pro- 
posée par  rapport  à  —^  t  mais  qu'on  sache  la  résoudre 
par  rapport  à  _y.  Posons 


dy  _  (^p 

dx  '      dx 


(4)  z.^^^-    -■"^^'^' 
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et  soit 

(5)  y  =  ?[q) 

la  valeur  dej>  tirée  de  léquation  (i).  La  différentiation 
donne 

d'ailleurs  on  a,  par  les  équations  (4),  <^>  = '^ ;  donc 

équation  où  les  variables  sont  séparées.   L'intégration 
donne,  en  désignant  par  C  une  constante, 

(6)  P^^  \    27^'  ,7;,/^+ C, 
d'où 


■y.f]'j''[q)'lq  -^-  G; 


,,,  .  ,  (ly  <D'\q]clq    ,       .  , 

1  équation  dx  ■-=     -  =  ^  ^  ^  '       devient  alors 
P  P 


V, 


I      iqto' [q](lq  -T-  Q 
•  -7" 

d'où,  en  désignant  par  C,  une  deuxième  arbitraire, 

(7)  -^^    /    — TT7  — "^^^' 

/       V    /     2r///)-f-G 

l'intégrale  générale  demandée  est  le  résultat  de  l'élimi- 
nation de  q  entre  les  équations  (5)  et  (7). 

703.   Exemple.  —  Considérons  l'équation 
cPy 

S.  —  Cale.  iiit.  Si 
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on  en  tire 


d'où 


puis 


et 


ou 


dx    d.v 


(£)'="'(■'■' ^-c). 


/—  ,  dr 

\m  d.r  =  ■<) 


'^       dr 

v/j'  +  c 


-     r    d. 

u:\^'m=z  l  -;-  const., 


^  y/w  =  log  (j  +  vj^  -t-  C)  —  logC, 
C  étant  une  deuxième  constante.  On  a  ainsi 


et,  en  prenant  les  inverses  de  chaque  membre, 
ç        _ 

Li 

En  retranchant  cette  formule  de  la  précédente,  et  écri- 

C      C 

vaut  simplement  C,  C  au  lieu  de      5  — -•>  on  obtient 
*■  1     iL 

ce  qui  est  l'intégrale  générale  de  la  proposée. 

Si  m  est  un  nombre  négatif  —  11-,  on  peut  écrire 

V  =  C -!-  C > 

OU 

y  =  Ccos/î.r  -+-  G'  sin/îJ*, 
C  et  G'  désignant  encore  deux  coastanles  arbitraires.  On 
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peut  faire 

Cr-Acosa,      C'== — Asina, 

et  l'intégrale  générale  deviendra 

y  T-:^  A  cos  (  n.i  -;-  r/  ), 

A  et  a  étant  les  deux  constantes  arbitraires. 

704.  On  peut  ramener  au  cas  du  n*'  701  celui  de 
l'équation 

d"  y     f'/"— '  r 
qui  ne  renferme  que  les  dérivées  -— ^  ?  -; — '-,  = 
^  1  d.r"      dx"  -^ 

Il  suffît  effectivement  de  poser 

(^)  Z^=^' 

et  la  proposée  deviendra 

La  détermination  de  p  en  fonction  de  x  n'offre  que 
les  difficultés  de  l'élimination,  et  elle  se  ramène,  comme 
on  l'a  vu,  aux  quadratures. 

Supposons  que  l'équation  (3)  puisse  être  résolue  par 

rapport  a  y^j  et  que  1  on  ait 

(4)  '  £?=/i'')^ 

on  aura  fn''  701  ) 


fj>)dp  +  C=:^p), 


puis 

15)  x=;"-;^+c. 


G  et  CI  étant  deux,  constantes  arbitraires. 

3i. 
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Si  l'équation  (5)  peut  être  résolue  par  rapporta/?, 
on  déterminera  y  par  l'équation  (2),  qui  rentre  dans  le 
cas  du  n"  G93.  Mais  si  l'on  ne  sait  pas  résoudre  l'équa- 
tion (5),  on  opérera  comme  au  n°  700  ;  on  a 


d'où 


d"-^r  ,  pr/p 

dx"    •*  Y\Pj 


Cl  étant  une  constante.  On  a  ensuite 


Cj . —  Pj  -\-  Cj, 


d  — 7  =    Pi  -,-  C,    d.r  -- -f-  Cl  dx. 


d'où 


cP'- 

d 


C2  étant  une  nouvelle  constante.  Il  est  évident  qu'on 
continuant  ainsi  on  obtiendra  la  valeur  de  j  par  de 
simples  quadratures. 

Cas  où  l'on  peut  abaisse?-  l'ordre  des  à(/uations 
dijjérenticlles. 

70o.  On  peut  abaisser  l'ordre  d'une  équation  difTé- 
rentielle,  lorsque  celle-ci  ne  renferme  pas  la  fonction 
inconnue,  mais  seulement  ses  dérivées.  Soit,  en  elTet, 
l'équation  d'ordre  n, 

d"'r    d'"^\r  d"}' 


,r, 


rW"      d.i:'"-*-^  d.r" 


d'"  Y 
qui  ne  renferme  pas  j  et  dans  laquelle    ,  ^^^  désigne  la 

dérivée  de  l'ordre  le  moins  élevé.  Si  Ton  pose 

d"'y  __ 
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l'équation  proposée  se  réduira  à  l'équation  d'ordre  n — m. 
dp  d"-'"  p 

'       d.r  d.r"~'" 

Quand  la  valeur  de  p  sera  connue,  on  aura  y  par  des 
quadratures. 

En  second  lieu,  on  peut  toujours  abaisser  d'une  unité 
l'ordre  d'une  équation  différentielle  qui  ne  renferme  pas 
la  variable  indépendante.   Car  soit  l'équation  d'ordre  n 

dr  d"y\ 

OÙ  ne  figure  pas  la  variable  indépendante  x;  il  est  évi- 
dent que,  si  l'on  prend  }  pour  variable  indépendante, 
l'équalion  proposée  rentrera  dans  le  cas  précédent. 
Posant  donc 

dr 

di^-^' 


on  aura 

d"y         dp             dp 
(Ij;^          ci.r              dy  ' 

d.v'  '    ''         dy 

fdpy         ^d^-p 
'-nyly)-'-^'    dy^ 

et,  après  la  substitution  de  ces  valeurs,  l'équation  se 
réduira  à  l'ordre  n — i.  La  valeur  de  p  en  j  étant 
connue,  il  restera  à  déterminer  x  par  l'équation 

dx  =  — } 
P 

ce  qui  n'exige  qu'une  quadrature. 

700.  Des  équations  homogènes  par  rappout  a  la  fonc- 
TiOK  iJxtorJWLE  ET  A  SES  DÉRIVÉES. —  Si  l'équation  diffé- 
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rentielle  d'ordre  n, 

est  homogène  par  rapport  a  y,  —fi  •••5  "7— ;i'   011  peut 
la  ramener  à  l'ordre  n  —  i  par  la  substitution 


y 


z  étant  une  nouvelle  fonction  inconnue.  Effectivement, 
la  ditférentiation  donne 


^>  „_ 

r- 

,lx 

ze     ° 

^ 

dx 

' 

\dx 

-')' 

/: 

zdx 

5 

Après  la  substitution  de  ces  valeurs,  l'exponentielle 

disparaîtra    nécessairement     de    l'équation    proposée, 

puisque  cette  équation  est  homogène  par  rapport  à  j  j 

dY  .,  .  . 

-'  ■)  •  •  •  5  et  l  on  aura  une  équation  en  z 

dx 

dz  d"'-^  - 


*V'''  ''^'  •••';ï^j""°' 

dont  l'ordre  sera  seulement  n —  1.  La  valeur  de  z  étant 
connue,  on  aura  celle  de  j  par  une  quadrature. 

707.   On  peut  ramener  au  cas  que   nous  venons  de 
considérer  celui  d'une  équation 

,        dy     d\y  d'^rX 
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qui  ne  renferme  pas  la  variable  indépendante  jc  et  qui 
est  homogène  par  rapport  à 

d-y        d^Y 


car,  si  Ton  pose 


dy 

d.r'-          d.r'^ 

de' 

dy  '       d'y 

djc         dx^ 

dy 

on  aura 


dx^- 


dp        cPy  d}p  (  dpV- 


après  la  substitution  de  ces  valeurs,  on  aura  une  équa- 
tion d'ordre  ti — i,  laquelle  sera  homogène  par  rapport 

dp     d- p 
a  77,  —-5  —r^i  •  •    5  et  qui,  en  conséquence,  se  ramènera 

dy     dy-  ^  ' 


l'ord 


re  n  —  2 , 


708.    Des   équations    différe>^tielles   dxj   deuxième 
ordre,  homogèises  par.  rapport  aux  variables  et  a  leurs 

DlFFÉREaTIELLES.  Soit 

,   s  ^(  dy     d\Y 

une  équation  du  deuxième  ordre,  homogène  par  rap- 
port à  x.j,  dx,  dj^  (i^J'  Si  l'on  pose 

(ij  y  z:=  U.T,      dy  z^pdx,      d-y  :^  -  r/.r*, 

l'équation  (i),  après  la  substitution  de  ces  valeurs,  ne 
contiendra  plus  x,  et  elle  sera  de  la  forme 

(3)  f[u,p,  q,=o. 

En  effet,  par  hypothèse,  l'équation  (i)  ne  change  pas 
quand  on  multiplie  chacune  des  quaulitcs  x,j,  dx,  dj  , 


488  CALCUL    INTÉGTlALo 

d-j  par  un  facteur  quelconque;  mais,  après  celte  mul- 
tiplication, les  valeurs  de  u,  p,  q  sont  restées  les  mèmeii  ; 
donc  Tcquation  (3)  ne  peut  pas  renfermer  x. 
Les  formules  (2)  donnent 

djr  :=  udx  -!-  .rda  z=zj}ilx,      d-y  z=  dpdx  =^  —  dx' ^ 

d'où 

,  , ,  dx  du  dp 

X.  p  —  u  <i 

Supposons  maintenant  que  l'on   tire  de  l'équation  (3) 

on  aura,  j)ar  la  formule  (4), 

du  dp 


ô) 


p—u  1f[U,p 


é(}uation  différentielle  du  premier  ordre  entre  les  varia- 
bles/^  et  u.  Lorsque  celte  équation  aura  été  intégrée, 
la  solution  de  la  question  proposée  n'exigera  plus 
qu'une  quadrature,  car,  la  valeur  de  p  élanl  connue  en 
fonction  de  u,  on  aura  celle  de  x  au  moyen  de  la  formule 

dx  du 

X        p  —  a 

dans  laquelle  les  variables  sont  séparées. 

ji ppVicntion   des   résultais  qid  précèdent  à    quelques 
exemples. 

709.  PnOBLr-.AïF,  L  —  TrouK^er  la  courho  plane  dans 
laquelle  le  rayon  de  courbure  est  proporlionncl  à  une 
fonction  donnée  de  l'abscisse. 

Si  l'on  désigne  par  x  et  y  des  coordonnées  rectangu- 
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laires,  l'équation  du  problème  sera 

Elle  ne  renferme  pasj^,  et  on  l'abaissera  au  premier  ordre 
en  posant 

(Ir  (V- Y       dp 

dx  '     djc'         Ux  ' 

elle  devient  alors 

dp  dx 


d'où 

r^    d.r 

-  G 
dr 


Ici  les  variables  sont  séparées  et  l'intégration  donne 

r""    d.r 

on  auraj^  par  une  nouvelle  quadrature,  savoir: 

J  =    /      o[x)d.r  +  Ci. 

Considérons,  par  exemple,  le  cas  où  la  fonction  donnée 
/(a:)  a  pour  valeur 

^      '  2.x 

a  étant  une   constante.  On   aura,  en  prenant  ^Tq  =  o  et 
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C 

en  écrivant  —  au  lieu  de  G, 
a- 


L 


<l.r.  j 


puis 


.^-     ,-,     — ,^-T-G,. 

V«  — 


j:-  -K-  c 


La  courbe  représentée  par  cette  équation  se  rencontre 
dans  la  Mécanique  et  elle  a  reçu  le  nom  de  courbe  élas- 
tique; son  rayon  de  courbure  varie  en  raison  inverse  de 
l'abscisse. 

710.  Problème  II.  —  Trouver  la  courbe  plane  dans 
laquelle  le  rayon  de  courbure  est  proportionnel  au 
cube  de  la.  normale. 

Si  l'on  désigne  par  x  el  j  des  coordonnées  rectan^- 
laires,  par /^  la  dérivée  --»  le  rayon  de  courbure  etla  nor- 
male auront  respectivement  pour  valeurs 

3 

dx 
l'équation  du  problème  proposé  est  donc 
dp  _       a} 

a  étant  une  ligne  donnée.  Cette  équation  du  tlcuxiènie 
ordre  ne  renferme  pas  x\  il  faut  donc  prendre  j   pour 

variable  indépendante,  et,  en  remplaçant  f/x  par      ?  on  a 

dp        /-/*  ,  a^dy 

ri:  /-»  -^  =  — 7    ou    zr^pdp  =^  — ;—  • 
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Les  variables  sont  séparées,  et  Ton  a,  par  l'intégration, 
en  désignant  par-  une  constante  arbitraire, 


p^^_ 


d'où 


et 


dx  =   l/«  -^^=;;; 


\ly-  zzz  na^ 


intégrant  et   désignant  par  Xq  une  nouvelle  constante 
arbitraire,  on  trouve 


OU 

[.r  —  •ï"o)"  —  iij^  =-  ^^^  n-  a-, 

La  courbe  demandée  est  donc,  en  général,  une  ellipse 
ou  une  hyperbole.  Dans  le  cas  de  -  :=^o,  on  trouve  une 
parabole. 

711 .  Problème  IIL  —  Trouver  la  courbe  plane  dans 
laquelle  le  rayon  de  courbure  est  proportionnel  à  la 
normale. 

Désignons  par  n  un  nombre  donné  positif  ou  négatif. 
L'équation  du  problème  sera 

I  H-/;-* 

dx 
elle  ne  renferme  pas  x  et  nous  remplacerons  dx  par  -— » 
comme  dans  le  problème  précédent  j  on  aura  ainsi 

2/»  dp        2  dy 

iir  p-  "  n   y 
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Les  variables  sont  séparées,  et  l'intégration  donne,  en 
désignant  par  c  une  constante  arbitraire, 


d'où 


et 


iog(i  H-/^s=  ^  (i"gj  —  i"s^  =  H  (^) 


p- 


dx  =; 


)'-] 


dj, 


une  seconde  intégration  donne  enfin 

Xo  désignant  une  constante  arbitraire  et  jo  une  valeur 
initiale  de  y  qu'on  peut  choisir  à  volonté. 

L'expression  de  dx  est  celle  d'une  difTérenticUe  bi- 
nôme, et  les  cas  d'inlcgrabililé  sont  ceux  dans  lesquels 

n       n  —  I  .  ,        ,    , .  ,        ,  , 

-  ou est  un  entier,  c  est-a-dire  ceux  dans  lesquels 

2  2  ^ 

n   est  un   entier.    Les  plus  remarquables  répondent  à 

«  =  =!:Z  I  ,  «  rrr:  r'r  2 . 

i"  Soit  n  -—  —  I  ;  on  a,  en  prenant  Yq  =--  c, 


d'oià 


^.-   V'-  —  .r' 


la  courbe  demandée  est  une  circonCérencc. 


2°  Soit  n 


I  ;  on  a 

y 


-+-v/.r'  — 
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d'où 

c 
et,  en  prenant  les  inverses  de  chaque  membre, 

C 

On  a,  en  ajoutant  les  deux  équations  précédentes, 


•^="2 


-!-  e 


la  courbe  demandée  est  donc  une  chaînette  (n"  224^ 
3°  Soit  «  =  —  2  ;  on  a 


ce  qui  est  l'équation  différentielle  d'une  cycloïde  dans 
laquelle  le  diamètre  du  cercle  générateur  est  égal  à  c 
(n«231). 

4°  Soit  n  =  -1-  2  ;  on  a 


Je    s,/j  — 


■^  v^  vO"  —  ^, 

c/c    s,/ y  —  c 

d'oij 

J  —  C=z    : — , 

ce  qui  est  l'équation  d'une  parabole. 

712.  Problème  IV.  —  Trouver  la  surface  de  révo- 
lution pour  laquelle  la  courbure  moyenne  aux  divers 
points  est  constante. 

Dans  une  surface  de  révolution,  les  méridiens  et  les 
parallèles  constituent  les  deux  systèmes  de  lignes  de 
courbure.  Il  s'ensuit  que  l'un  des  rayons  de  courbure 
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principaux  est  celui  de  la  méridienne  et  que  le  rayon 
de  la  seconde  courbure  est  la  partie  de  la  normale  com- 
prise entre  l'axe  et  la  surface.  Si  l'on  désigne  par  R  le 
premier  de  ces  rayons,  par  N  le  second,  l'équation  du 
problème  sera 

T  T  T 

R  "'  ^  ~  â' 

a  étant  une  ligne  donnée.  Dans  cette  formule,  R  et  N 
sont  de  même  signe  ou  de  signes  contraires,  selon  que 
ces  ravons  ont  la  même  direction  ou  des  directions 
opposées.  Rapportons  l'un  des  méridiens  à  deux  axes 
rectangulaires,  dont  l'un,  celui  de  x,  coïncide  avec  Taxe 

cPy 
de  la  surface  ;  R  et  N  seront  de  même  signe  si  y  et  -r-: 

^  -  dx^ 

sont  de  signes  contraires,  et  inversement;  il  faut  donc 
prendre 

/  _l!:!V  


le  signe  du  radical  i  /  i-;-  -j—^  qui  figure  dans  ces  expres- 
sions étant  d'ailleurs  arbitraire.  Alors  l'équation  pré- 
cédente deviendra 


Tir- 


Cette  équation  ne  renferme  pas  x,  et  on  l'abaissera  au 
premier  ordre  en  posant 

dv  d^y  dp 
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elle  devient  ainsi 


dp 

^ '  -\ =  -' 

a 


Pour  l'intégrer,  il  suffit  de  multiplier  parj)'c(j,  ce  qui 

donne 

pdp  dy  ydy 


■y 


y 


le  premier  membre  est  la  différentielle  exacte  de 
et  1  on  a,  par  conséquent, 

y        _  y'-  ±  b'- 
V/i  -r-  p'  "^^ 

rb  — -  étant  la  constante  arbitraire  introduite  par  l'inté- 
ia 

gration.  On  tire  de  là 


et,  a  cause  de  p  =  —-•> 


dx 


dx 

f.>  «  d=  h^  )  dy 


la  question  est  donc  ramenée  aux  quadratures. 

713.   Si  la  constante  b  est  nulle,  l'équation  précé- 
dente se  réduit  à 


dx  : 


v^4«^— j^ 

en  faisant  abstraction  de  la  solution  particulière  j)^  =  o. 


L'intégration  donne 


.r  —  Xq=  —  V^4'^^  — J^=0,       d'où       [x  —  JTpj^  -I- /^  =  4  «", 

ce  qui  représente   une  circonférence;  il  est  évident  a 
priori  que  la  sphère  est  l'une  des  surfaces  demandées. 
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Si  l'on  pose  b-  =  ca,  c  étant  une  nouvelle  constante, 
et  que  l'on  fasse  ensuite  a  =  co  ,  l'équation  diflcren- 
tielle  que  nous  avons  obtenue  se  réduira  à  la  suivante  : 


d'où 

l'on 

tire 

af.r 

-.r„) 

y- 

-  In'r 

—  c^ 

+  v''-= 

c 

et 

r- 

c 

-    21. 
C 

I 
-  c 

2 

2(x-x 
c 

e 

C 

x^  étant  la  constante  arbitraire.  Cette  équation  est  celle 
de  la  chaînette,  qui  est  le  lieu  décrit  par  le  loyer  d'une 
parabole  roulant  sans  glisser  sur  une  droite  fixe  (n°22i), 
et  la  surface  de  révolution  que  cette  courbe  engendre 
en  tournant  autour  de  Taxe  des  abscisses  a  celle  jiro- 
priété  que  la  courbure  moyenne  est  nulle  en  chaque 
point,  c'est-à-dire  que  les  rayons  des  courbures  princi- 
pales sont  égaux  et  dirigés  en  sens  contraire. 

En  partant  de  ce  fait  et  en  remarquant  que,  dans  le 
cas  général  où  les  constantes  a  ei  b  restent  indétermi- 
nées, l'intégrale  de  la  différentielle  ilx  ne  renferme  pas 
d'autres  transcendantes  que  celles  qui  expriment  les 
arcs  d'ellipse  ou  d'hyperbole,  Delaunay  a  pensé  que  la 
méridienne  de  la  surface  de  révolution  de  courbure 
moyenne  constante  devait  pouvoir  être  engendrée  par 
le  foyer  d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole  roulant  sans 
clisser  sur  une  droite  fixe,  Il  a  effeclivement  démontré 
cette  élégante  proposition  dans  un  article  qui  fait  partie 
(lu  tome  \'I,  i''"  série,  du  Journal  de  Mathématiques 
pures  et  appliquées;  on  peut  en  vérifier  l'exactitude 
comme  il  suit. 


Soit 
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^ 
b' 
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l'équation  d'une  ellipse  rapportée  à  ses  axes;  désignons 
par  c  la  distance  \la- —  b-  du  centre  au  foyer  F,  par  5' 
l'arc  AJM  de  l'ellipse,  compris  entre  le   sommet  A  et  le 


point  ]M(x',  T^).  Menons  au  point  M  la  tangente  Ox, 
prenons  à  partir  de  M  une  longueur  MO  =5'  et  élevons 
par  le  point  O  la  droite  0}  ,  perpendiculaire  à  Ox.  Dé- 
signons enfin  par  j^  la  perpendiculaire  FP  abaissée  du 
foyer  F  sur  la  tangente  Ox  et  par  x  la  distance  PO  du 
pied  de  cette  perpendiculaire  au  point  O.  On  aura,  par 
les  formules  connues, 


y  a- 


cyr 


La  première  de  ces  équations  et  celle  de  l'ellipse  déter 
minent  x'  qIj'  en  fonction  de  r^  on  trouve 


b-" 


■y- 


S.  —  Cale.  int. 


3a 
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d'où  l'on  conclut  facilement 


ds'  = 


—  d  [yy'    = •      '  dy, 

h-       ^  l^t'^f-YsJ^a^y'-^b-^  +  f^y- 

La  difTérence  des  premiers  membres  de  ces  formules  n'est 
autre  chose  que  dx  ;  on  a  donc 

dx  —  ■ 


11  est  évident  que  cette  équation  difTérenticlIe  est  celle 
de  la  courbe  décrite  par  le  foyer  F  quand  l'ellipse  roule 
sans  glisser  sur  la  droite  Ox,  et,  si  l'on  veut  substituer 
une  hyperbole  à  l'ellipse,  il  suffira  d'écrire  —  h"^  au  lieu 
de  -\-b-,  dans  la  précédente  équation.  On  voit  que  celle-ci 
coïncide  avec  l'équation  du  problème  que  nous  nous 
étions  proposé. 

714.   Problème  V.   —  On  demande  de  trouver  l'in- 
tégrale générale  de  l'équation  du  deuxième  ordre 

dy  d-y        iy^ 
dx  d.r-  x'^ 

Cette  équation  est  homocfcne  par  rapport  à  r,  -y-»  -  ".-i 
on  doit  donc  poser  (n"  70G) 

/  ^''^      dy  S  ''''      rr-y       (dz  \    Z--^- 

et,  après  la  substitution,  on  a  l'équation  du  premier  ordre 

dx  x^ 

que  l'on  peut  intégrer  facilement,  car  on  la  rend  homo- 
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gène  en  posant 

I  dt 

X=z:  —,      dx  = ; 

t  «-' 

elle  devient  effectivement,  par  cette  substitution, 

t-zdz  —  [z^^  'ifi)dt  =z  o. 
Enfin,  si  Ton  pose  (n°  6o4) 

zz=  uty     dz^^  udt  -{-  tdu, 
elle  prendra  la  forme 

dt  u  du 

t         u^  —  u^  H-  2 
OU 

dt        \      du  l      { u  —  i"^  du  3  du 

t     '    5a-l-l        5  (m  —  \  ^^-  -\-  \        5(«  —  i)*-i-l  ' 

intégrant,  et  remettant  -  au  lieu  de  t,  zx  au  lieu  de  u,  il 
vient 

I  J-3  + 1  3  ,  . 

—  logx-;-  -  log  - — =  _  p  arclang(   z   —\) 

^  Sl[xz  —  \f-^i         -> 

La  valeur  de  z  étant  définie  par  cette  équation,  Tiaté- 
grale  générale  demandée  sera 

/'- 

elle  renferme  les  deux  constantes  arbitraires  To  et  C. 

715.  PnoBLÈME  Vï.  —  Trouver  la  courbe  plane  dont 
les  arcs  sont  proportionnels  aux  arcs  correspondants 
de  la  développée. 

Désignons  par  5  l'arc  de  la  courbe  inconnue  compté  à 
partir  d'un  point  fixe  de  cette  courbe,  par  5,  l'arc  cor- 
respondant  de    la   développée ,    par   a   une   constante 
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donnée;  l'équation  du  problème  propose  sera 
Si=  us      ou      ds^^  y.ds^ 

ou,  comme  dsf  est  égale  à  la  difTérentielle  du  rayon  de 
courbure  R  delà  courbe  demandée, 
<r/R=  uds. 

Si  l'on  introduit  les  coordonnées  rectangulaires  x,  y, 
cette  équation  sera  de  troisième  ordre,  et,  par  consé- 
quent, rintégralion  amènera  trois  constantes  arbitraires. 
On  effectue  facilement  cette  intégration  en  opérant 
comme  il  suit. 

Soit  <jp  l'inclinaison  de  la  tangente  de  la  courbe  cher- 
chée sur  l'axe  des  x\  on  aura 

ds 

cira 

et  notre  équation  différentielle  deviendra 

l'intégration  donne 

logR  —  loga  =:  ay      ou     R  =  «e'?, 

a  étant  une  constante  arbitraire.  On  a  donc  aussi 

ds  3-=  flc"?  f/5), 
et  par  conséquent 

dx  z:^  ae'^°  ces  y  d(f,      dj  -~  «e"?  sin  ^  d<f. 

Ajoutons  ces  équations;  après  avoir  multiplié  la  seconde 
par  ^ — 1,  il  viendra 

d  [x  -f-  y  \l —  I  j  =  ae^-^-^  V"^?  df. 

Intégrant  et  désignant  par  jco  4- j  0  V — ^  ""^  constante 
arbitraire,  on  a 

[x  _  xo)  -f-  (/  -  y,)  v'  ~=^ ^^  ^f.-K/r.),^ 

a  -t-v'  — * 
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Celte  équation  se  décompose  en  deux  autres,  et,  si 
entre  celles-ci  on  élimine  l'angle  ç,  on  obtiendra  l'in- 
tégrale générale  demandée ,  qui  renfermera  les  trois 
arbitraires  a,  Xq,  j  o- 


Posons 


=  /?2(?f*V 


./=î 


puis 

X  —  .70  =  9  cos ['.i  -\-  u.),     y  —  jTo  =  p  sin (w  -\-  tiV^ 

p  et  w  seront  des  coordonnées  polaires,   et  l'équation 
nrécédente  deviendra 

d'où 

p  :::=  we"?,       W  r=:  ç>, 

et  par  conséquent 

Ainsi  la  spirale  logarithmique  est  la  seule  courbe  qui 
possède  la  propriété  en  question. 

La  solution  précédente  fournit  un  exemple  des  sim- 
plifications que  peuvent  comporter  les  problèmes  du 
genre  de  celui  que  nous  venons  de  traiter. 

716.  Problème  VIL  — Trouver  ta  courbe  plane  dans 
laquelle  le  rayon  de  courbure  est  proportionnel  au 
rayon  vecteur  issu  d'un  point  fixe. 

Considérant  la  courbe  inconnue  comme  l'enveloppe 
de  ses  tangentes,  nous  emploierons  (n°  210}  les  deux 
équations 

arsin'j-— jcosy  =/  (y), 
a:coSî*-hrsin'^i=/'(y), 

qui  permettent  d'exprimer  les  coordonnées  rectangu- 
laires X,  y  en  lonclion  des  variables  y  et  y  (©).  On  lire 
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de  ces  équations 

^=     /(?)siny-;-/'(9))c()S(p, 
j  =  — /(çjcosy  -i-/'(y)siny, 
d'où 

puis 


et 


\Jdx^-\-df-  =  ds  ^  [/(  <f  '  -;-/"(  ç.  )]  d'f. 


Le  rayon  de  courbure  étant  égal  à  —   et  le   rayon  vec- 


teur à  sJx--T-j-,  l'cquafion  du  problème  sera 


m  étant  un   nombre   donné.    Comme  elle  ne   renferme 
pas  ç,  nous  poserons 

./y    -^  '  df    -^  d/'  ' 

et  il  viendra 

.,df 
dj 


/'^-■/='"vy'--/^ 


Cette  équation  du  premier  ordre  s'intègre  immédiate- 
ment, car  on  peut  lui  donner  la  forme 

fdf-^f'df 
— =r^-  =  m  df\ 

le   premier    membre    est    la    différentielle     exacte    do 
\Jj'--t-f''-,  et  l'intégration  donne 


df 

C  étant  une  constante  arbitraire.  Comme  /'^=   ;  >  on  a 
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ensuite 


Si  l'on  a  m  <,'  I ,.  l'intégration  donnera 

?—'?o=  -^ arcsni    7~  f  ^  '"    » 

v/i  — w-  \    ''^^  / 

©0  étant  une  constante.  On  tire  de  là,  en  faisant -9  =  ^, 


\/i — m-  =fJi, 


/(?)  =~  '^V^*  —  f*^-i-  «sinf/(y  —  »o), 

ce  qui  montre  que  la  courbe  demandée  est  algébrique 
quand  ^  est  commensurable. 

Si  l'on  a  m~>i,  l'intégration  de  la  différentielle  ds> 
donnera 

Vw^  —  I 

f  désignant  la  quantité  — —f — m,  et  cfg  étant  Ja  con- 

11.  c  •  '"G  , — ; 

stante;  on  tire  de  la,  en  iaisant  — ^ =<2,  v/m-  —  1  r=:a, 

y  (ip]  =;  ay  I  -f- 1*^  H-  a ■» 

Enfin,  dans  le  cas  de  ni  =  1 ,  on  a 


V— 2C/-hL^ 


d  ou  1  on  tire,  en  posant  -  =  a. 


/(?)=«[i  — (?  — ?o)']. 
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Usage  d'un /acteur  pour  l'intégration  des  équations 
dij^érentielles  d'ordre  quelconque. 

717.  Considérons  une  équation  différentielle  d'ordre /z 
entre  les  variables  x  et  y,  et  supposons  qu'on  l'ait  mise 
sous  la  forme 

dr             d"~^  Y 
P  et  0  étant  des  fonctions  dé  x,  y,  --■>  ••  •? -,  •  On 

peut  écrire 

et  s'il  arrive  que  le  premier  membre  de  cette  équation 

soit  la  différentielle  exacte  d'une  fonction  u  de  x,  j', 

dy  d"~^ y    .  .  ,  . 

-'  1  •  •  •  5  -^-7^::,  »  il  est  évident  que  l'équation 

u  =  const. 

sera  l'une  des  intégrales  premières  de  la  proposée. 

Quelles  que  soient  les  fonctions  P  et  Q,  il  existe  tou- 
jours des  facteurs  X  propres  à  rendre  le  premier  membre 

de  l'cqualion  (2)  la  différentielle  exacte  d'une  fonction 

dy  d"^'  ^  y 

de  X,  r,    ,1  •  '  '■>    , — T •  En  effet,  considérons  l'une  des 

•^      rt,r  d.r"    ' 

intégrales  premières  de  l'équation  (2),  et  soit 

M        :C 

cette  intégrale  résolue  par  rn|iport  à  la  constante  qu'elle 
renferme.  Différentions-la  et  écrivons,  pour  abréger,  )'(*' 

d'  X 

au  lieu  de  -; — ;  on  aura 

a.r' 

du       du    ,       du    ,,  du 

et  la   valeur  de j'"^   tirée  do   cette   équation  coïncidera 
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avec  celle  qui  est  donnée  par  la  proposée,  savoir 


on  a 

donc 

du 
P 

(la 

■ —  -i. 

d.r     ' 

(Jy  ^ 

^...^~ 

du 

_^-(.-l) 

)  («-2 

Q 

9 

d'où, 

en  désl 

ignant  p 

ar  X  la 

valeur  commune  de  ces 

rap- 

ports 

1 

du 

dx 

du    , 

du 

du          ^ 

n-lj. 

^.iq. 

Il  résulte  de  là  que  l'expression 

est  une  différentielle  exacte  du. 

On  peut  établir,  par  un  raisonnement  analogue  à  celui 
du  n°  683,  "que  la  solution  particulière  de  l'équation 

proposée  doit  satisfaire  à  l'équation-  =o;  nous  nous 

bornons   à   indiquer   cette  proposition,    que   nous   ne 
croyons  pas  utile  de  développer  ici. 

La  recherche  des  facteurs  dont  il  vient  d'être  ques- 
tion présente  en  général  des  difficultés  insurmontables; 
il  y  a  cependant  des  cas  où  l'on  parvient  facilement  à 
les  découvrir.  Nous  allons  en  présenter  un  exemple, 
qui  est  un  de  ceux  qu'Euler  a  considérés. 

718.  L'équation  dont  nous  allons  nous  occuper  est 
la  suivante  : 

(U-^     '     (3j-  -i-  y  -t-  2.0. r  -+-  ex^  j- 
En  examinant  sa  forme,  on  voit  qu'il  y  a  lieu  de  chercher 
s'il  n'existerait  pas  un  l'acteur  tel  que  (2X1-7-  -t-  2  Xjj  )  dx 
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propre  à  rendre  son  premier  membre  la  différentielle 


dr 


dy 
exacte  d'une  fonction  u  de  x,  r,  -f-*  Si  une  telle  fonc- 


du      ,  dy 


tion  u  existe,  la  partie  — 7- d  ~     de  sa  différentielle  lo- 
^  dr     dx 

a  -^— 
dx 


taie  aura  pour  valeur 


'•Hi)^^^^^" 


dr        _dr 


a  -,-5 


,  dy  djc  ' 

d  — 

dx 


et  l'on  aura,  en  conséquence, 


„-.X.(''i^)'-H.X,,4-.U, 


h:z^-=^.-') 


^dxj  -^  dx 

U  étant  une  fonction  des  seules  variables  x  et  y.  En 
égalant  à  zéro  la  différentielle  du,  on  a 

+     — -^  -1-  2X2      -;-      H-  2  — — ■  j  ^-  -h  d\5^<--  =  o, 
\  f/.»;  7  \dx)  dx  -^  dx  dx 

et,  pour  que  cette  équation  coïncide  avec  la  proposée, 
il  faut  que  l'on  ait 

2aXil^/r  +2aXj>*r/.r 

—  ' 2Xj     -^ 2  — —  ydy. 


\  dx  j    dx  dx 

La  première  partie   de  celte  valeur  de  d\J  deviendra 
une  différentielle  exacte  si  l'on  pose 

Xj  =  y  -h  2o.r  -\-  £U.*, 

Xj  —  —  -  -T—  =  —  J  —  £.r, 
2     «.r 

et  il   arrive  alors   que  la  parlie  restante  est  elle-même 
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une  différentielle  exacte.  On  a 

«  y-f-  2<?j:+  s.r*  •. 

«^U  —  —  -  rf  ;j-l , -,    -i-  -ti[y^), 

5      .ny- -r- y -h  "iàx -i- sjs^ 

et,  par  conséquent, 

c  étant  une  constante. 

Le  facteur  dont  nous  avons  fait  usage  est 

2    '^-^^  i'  \ 

et  nous  en  concluons  cette  intégrale  première  de  la 
proposée,  savoir 

a.!y  -\-iâx-h  £X^)  2  _u  p  _ 

Usage   de  la   diffcrentiation  pour   l'intégration   des 
équations  différentielles. 

719.   Soit 

(,)  IJ=o 

une  équation  différentielle  d'un  ordre  quelconque  n 
entre  les  deux  variables  x  Qij.  En  la  différentiant,  on 
obtiendra  une  équation  d'ordre  n-\-i 

{1)  U,  =  o, 

et  l'on  pourra  former  ensuite  diverses  combinaisons  des 
équations  (i)  et  (2).  Soit 

(3)  Vi=o 

['équation  d'ordre  n~,-i  qui  résulte  de  l'une  de  ces  com- 
binaisons. Si  1  on  peut  trouver  une  intégrale  première 
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(le  l'équation  (3)  distincte  de  la  proposée,  on  connaîtra 
aussi  une  intégrale  première  de  cette  dernière  ;  car,  si 

(4)  y=o 

est  une  intégrale  première  de  l'équation  (3),  et  que  l'é- 
limination  de  — ^  entre  les  équations  (i)  et  (4)  donne 
pour  résullat 

(5)  W=:0, 

cette  équation  (5),  qui  est  de  l'ordre  n  —  i  et  qui  ren- 
ferme une  constante  arbitraire,  sera  évidemment  une 
intégrale  première  de  l'équation  (i). 

Si  l'équation  (i)  est  du  premier  ordre,  l'équation  (5) 
fera  connaître  son  intégrale  générale. 

720.  Exemple.  —  Pour  donner  un  exemple  de  cette 
méthode  d'intégration,  proposons-nous  de  trouver  les 
lignes  de  courbure  d'une  surface  du  deuxième  ordre  à 
centre.  L'équation  de  celte  surface  étant 

X*  r'  z* 

p-        p-  —  0'       p   —  c- 

si  l'on  pose 

A  =  -TTl TTT  '        B  =   — ;-  5 

l'équation  difrérenticlle  des  projections  des  lignes  de 
courbure  sur  le  plan  xj'  sera  (n"  3il  ) 

On  a,  par  la  dilférentiation  de  cette  équation, 
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et  l'élimination  de  x-  —  Aj-  —  B  entre  les  équations  (i) 
et  (2)  donne,  après  la  suppression  du  facteur  A 
commun  à  tous  les  termes, 

(l^r         i      c/y  \  fh 


dx' 


-.-  I 


Si  Ton  divise  cette  équation  par  xj  —  1  elle  devient 
(T-y        cly 

=0; 


dy  y 

d.r 


les  variables  sont  séparées,  et  l'on  a,  par  l'intégration, 
.      dy 


^  dx 


log  >■  \02X  zz^  logG 


OU 

(4)  --  r  =  c. 

^  "  X  dr 

C  étant  une   constante.   L'élimination  de  —  entre  les 

dx 

équations  (i)  et  (4)  donne 

(5)  ,-_Ca--.^^^-_=o, 

ce  qui  s'accorde  avec  les  résultats  obtenus  précédem- 
ment par  d'autres  méthodes  (n°*  338  et  60O). 

Solutio/i  d'un  j)ruhLènie  (jui  exige  l'intégration  d'un 
système  d' équations  différentielles  simultanées. 

721.  Nous  avons  vu  que  l'intégration  d'un  système 
d'équations  différentielles  simultanées  d'ordres  quel- 
conques se  ramène  toujours,  par  l'élimination,  à  l'in- 
tégration d'une  ou  de  plusieurs  équations  qui  ne  ren- 
ferment chacune  que  deux  variables;  mais  une  telle 
réduction  n'est  pas  toujours  de  nature  à  simplifier  le 
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problème  qu'il  s'agit  de  résoudre.  En  l'absence  de 
toute  méthode  générale  d'intégration,  il  ne  sera  pas 
inutile  de  présenter  ici  un  exemple  particulier,  que 
nous  empruntons  à  la  Géométrie. 

PnoBLÈME.  —  Trouver  les  trajectoires  orthogonales 
d'un  plan  mobile. 

Soient  X,  y,  z  trois  coordonnées  rectangulaires,  et 

(i)  x  cosa  H- jcosé  -I-  :;  cosy  —  u  --  o 

l'équation  du  plan  mobile  ;  la  distance  u  de  ce  plan  à 
l'origine  et  les  angles  a,  ê,  y  qu'elle  forme  avec  les  axes 
sont  des  fonctions  données  d'un  paramètre  t.  Les  trajec- 
toires demandées  devant  être  perpendiculaires  au  plan, 
les  équations  dilfércntielles  du  problème  sont 

d.r  dr  dz 

^     '■  cosa        cosê         cosy' 

on  peut  concevoir  que  l'on  ait  tiré  de  l'équation  (i)  la 
valeur  de  t  en  fonction  de  x,  j  ,  z,  et  les  cosinus  des  an- 
gles a,  6,  y  doivent  être  regardés  dans  les  équations  (2) 
comme  des  fonctions  données  des  variables  x,  y,  z.  Pour 
intégrer  ces  équations  (2),  je  ferai  usage  des  formules 
que  j'ai  établies  au  n°  274,  et  je  conserverai  les  nota- 
tions de  ce  numéro.  Ainsi,  les  angles  a,  o,  7  étant  évi- 
demment ceux  que  forme,  avec  les  directions  des  axes, 
la  tangente  de  la  courbe  cherchée,  je  désignerai  par  f , 
rj,  X,  et  par  A,  ^,  v  les  angles  formés  avec  les  mêmes  axes 
par  la  normale  principale  et  par  l'axe  du  plan  oscula- 
teur  de  la  courbe;  en  outre,  r/a,  dz  désigneront  les 
angles  de  contingence  et  de  torsion,  ds  la  dillerenliclle 
de  l'arc  de  courbe,  en  sorte  que  l'on  aura 


da  '^^  ^/(r/cosaj-  H-  [dcosè]'^  H-  (rfcosy)*. 
dx  .-:  \/[dcos\Y  -h  (c/coSf*)*  H-  ^</cosvj*. 
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Cela  posé,  chaque  membre  de  la  formule  (2)  est  égal  à 
ds,  et  l'on  a,  en  conséquence, 

(  4  )  dx  =  ds  cos  «,      dj  =  ds  cos  ê,      dz  =  ds  ces  y. 

Posons 

(5)  ^cns), -T- jj'cospi -1- :;cosv  =r  U; 

en  différentiant  deux  fois  cette  équation  (5)  et  ayant 
égard  aux  équations  (4),  on  aura  (n"  274) 

,r^  .  y       ^U 

(0         xcosÇ -:- r  cosirj -;- Z  COSÇ=: 5 

*  dT 

(  7  )       X  cos  a  -~  y  cosS  -;-  z  cos  7  =^ ^  l   Un ^  / . 

La  comparaison  des  équations  (i)  et  (y)  donne 
dV 

(8)  -^-«  =  -"5- 

D'après  la  première  équation  (  3  ) ,  Ja  est  le  produit  par  dt 
d'une  fonction  donnée  de  f,  puisque  cosa,  cos  S,  cosy  sont 
elles-mêmes  des  fonctions  données  de  ce  paramètre.  En- 
suite, d'après  les  formules  du  n°274,  cos^,  cosy;,  cos^  et 
cosX,  cosfjt,  cosv  sont  elles-mêmes  des  fonctions  connues 
de  t;  enfin  Jr  est,  d'après  la  deuxième  formule  (3),  le  pro- 
duit d'une  telle  fonction  par  dt.  Il  résulte  de  là  que 
l'équation  (8)  est  une  équation  différentielle  du  deuxième 
ordre  entre  les  variables  U  et  t;  l'intégration  amènera 
donc  deux  constantes  arbitraires.  Quand  la  valeur  de  U 
sera  connue,  les  coordonnées  x,  j^,  z  seront  données  en 
fonction  du  paramètre  f  par  les  équations  (•T'),  (6),  (7)  ; 
ces  équations  peuvent  être  représentées  par 

(9)  ¥:.::=  0,        dY^O,       d^'-V  — 

si  l'on  pose 

(10)  \  =.  X  cosï  ~  y  cos  II -h  z  cosv — U. 


5l2  CALCUL    INTÉCnAL. 

L'équation  (  8)  appartient  à  la  classe  de  celles  dont  la 
théoi'ie  fera  l'objet  du  Chapitre  suivant;  mais  on  l'in- 
tègre très-facilement  en  faisant  usage  des  formules  du 
n°  210.  Effectivement,  soient  X,  Y  deux  nouvelles  va- 
riables définies  par  les  équations 

XsinT  —  YcosTi^U,     XcosT  H-  Y  smr  =  -■-. 

clz 

on  aura 

X  =  U  smr  -; — —  cosT,     Y  =  —  U  cost  -; — -  suit, 


puis 


sinrc/r, 


et,  à  cause  de  l'équation  (8), 

d'^z=i  —  u  -—  COST  c/t,     dY -^-^  — «  —  siiiT  ch. 
cl-  ch 

Intégrant  et  désignant  par  A  et  B  deux  constantes  arbi- 
traires, on  aura 

r'   fh  r^  ch 

X  =  A  —  /     «  -~-  cosrc?T,      Y  --  B  —  /     u-—  SUIT  Jt, 
ct,  par  suite, 

iU^-AsiiîT  —  BcosT  — sinT/     u — cosTcfT 

I     «--  smTrtT. 
;         rtT 


-\-  COST 


Cette  formule  (ii)  donne  l'expression  de  U  en  fonction 
der,  ou,  si  l'on  veut,  en  fonction  du  paramètre  f  ;  le  pro- 
blème proposé  est  donc  résolu. 
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CHAPITRE  IX. 

THÉORIE  DES  ÉQUATIO^■S  DIFFÉREiNTIELLES  LINÉAIRES. 


Des  équations  linéaires. 

722.  On  nomme  équations  différentielles  linéaires 
celles  dans  lesquelles  les  fonctions  inconnues  et  leurs 
dérivées  n'entrent  qu'au  premier  degré  et  ne  se  multi- 
plient pas  entre  elles. 

La  variable  indépendante  étant  représentée  par  x  et 
la  fonction  inconnue  par  j',  la  forme  générale  des  équa- 
tions linéaires  à  deux  variables  est 


d"y  d"'h  d) 

— _  _(_  p : ;_  .  .  .  _i-.  X  — 

dx"  d.r"-^  do: 


-\-  F  --^^  -:-...  -^-  T  -~  -I-  Uj-  =  V, 


les  coefficients  P,  ...,T,  U  étant,  ainsi  que  V,  des  fonctions 
données  de  x  qui  peuvent  se  réduire  à  des  constantes. 

Lorsque  la  quantité  V  sera  nulle,  nous  dirons,  pour 
abréger  le  discours,  que  V équation  linéaire  n'a  pas  de 
second  membre.  On  verra  plus  loin  que  l'intégration 
des  équations  linéaires  pourvues  d'un  second  membre 
se  ramène  à  l'intégration  de  celles  qu'on  en  déduit  par 
la  suppression  du  second  membre. 

Il  est  évident  (n"  64'o)  que  les  équations  linéaires 
n'ont  pas  de  solutions  particulières. 

Propriétés  des  équations  linéaires  dépourvues 
de  second  membre. 

723.  PREMiiiRE  PuopuxÉTÉ.  —  L'ordre  d'une  équa- 
tion linéaire  sans  second  membre  peut  toujours  être 
abaissé  d'une  unité. 

S.  —  Cale,  ifil,  33 
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EfTectivement  l'équation 

— -  -;-  P -■  -;-...  -■-  T  —  -:-  U  r  -^  o 

cix"  dx"-^  dx  -^ 

appartient  à  la  classe  des  équations  homogènes  ;  on  abais- 
sera donc  son  ordre  d'une  unité  en  posant  (n°  606) 


/: 


d'où 


dy 


L  d\Y  dz  \     J 


dx  dx-        \  dx 


mais  on  doit  remarquer  que  la  transformée  obtenue  n'est 
pas  linéaire. 

Par  exemple,  dans  le  cas  de  Ji  ■--.  2,  la  proposée  est 


d-  Y        ^  dy        ^ 

et  notre  transformation  donne 

-i-  -i-Z^-t-  P2-1-  Q-._o. 
dx 

724.  DEuxir:ME  propriété.  —  Si  l'équntion  linéaire 
sans  second  membre 


d'y  d*-\y  _    7.^ 

dx"    ''      dx"-^  "■''■■    '"      dx 


-•-^-T^-T  -:-...-:-T3^-hU7-.o 


est  satisfaite  quand  on  pose  y  "j)'t,  elle  est  également 
satisfaite  par  Y  r^  Cj  i ,  G  éta/U  une  constante  arbi- 
traire. 

Effectivement,  le  résultat  de  la  substitution  de  Cyt  èiy 
dans  le  premier  membre  de  l'équation  est  égal  au  produit 
de  la  constante  G  par  le  résultat  de  la  substitution  de  y^ . 
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725.  Troisième  propriété.  —  Si  la  même  équation 
linéaiî'e  est  satisfaite  quand  on  pose  y  ^=^y\  ■iJ^^Y-'x^  •■■■> 
y  zrrr  77,  elle  est  aussi  satisfaitepary  ^:^y\  -i-yi  -!-•••  +J'i' 

En  effet,  le  résultat  de  la  substitution  de 

à  r  dans  le  premier  membre  de  l'équation  est  évidem- 
ment la  somme  des  résultats  que  l'on  obtient  quand  on 
substitue  successivement  j,,j)2>  ■  •  •  •  yt- 

Il  résulte  de  cette  propriété  et  de  la  précédente  que, 
si  l'on  connaît  i  solutions  yiyy-i,  •  •  •  :  yt  de  l'équation 
linéaire  sans  second  membre,  on  pourra  former  une  so- 
lution de  la  même  équation  contenant  i  constantes  arbi- 
traires, savoir 

J  —  G,  Ji  H-  C272  -H . . .  +  CiXi. 

Et  si  le  nombre î  est  égal  à  l'ordre  n  de  l'équation,  on  aura 
de  cette  manière  l'intégrale  générale  de  l'équation  diffé- 
rentielle, pourvu  cependant  que  les  arbitraires  soient 
telles  qu'on  puisse  attribuer  à  la  fonction  y  et  à  ses 
n  —  I  premières  dérivées  des  valeurs  arbitraires  répondant 
à  une  valeur  Xo  de  x  choisie  à  volonté.  Cette  dernière 
condition  ne  serait  pas  remplie  s'il  existait  une  relation 
linéaire  entre  j',,j2?  •  •  -i  Jn:   car,  dans  ce  cas,  on  a 

a^,  «2j  '  •  ■  y  (ifi-i  étant  des  coeftîcients  constants;  cette 
valeur  de  y,i  étant  substituée  dans  l'expression  de  j, 
celle-ci  se  réduit  à  la  forme 

J  =  C,  ji  -r-  C2J-2  -:-.••-+-  C„_,  j„_i, 
et,  comme  elle  ne  renferme  pas  n  arbitraires,  elle  ne  peut 
être  l'intégrale  générale. 

726.  Quatrième  propriété.  —  Toutes  les  solutions 
d'une  équation  linéaire  d' ordre  n,  sans  second  membre, 

33. 
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sont  comprises  dans  l'expression 

y  —  C,7i  -:-  C272  -i-  •  •  ■  -i-  C„  j'„, 

G(,  Co,  •  •  . ,  G/,  étant  des  constantes  arbitraires  et y^, 
y^i  •  •  •  ■>  Tn  f^es  Jonctions  déterminées  de  la  variable 
indépendante. 

Celte  proposition  est  évidente   dans  le  cas  de«  =^i, 
car  l'équation  différentielle  est  alors 


-;-  -i-  P j  =  G     ou      —  =  —  PaJr, 

djc  y 


et  l'on  en  tire 
en  posant 


prft 


11  suffît,  d'après  cela,  de  démontrer  que,  si  la  propriété 
en  question  appartient  aux  équations  d'ordre  n  —  i ,  elle 
appartient  aussi  aux  équations  d'ordre  n.  Supposons 
donc  que  l'équation 

soit  satisfaite  parj)  =  J'i  >  J  \  étant  une  fonction  de  x  sans 
constante  arbitraire,  et  faisons  la  subslilution 

d'où 

dv  dz  dj\     d-y  _  d- z  dv^dz  d'y^ 

TTr  ~-^''  die  "^  "  'dx'  d^  ~-^  •  7/7^  "^  ^  dx  di-  "^'  ^  'dy*  '  " '  ' 

ces  valeurs  ajant  été  substituées  dans  la  proposée,  il  est 
évident  que  le  coeflicient  de  z  sera 

d.c-   ^^    r/u."-'    ^  ■        dx    ^     •'^»' 
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expression  dont  la  valeur  est  nulle,  par  hypothèse.  Si 

1  on  pose  — -  =  i/,  1  équation  en  u  sera  linéaire,  sans  se- 

cond  membre  et  d'ordre  n  —  i  ;  la  formule  donnant 
toutes  les  solutions  sera  donc 

u  — -  C,  //i  -f-  C3  ;^2  —  .  .  .  -^  C„  «„_,, 

et,  par  conséquent,  la  valeur  générale  de  z  sera 

z  =:  Cl  -1    Co   /     "1  ^.r  -i-  .  .  .  -f-  C„   /     «„_i  f/-r. 

Ainsi  l'on  aura,  pour  l'expression  générale  àey, 

y  =  Cl  Ji  -T-  C,^-,  /     u^dx-^.  .  .-T-  C„  ji  /    «„_i  rfx, 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

Intégration  d'une  équation  linéaire  pourvue  d'un  se- 
cond membre,  dans  le  cas  oii  l'on  connaît  l'intégrale 

o 

générale  de  l'équation  privée  de  second  membre. 

727.   Posons,  pour  simplifier  l'écriture, 
d"y       ^  d"-^  y  dr 

P,  .  .  .,  T,  U  étant  des  fonctions  données  de  x,  et  con- 
sidérons l'équation  linéaire  d'ordre  n 

(2)  *(j)  =  V, 

dont  le  second  membre  V  est  également  une  fonction 
donnée  de  x.  Je  dis  que,  si  l'on  connaît  l'intégrale  géné- 
rale de  l'équation 

(3)  *(j)==:0 

dépourvue  de  second  membre,  on  pourra  en  conclure 
l'intégrale  de  l'équation  (2),  par  de  simples  quadratures. 
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Soit 

(4)  J  =  C,  7, +C272 +...-[- C„j„ 

l'intégrale  générale  de  l'équation  (3),  G,,  Go,  .«  ..  Gn 
étant  des  constantes  arbitraires.  Si  l'on  regarde  les  arbi- 
traires Cl,  Go,  .  .  . ,  C,i  comme  des  fonctions  de  x indé- 
terminées, le  second  membre  de  la  formule  (4)  pourra 
représenter  une  fonction  quelconque,  et,  par  consé- 
quent, cette  formule  (4)  est  susceptible  d'exprimer,  en 
particulier,  l'intégrale  générale  de  l'équation  (  2).  On 
peut  même,  si  l'on  veut,  attribuer  an  —  i  des  arbi- 
traires C(,  G2,  •••.  C,i  telles  valeurs  que  Ton  voudra 
ou  établir  entre  elles  «  —  i  relations  quelconques,  car, 
l'une  de  ces  arbitraires  demeurant  une  fonction  indéter- 
minée, nous  ne  faisons  autre  chose  que  substituer  àj 
une  variable  nouvelle. 

Diffcrentiant  donc  l'équation  (4)  dans  l'hypothèse  des 
arbitraires  variables,  nous  aurons 

y-  =  C.  --i  -u  C,  -^  -<-...  -i-  C„  -^ 

ilJC  <l.r  il.r  (l.r 

r/C,  r/C,  (IC^ 

clx  (ijc  a.r 

et,  puisque  nous  pouvons  établir  n — i  relations  entre 
les  arbitraires,  nous  poserons  d'abord  la  suivante  : 

dC,  r/C,  (/C„ 

par  conséquent,  la  valeur  de  —  sera  simplement 

^^  _-  r   ^^'  <        r  ''''  2    ,  ,    p    'On 

(l.v  (l.T  d.r  (if 

en  sorte  qu'elle  a  la  même  lorme  que  dans  l'hvpothèse 
des  arbitraires  constantes.    Formons  pareillement  les 
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dérivées  suivantes  dey,  jusqu'à  celle  de  l'ordre  n  —  i, 
en  opérant  de  la  même  manière,  c'est-à-dire  en  établis- 
sant entre  les  ai'bitraires  les  relations  nécessaires  pour 
que  les  expressions  des  dérivées  dey  soient  les  mêmes 
que  dans  l'hypothèse  des  arbitraires  constantes.  Il  est 
évident  que  les  relations  dont  il  s'agit  seront 


^C,           ./C2                      dC^ 
''^dx-'-^-^dx-^--    -'-^^dx=''' 
dy,  dC,    ,    dy,  dC,    ,            .   djr^  dC„,  __  ^ 
dx    dx     '     dx    dx     dx     dx           ' 

rf«-Vi  rfC,    ,    d-'y,  dC,    ,            ,    d"-\r,  dCr, 
dx'^-^     dx     ^    dx"—^    dx     '    '  "  '    '     dx"-^     dx 

=  0 

et  l'on  aura,  en  même  temps, 

/  J  — -  Cl  ji  -1-  C2  j2  -''-■■■  -;-  c„  j„, 

^  =  c  -—  -^  C,  —    -       -\-  c    -— 

dx  ^  dx  '  dx         '  '  "'   dx 

(^^     ^d^  =  ^'d^^'-Vx^'^---^'^^î:^' 


d"-'j  _  ^    d'-^Jr  _^  ^   d"-^y,  d"-^y, 

d^-i  -  ^'   dx-'    ^  ^'  dx-^~  -<-••  +  ^«  ~dx^^' 

d'^y 
Il  nous  faut  encore  la  valeur  de  — -—  ;  mais  nous  ne  pou- 

dx"-  ^ 

vons  plus  établir  de  relation  nouvelle  entre  les  arbi- 
traires, et  la  dernière  des  équations  (6)  nous  donnera, 
par  la  dififérentiation, 

d^y  _  p    d'\r^  d^y,  d^Yr, 

d'-'y,  dC,  _,_  d-'y,,  dC,^ 

dx"-'    dx     '   "  '        dx"-'     do:  ' 

Substituons  maintenant,  dans  l'équation  (2),  les  valeurs 
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de  r  et  de  ses  n  premières  dérivées,  tirées  des  équa- 
tions (6)  et  (7);  il  viendra 


^.t"-i    dx 


Or  les  quantités  ^{Jk)-,  ^0  2' 
par  hypothèse;  donc  on  a 


d"-^  r,  r/C,        d"-'  Y.  dCo 


^    '      dx"-^    dx  dx"-'-     dx 

Maintenant,  si  le  déterminant 


^- 


(9) 


dx 


'J, 


dx' 


Xi 
dx 


d'—\y\ 
Tlx"^^' 


^^(j'n)  sont  nulles 


dx 


dr"-^ 


n'est  pas  nul,  les  équations  (5)  et  (8)  donneront,  pour 

— î,  — -,  •••5 — ^>    des  valeurs  déterminées,  fonctions 
dx      dx  dx 

de  X. 

Pour  obtenir  ces  valeurs,  ajoutons  les  équations  (5) 
et  (8),  après  avoir  multiplié  les  premières  par  les  lac- 
leurs  Aq,  X<,  .  .  . ,  ^/i_2,  et  posons  généralement 


un  aura 

fii 


dC, 


l*our  avoir  la  valeur  de  -r^>  il  laut  dcLcrnuucr  les   lac- 
dx 
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leurs  1  de  manière  que  l'on  ait 

(12)    «p(j,)=0,    y(r2)==0,  ...,   y(j„)=0,    excepté    y(j,)r:r:0, 

et  l'équation  (11)  donnera 

(fi  {j)  étant  la  valeur  que  prend  (^{j)  lorsque  les  coef- 
ficients X  satisfont  aux  équations  (12).  Désignons  par  c/ 
une  constante  arbitraire;  on  aura,  par  rintégralion, 

par  conséquent,  si  Ton  pose 

l'intégrale  générale  de  l'équation  (2)  sera 

c, ,  Cj,  . .  .,  c«  étant  des  constantes  arbitraires.  On  voit 
qu'elle  s'obtient  en  ajoutant  la  fonction  X  à  l'intégrale 
générale  de  l'équation  (3). 

Il  faut  remarquer  que  le  déterminant  (9)  ne  peut 
jamais  être  nul.  En  effet,  par  hypothèse,  l'équation  (4) 
représente  l'intégrale  générale  de  l'équation  (3),  lors- 
qu'on regarde  Cj,  Co,  ..-,  C,i  comme  des  constantes 
arbiti^aires ;  donc  les  n  équations  (6)  doivent  fournir 
pour  Cl,  C2,  .  .  . ,  C,i  des  valeurs  déterminées  fonctions 

rh  dn-'^y  .       , 

de  X,  Y,  —-1  •  ■  •■)  —, 7  ■)  ce  qui  n  aurait  pas  heu,  si  le 

■'      ax  «.r"~*  '  ^ 

déterminant  en  question  était  nul. 

728.  Méthode  de  Calchy.  —  La  méthode  dont  nous 
venons  de  faire  usage,  fondée  sur  la  variation  desarbi- 
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traites,  a  une  importance  considérable  dans  l'Analyse, 
et  elle  nous  a  fourni  une  solution  très-élégante  du  pro- 
blème que  nous  nous  étions  proposé  ;  il  ne  sera  pas  inu- 
tile cependant  de  faire  connaître  ici  une  autre  solution 
que  Gauchj  a  donnée  de  la  même  question. 
Il  s'agit  d'intégrer  l'équation 

(0  A  -!-  Pt^i  H-. .  .-!-T  -^  -1-Ur  =.F(x), 

*  '  dx"^  dxr    ^  (Ix 

dont  nous  représentons  le  second  membre  par  F(x), 
en  supposant  connue  l'intégi'ale  générale  y  =  \  de 
l'équation 

*  '  dx"  dx"-^  dx 

Les  n  arbitraires  qui  figurent  dans  la  fonction  Y  peuvent 
être  déterminées  de  manière  que  l'on  ait,  pour  x  =  a., 

et  je  dis  qu'on  satisfera  à  l'équation  (i)  en  posant 

(4)  y^-fxd.. 

En  effet,  on  a,  en  différentiant  cette  formule  (4)  et  en 
représentant  par  (Y)  la  valeur  de  Y  pour  a^r^^x, 


dx         J       dx 


^/a-:-(Y), 


ou  simplement 


K' 


dx         j       (Ix 


car,  les  formules  (3)  ayant  lieu  quand  on  remplace  x 
par  a,  et  par  suite  quand  on  remplace  a  par  x,  la  quan- 
tité (Y)  est  idcutiqucmcut  nulle. 
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Pareillement,  les  dérivées 5  •  •  •  5  r  s'annulant 

dx-^  dx"-'^ 

pour  a  =  x,  on  a,  par  des  différentialions  successives, 

d^r  r"d'-Y   , 

d^    ^J     71^'^''^ 

[&'  ;    dx' 


-.r^d., 

/       d.r^ 


d 
dx 


■"-ij  _  r"" d"-^x 


enfin,  une  différentiation  nouvelle  donne 


^«  "^~  j       dx"-  '^  -^     ■     \^  d.r"-^ 
(    .  n-i  )  étant  la  valeur  que  prend  -  ^^_^   pour  a  --  x. 


Il  est  évident  que  cette  valeur  est  F  (or),  puisque,  par 
d"- 


^«-ly 
hypothèse,       ^^_^  se  réduit  à  F  (a)  pour  x^^  a;  ainsi  l'on  a 


7  -7^  =  ■ doc  -■-  FLrJ. 

Substituons  maintenant,  dans  l'équation  (i),  les  valeurs 
de  r, -7  »  '••■)-—   tirées    des  formtrles   (4),    (5),  (6) 

^      dx  d.r"'  \         T     \     I       \      I 

et  (7)  ;  on  aura  pour  résultat 

C'/d'^Y  f/"-iY  dY  \ 

J^    \  U.v"  dx"-^  dx  1  ' 

ce  qui  est  bien  une  identité  ;  car  le  coefficient  de  da  sous 

le  signe  /  est  nul  par  hypothèse. 

Nous  connaissons  donc,  par  cette  méthode,  une  solu- 
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tion  de  l'équation  (i);  désignons-la  par  X  et  posons 

Si  l'on  efTace  les  termes  qui  se  détruisent,  le  résultat  de 
la  Gubstilution  dans  l'équation  (i)  sera 

d^'  ~'~     f/.r"-'  "'"■■■  ~''  ^  di^~     ^  —  °' 

ce  qui  n'est  autre  chose  que  l'équation  (a),  où  la  lettre 
}  est  remplacée  par  z.  II  s'ensuit  que,  pour  avoir  l'inlé- 
grale  générale  de  l'équation  (i),  il  suffit  de  prendre  celle 
de  l'équation  (2)  et  d'y  ajouter  ensuite  X. 

Réduction  d' une  équation  linéaire  à  une  autre  d'ordre 
inférieur,  dans  le  cas  où  l'on  connaît  une  ou  plu- 
sieurs intégrales  particulières  de  l' équation  privée 
de  second  membre. 

729.   Posons,  comme  au  n°  727, 

d"  Y  d"^^Y  dr 

P,  . .  . ,  T,  U  étant  des  fonctions  données  de  x.  Nous 
venons  de  voir  qu'on  peut  obtenir,  par  des  quadratures, 
l'inlégrale  générale  de  l'équation 

(2)  *(j)-:V, 

dont  le  second  membre  est  une  fonction  donnée  de  or, 
quand  on  connaît  l'inlégrale  générale  de  l'équation 

(3)  *(j)=o, 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  quand  on  connaît  n  inté- 
grales particulières  distinctes  de  cette  équation,  sans 
aucune  constante  arbitraire.  Nous  nous  proposons  ici 
de  généraliser  ce  résultat  en  démontrant  que  l'intégra- 
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tion  de  l'équation  (  i  )  exige  seulement  l'intégration  d'une 
équation  linéaire  d'ordre  Ji  —  /,  lorsque  l'on  connaît  / 
intégrales  particulières  de  l'équation  (3). 

Supposons  que  l'on  connaisse  une  intégrale  particu- 
lière ji   de  l'équation  (3);   on  aura  une  intégrale  plus 
générale  en  posant 
(4)  X  =  C,yr, 

C,  étant  une  arbitraire,  et,  si  l'on  regarde  C,  comme 
variable,  l'équation  (4)  pourra  représenter  l'intégrale 
générale  de  l'équation  (a);  ce  n'est  ici  que  le  même 
changement  de  variables  déjà  pratiqué  au  n**  726.  L'équa- 
tion (4)  donne,  par  la  difFérentiation  (n°  64), 

^'  —  C  —  -h  '   —, 
dx  dx  dx 


d\y 
dx'- 

-^'    dx- 

-■-  ^  dx  -dx   -'-^^   u.-  ' 

d'^r 
dx"- 

~^'   dx- 

n  dCi  d'^-'ji 
'     I    dx    dx"-^      

d"Ci 
■^^   dx" 

et,  comme  *î'(j''i)  est  nul  par  hypothèse,  la  substitution 
des  valeurs  (4)  et  (5)  dans  l'équation  (2)  donnera  un 
résultat  de  la  forme 

P<,  ...,  T,  et  V,  étant  des  fonctions  connues  de  x. 
L'équation  (6),  d'où  l'on  doit  tirer  la  valeur  de  C<,  est 
linéaire  et  d'ordre  n  ;  mais,  comme  elle  ne  renferme  que 
les  dérivées  de  C)  et  non  cette  fonction  elle-même,  on 
l'abaissera  à  l'ordre  n  —  i  en  posant 
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elle  devient  alors 

Si  l'on  peut  trouver  l'intégrale  générale  de  l'équation  (8), 
on  aura,  par  l'équation  (y),  en  désignant  par  c<  une 
constante  arbitraire, 

r 

Cl  =-  Cj  -1-    /      u  (Ix; 

enfin  l'équation  (4)  donnera 

(9)  y~-ciyi  -^y\  j    "^'•^, 

qui  sera  l'intégrale  générale  de  l'équation  proposée  (2). 

Ainsi  la  connaissance  d'une  intégrale  particulière  de 

l'équation  (3)  permet  d'abaisser  d'une  unité  l'ordre  de 

l'équation  (2),  sans  que  la  forme  linéaire  soit  sacrifiée. 

730.   Supposons  que  l'on  connaisse  î  intégrales  par- 
ticulières 

/l»  J^2j    •  •  •  >  J'i 

de  l'équation  (3).  Au  moyen  de  l'intégrale j'i ,  on  ramè- 
nera, comme  on  vient  de  le  voir,  l'intégration  de  l'équa- 
tion (2)  à  celle  de  l'équation  (8),  que  nous  représen- 
terons, pour  abréger,  par 

(10)  ^F{«)==Vi, 

et  je  dis  que  l'on  connaît  i — i  intégrales  particulières 
de  l'équation 

(11)  ^(u)—0. 

En  effet,  il  est  évident  qu'on  passe  de  l'équation  (ii)  à 
l'équation  (3)  par  Ja  substitution 

d^ 

dx 


CHAPITRE    IX.  5^7 

et,  puisque  j2>  Js?  •  •  •  >  jUi  sont  des  solutions  de  cette 
équation  (3),  l'équation  (ii)  sera  satisfaite  par  l'une 
quelconque  des  valeurs  suivantes  de  u  i 


d^-1 

^•^ 

d^ 

.ri 

r, 

Ti 

dx 

d.T 

°'      dx 

Ainsi  l'on  peut  appliquer  à  l'équation  (lo)  tout  ce  que 
nous  avons  dit  de  l'équation  (2);  on  ramènera  la  re- 
cherche de  son  intégrale  à  celle  d'une  équation  linéaire 
d'ordre  n —  2  telle,  que  l'équation  correspondante  sans 
second  membre  admettra  i  —  2  intégrales  particulières 
connues.  Et,  en  poursuivant  de  la  même  manière,  on 
formera  une  équation  linéaire  d'ordre  n  — i,  dont  il  suf- 
fira de  connaître  l'intégrale  générale  pour  obtenir  celle 
de  la  proposée. 

731.  Remarqijes.  —  La  connaissance  d'une  intégrale 
particulière  j^,  de  l'équation  (2)  ramène,  comme  on  l'a 
vu,  l'intégration  de  cette  équation  à  celle  de  l'équa- 
tion (;^);  en  d'autres  termes,  elle  donne  le  moyen  de 
faire  disparaître  le  second  membre,  mais  non  d'abaisser 
l'ordre  de  l'équation.  Il  en  résulte  que,  si  l'on  connaît  i 
intégrales  particulières  de  la  même  équation  (2),  on 
pourra  faire  disparaître  le  second  membre  et  abaisser  en 
outre  de  i  —  i  unités  l'ordre  de  l'équation;  car,  l'inté- 
grale j'4  ayant  été  employée  pour  l'évanouissement  du 
second  membre,  on  connaîtra  i — i  intégrales  j'^2 — J^<? 
ys—JUi  •  •  •  !  yi  —  JU  de  l'équation  transformée. 

Si  le  rapport  de  V  à  U  est  constant,  on  a  une  solution 

, ,         .  V 

de  l'équation  (2)  en  posant j)^:^  -'->   cette  équation  est 

donc  immédiatement  ramenée  à  l'équation  (3). 

Enfin  on  voit  par  les  développements  qui  précèdent 
que  les  équations  linéaires  n'admettent  pas  de  solutions 
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particulières,  sans  qu'il  soit  nécessaire,  pour  cet  objet, 
de  recourir  à  la  théorie  générale  de  ces  solutions.  Nous 
avons  vu  efFectivement  que,  si  j^  désigne  une  solution 
de  l'équation  *1^(j)=  o,  on  peut  mettre  l'intégrale  géné- 
i-ale  de  cette  équation  sous  la  forme 

J  =  Ciji  -h  C,.>  2  H- .  •  .  ^-  C„  j„; 

yt  est  donc  une  intégrale  particulière.  De  même,  si  jo 
désigne  une  solution  de  4^(j'y=  V,  l'intégrale  générale 
de  cette  équation  sera  de  la  forme 

J  =J'o  -'-  Cl  ji  -i'...  -;-  C;,  j„, 

en  sorte  que  j^  est  encore  une  intégrale  particulière. 


filtre  manière  d  effectuer  la  réduction  d'une  équation 
linéaire  à  une  équation  linéaire  d^ ordre  inférieur. 

732.  La  réduction  dont  nous  nous  sommes  occupé  au 
n"  730  peut  être  effectuée  d'une  autre  manière  ;  c'est  ce 
que  nous  allons  montrer  ici,  afin  de  donner  un  nouvel 
exemple  de  la  méthode  de  la  variation  des  arbitraires 

Pieprcnons  l'équation  linéaire  d'ordre  n 

et  supposons  que  l'on  connaisse  i  intégrales  particulières 
de  l'équation  sans  second  membre 

(2)  *(j)-=o. 

On   aura    une    intégrale    particulière    plus  étendue   de 
léquation  (2)  en  posant 

(  3  J  ^  C,  j,  -:-  C»  j,  -f- .  .  .  -;-  CiXi, 

C,,  Cj,  .  .  . ,  C;  étant  des  constantes  arhilraircs,  et  si  l'on 
regarde  ces  arljilraircs  comme  des  variables,  fondions 
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de  X,  l'équation  (3)  sera  susceptible  de  représenter  l'in- 
tégrale générale  de  l'équation  (i)  ;  on  pourra  même  éta- 
blir entre  les  arbitraires  i —  i  relations  choisies  à  vo- 
lonté. Procédant  ici  comme  au  n'^  727,  nous  choisirons 
les  relations  dont  il  s'agit  de  telle  manière  que  les  i —  i 
premières  dérivées  de  j''  aient  les  mêmes  expressions 
dans  rhypothèse  des  arbitraires  variables  que  dans  celle 
des  arbitraires  constantes.  Ainsi  nous  poserons 


(4) 


d)\   dC\        dy,   dC^  d)  i   dC, 

dx    dx  dx    dx  dx    dx  ' 


ti'-2jr,   f/C,         d''^-y^_    dC,    ,  d'-^-Yi  dC,  __ 

dx'~^     dx  dx'—'-     dx         '  '  '         dx"^'-     dx 

et  l'on  aura 

/  y  =  Cl Ji  -I-  CaJa  4-  ...  H-  Qj;, 

l  ^  =  Cl  — -1- C,  ^ +.  . .  +  G,- '^j 
1  cLx  dx     '       '   dx  '  dx 

'"'i • 

Posons,  en  outre, 

d'-^J^  rZC,        d'-\r^  dC^  d'-\ri  dCi  _ 

1     r/^'-i    ~d^  "^    f/.r'-i    'dZ  "^  •  •  •  "^  r/x'-i    lîx  ~  ^' 

)  <r,    /-/C,         d'y,   r/C,  d'y,    r/C,  _  ^ 

(6]    '    dx'     dx  dx'     dx  dx'    dx 


1    dx"-^    ~dx  "^  ^x""-^  ~oïr  "^  ■  ■  ■    ■   IW-''    'dx  ~  ^"■~'' 

S.—     Cale,   int,  3À 
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et  faisons  aussi,  pour  abréger  l'écriture, 
Z  =z, 
dz 


17. 


dx 

d^z         dz, 
^^- d^^  -^  dx  -^ -^ 

dx 

d"-'z 

-^  Zn-r. 

on  aura,  en  différentiant  la  dernière  des  équations  (5), 
et  répétant  cette  difTcrentiation  jusqu'à  celle  de  l'ordre 
n  —  i  -f-  I , 

<i'y  d'y,         ^   d'y,  ^  d'n 

l   dx'  dx'  dx'  dXj 

\  ^'"-'-^  _  r  '^"''-^'    .  r  '^'^'^^  -L.     _u  r  '^'^'•^  .  i 
(8    1  d:^;^-^''d7~^'^~''^'~d^^  '  •••"^^'rf^r+ï  "^-'^i' 


^^"  '  dx"  ^  dx''  '  dx''  ""  ' 

Substituons  maintenant,  dans  l'équation  (i),  les  va- 
leurs de  j  et  de  ses  n  premières  dérivées  tirées  des  for- 
mules (5)  et  (  8  I  ;  on  aura,  en  remar(|uanlque  7'^, ,  j>  2»  •••> 
yi  sont  des  intégrales  particulières  de  l'équation    2), 

(9;  Z„_^  H-  PZ„_^_,  +...-+-  SZ::-V. 

Mais  le  système  composé  des  équations  (4  )  et  de  la  pre- 
mière équation  (6)  détermine  pour 


dCi      dC. 

dC, 

dx        dx 

'     dx 

des  valeurs  de  la  forme 

r/C,                    dC, 
(•°)       dx   =^-'      -dx=^^'^ 

.  .  .  , 

c/C. 

=  XiZ, 
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Xj,  X2,  ••.,  X/  étant  des  fonctions  données  de  x,  et 
les  11  —  i  dernières  équations  (6)  donnent  ensuite  pour 
2,,  ^27  •  •  •  •  ^n-i  des  valeurs  telles  que 

E,,  5j,  . . .,  'B.n-i  étant  également  des  fonctions  données 
de  X.  Il  en  résulte  que  les  quantités  désignées  par  Z^  sont 
des  fonctions  linéaires  d'ordre  k  relativement  à  z  et  à  ses 
dérivées;  l'équation  (9),  à  laquelle  nous  ramenons  la  pro- 
posée, est  donc  linéaire  comme  celle-ci,  et  d'ordre  n — i. 
L'intégrale  générale  de  l'équation  (9)  renferme  n  —  i 
constantes  arbitraires;  cette  intégrale  étant  supposée 
connue,  on  aura,  par  les  équations  (10), 

{ 

Cl  =:  <7 


(12; 


\  ^  T., 


:,-=.,  + n 


Xizdx, 


c,,  Co,  ...,  Ci  désignant  i  nouvelles  constantes  arbi- 
traires. En  employant  ces  valeurs  de  C,,  Co,  •  •,  C/,  l'é- 
quation !  3)  donnera  l'intégrale  générale  de  la  proposée  ; 
elle  renferme  bien,  comme  on  voit,  n  constantes  arbi- 
traires. 

Des  équations  linéaires  du  deuxième  ordre. 

733.    Considérons    l'équation   linéaire    du    deuxième 
ordre 

34. 
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OÙ  P,  Q,  V  sont  des  fondions  données  de  x.  D'après  la' 
théorie  exposée  précédemment  (n°  729),  si  l'on  con- 
naît une  solution  ^j  de  l'équation  obtenue  en  rempla- 
çant V  par  zéro,  l'intégration  de  la  proposée  ne  dé- 
pendra que  de  celle  d'une  équation  linéaire  du  premier 
ordre,  et,  comme  une  telle  équation  peut  toujours  être 
intégrée,  on  pourra  aussi  déterminer  l'intégrale  géné- 
rale de  l'équation  (i).On  obtient  très-aisément  cette  in- 
tégrale en  opérant  comme  il  suit.  On  a,  par  iivpothèse^ 

En  retranchant  les  équations  i  ^  et  (2)  l'une  de  l'autre 
après  avoir  multiplié  la  première  par  7  (  et  la  seconde 
parj>^,  il  vient 

or,  si  l'on  lait 

^^1  ^'dx      ^ITx-"' 


on  aura 


donc 


cl^y  dry^        dz 


(4)  ê  +  ''^=^'-'- 

L'intégrale  générale  de  cette  équation  est 
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l'équation  (3)  donne  ensuite 

y\  __z 
dx      y\ 

d'où,  en  intégrant, 

(6)  r  =  Cy, -l-ji    I      —dx. 

Cette  expression  (6)  de  ^^  renferme  deux  constantes 
arbitraires  C,  Cj. 

734.  Il  convient  d'indiquer  ici,  d'après  Sturm,  une 
propriété    des    intégrales    de   l'équation    sans    second 

membre 

d^r  dy       ^ 

fix"'  dx 

Soient  ri  6tj)'2  deux  intégrales  particulières  avec  les- 
quelles on  peut  composer,  comme  on  sait,  l'intégrale 
générale.  On  aura,  par  ce  qui  précède, 


<^J2  fb'\   __  p  -'-0 

dx  dx 

I 

,,     ,      .,  .  I       r  •  '^^  "  f^^S. 

G  OU  il  suit  que  la  lonclion  r,  — ,—  — To  -—  a  tou  ours 

'-  "^        ^.r  "    "    clx  ■' 

le  même  signe,  et,  par  conséquent,  r,  et  -;—  ou  70  et  -^-^ 
ne  peuvent  s'annuler  pour  la  même  valeur  a:.  Supposons 

rt./:  dx 

si  la  fonction  ^',  s'annule  pour  x  =  a  et  pour  x  =  Z»,  on 
aura,  pour  l'une  et  l'autre  de  ces  valeurs  de  x, 


dx 
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fly,  , 

et,  par  conséquent,  -)  2  et  -—  seront  de  signes  contraires. 

'■  1  ^  ^j.  ^ 

Soit  b^  a-  quand  x  croît  de  a  h  h,  -^  chancre  de  signe 

'■  a.r 

pour  une  certaine  valeur  a  de  x;  donc  j  o  doit  aussi 
changer  de  signe  avant  que  x  devienne  égal  à  b.  Par 
conséquent,  si  la  fonction  70  reste  finie,  elle  s'éva- 
nouira pour  une  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  b.  On 
voit  de  la  môme  manière  que  ji  s'annule  nécessaire- 
ment, si  elle  reste  continue,  pour  une  valeur  de  x  com- 
prise entre  deux  valeurs  qui  annulent j)  2- 

Il  résulte  de  là  que,  x  croissant,  les  deux  fonctions  j'i 
et  -)  2  s'annulent  alternativement  tant  qu'elles  restent 
continues. 

Des  équations  linéaires  sans  second  menibrej 
à  coefficients  constants. 

735.  Soit,  comme  au  n°  727, 

d"  y  d"-^  r  dy 

^    '  ^-^  '        dx"  d.v"-^  dx  •" 

P,  . . .,  T,  U  étant  des  constantes  ou  des  fonctions  de  x, 
et  posons,  en  outre, 

(2)  /(^)^,."  +  P,^-i  +...4-T;--kU, 

/•  étant  une  indéterminée;  si  Ton  remplace  y  par  Tcx- 
ponentielle  e''-^,  on  aura 

(3)  ^[e'-^]=^e'-f[r). 

Cette  formule  (3)  est  une  identité;  dinTérenlions-la  /  fois 
par  rapport  à  r;  il  est  évident  que  la  dérivée  d'ordre  i 
du  premier  membre  sera 

di'  V     di'    ]  ^  ' 
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Quant  à  la  dérivée  d'ordre  i  du  second  membre  de  la 
formule  i  3),  on  l'obtiendra  par  la  règle  du  n°  66,  qui 
sert  à  différentier  les  produits  ;  on  aura  ainsi,  en  dési- 
gnant p3jr  f  [r),f"[r),  ...  les  dérivées  successives  du 
polynôme  y(r), 


(4; 


<î.  ;^'e''^  )  =:e'-^  [/(O  (  r)  +  -  ^/C  -1)  (  /  ) 


l^^fa-2)^r]  +  ...-^x^f[r^ 


Cela  posé,  considérons  l'équation  linéaire  d'ordre  n 
sans  second  membre 

ainsi  que  l'équation  algébrique  correspondante 

laquelle  sera  dite  Véquation  caractéristique. 

Si  l'équation  caractéristique  admet  une  racine  /-,  indé- 
pendante de  X,  on  voit,  par  la  formule  (3),  que  l'équa- 
tion (5  j  admettra  l'intégrale  particulière  e^i^.  En  outre, 
si  cette  racine  r^  est  multiple  et  que  p.  désigne  son  degré 
de  multiplicité,  elle  appartiendra  aux  équations 

f[r]=o,     f\r]=o,      ...,     f^-\r   ^o, 

et,  par  conséquent,  pour  les  valeurs  i,  2,  ..,,  jx — i) 
de  i,  la  formule  (4)  donnera 

$  [  x'  e''i  ^)  =z  o, 

d'où  il  suit  que  l'équation  (i)  admettra  les  fx  solutions 

Lorsque  les  coefficients  P,  ...,  T,  U  de  l'équation  (5) 
sont  constants,  l'équation  caractéristique  a  ses  n  racines 
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indépendantes  de  x,  et,  en  conséquence,  on  a  ce  théo- 
irème  : 

Théorème.  —  Si  les  coefficients  de  l' équation  linéaire 
d'ordre  n  sans  second  membre  ^(j^)=o  sont  con- 
stants, chaque  racine  de  l' équation  caractéristique 
donne  autant  d'intégrales  particulières  qu  il  y  a  d'u- 
nités dans  son  degré  de  multiplicité,  et  par  conséquent 
le  nombre  total  de  ces  intégrales  particulières  est  égal 
à  l'ordre  de  l'équation  différentielle. 

Ce  théorème  permet  de  former  l'intégrale  générale  de 
l'équation  diflerentielle.  Si  les  racines  de  l'équation  ca- 
ractéristique sont  inégales,  et  qu'on  les  désigne  par  r^, 
j-n,  . . .,  r,i,  l'intégrale  générale  de  l'équalion  (5)  sera 

j  :=  C, e'-.^  4-  Co^'--^  -h  . . .  -^  C,, e'-n^, 

C,  Co,  . .-,  C„  étant  des  constantes  arbitraires.  Dans  le 
cas  général,  soient  r< ,  r^,  ...,/'/  les  racines  distinctes  de 
l'équation  caractéristique,  p^i  P-a?  •••rP/  leurs  degrés 
de  multiplicité  respectifs;  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion (5)  sera 

y  =  P,e'.^  +  Poc's^  + .  .  .  4-  V^e'-i'', 

P,,  Po,  . . .,  P/  étant  des  polynômes  en  x,  à  coefficients 
arliitraires  et  des  degrés  respectifs  U(  —  i,  /izo — i,  ..., 

fX,— î. 

736.  Pour  que  la  solution  formée  comme  nous  venons 
de  le  dire  soit  effectivement  l'intégrale  générale  de  l'é- 
quation proposée,  il  est  nécessaire  qu'on  puisse  attri- 
buer aux  constantes  des  valeurs  telles  que 

dy        d\r  tl"-^y 

•^'      dx^      dP-'      '"'      ^'=î 
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prennent,  pour  x=z  Xq,  les  valeurs  arbitraires 

J  Oi    .'  01    J  Ot    '  •  '  >   J  Q 

Nous  allons  montrer  que  cette  condition  est  remplie,  en 
nous  bornant  toutefois  au  cas  où  l'équation  caractéris- 
tique n'a  pas  de  racines  égales. 
Si  l'on  fait  généralement 

la  valeur  de  jj^  que  nous  avons  obtenue  prendra  la  forme 

et  l'on  en  déduit,  par  la  difFérentialion, 

-^  =  Cl  7\  e''i(^-^o)  +  C2  r^  c''5(^-^«.^  -h  .  .  .  -4-  c„  r„  c''«(^-^o), 


„_i   —  f-yf^i       «^1-         »    -I-  .  .  •  -T-  c-^j  r,j       e  r.  o  . 


Pour  j:=  Xo,  on  aura 

J'O  =  Cj  +  c,  -1-  .  .  .4-  c„ , 
/o  =  ^1  ^1  +  ^2  '"a  -+-  •  ■  •  -^  <?«  '•«, 
Jo  —  ^1  '"?  +  ^2  '■i  +  .  .  .  +  c„  ri, 
'  * , 

J  0  *^1  '^  1  ^^  ^2  '  2  ^^  •  •  •  T^  ^«  '  «         » 

et  il  s'agit  de  démontrer  qu'on  peut  tirer  de  ces  équa- 
tions des  valeurs  finies  et  déterminées  pour  Ci^  c^,  ...,  c„, 
en  supposant  distinctes  les  racines  r,,  r^,  . . .,  /'«.  A  cet 
effet,  ajoutons  les  équations  précédentes  après  les  avoir 
multipliées  respectivement  par  les  facteurs 

/g,    /[,   .  .  . ,    /„  _2,    I; 
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on  aura 

en  posant,  pour  abréger, 

A  —  >o.>  0  --    ^1  /o  -*~  ^'?To  H-  •  -  -  -1-  '*'«-27o         -^  Jo         » 

ç)  (  r)  =:  Ào  ^-  /i  r  -t-  )i2  r-  -4-  ...  H-  >„-2  '^"^  -i-  '■""^• 

Supposons  qu'on  veuille  déterminer  c<;  on  disposera 
des  facteurs  indéterminés  À  de  manière  que  l'on  ait 

o(ri)  =  o,     rp'r^'  =  o,...,     <^  >„   —  o,    excepté    f[r^]z=o, 

et  l'équation  précédente  donnera 

_     A 

Les  conditions  par  lesquelles  nous  déterminons  les  fac- 
teurs X  expriment  que  l'équation 

y(r)  =  0 

a  pour  racines  r,,  r2,  •  •  -,  ''«,  excepté  r/.  Mais  l'équa- 
tion caractéristique /■(/•  =  o  a  ces  mêmes  racines,  ri 
comprise.  On  a  donc 

f  r]  ;■"+ Pr"-'-f-.  .  .-^-T^^-  U 

<p[r)= =: ; 

en  effectuant  la  division  dans  le  second  membre  et  éga- 
lant ensuite  de  part  et  d'autre  les  coefficients  des  mêmes 
puissances  de  /•,  on  aura 

V3  =  Q-î-i''V-rr,S 


équations  qui  déterminent  les  fadeurs  ).. 
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L'expression  de  9(/)  devient,  pour  r  =  r/, 

d'où 

A 

ce  qui  est  une  valeur  déterminée,  car  réquationy^(  r )  =  o 
n'avant  pas  de  racines  multiples,  le  diviseury'(r/)  ne 
peut  être  nul.  Ainsi  notre  solution  de  l'équation  diffé- 
rentielle proposée  satisfait  bien  à  la  condition  que  doit 
remplir  l'intégrale  générale. 

737 .  Méthode  de  d'Alembert.  —  Nous  avons  démontré 
plus  haut  que  chaque  racine  de  l'équation  caractéristique 
fournit  autant  d'intégrales  particulières  de  l'équation 
linéaire  correspondante  qu'il  y  a  d'unités  dans  son  degré 
de  multiplicité.  Mais,  sans  recourir  à  ce  théorème,  on 
peut  passer  facilement  du  cas  des  racines  inégales  à  celui 
des  racines  multiples,  en  faisant  usage  d'une  méthode 
due  à  d'Alembert  et  qui  offre  de  précieuses  ressources 
dans  diverses  questions  d'Analyse.  Voici  en  quoi  con- 
siste cette  méthode.  Soient,  comme  à  l'ordinaire, 

(i)  <t>(j)=o 

l'équation  linéaire  proposée  et 

(2)  J{r]  =  o 

l'équation  caractéristique.  Supposons  que  cette  dernière 
équation  n'ait  qu'une  seule  racine  multiple  r,  et  que  le 
-^  degré  de  multiplicité  de  cette  racine  soit  2.  Représen- 
.  tons  par 

(3;  Y(j)-0 

l'équation  linéaire  qui  répond  à  l'équation  caractéristique 

(4)  {r--r,-k)f[r)^ 

h  étant  une  quantité  aussi  petite  que  l'on  voudra. 
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L'équation  (4)  n'ayant  pas  de  racines  multiples,  l'in- 
tégrale générale  de  l'équation  (3)  sera 

jr  =  Cl  e'-i^  -h  C,  eC-.+'O^  +  C3  e^^  -4- .  .  .  +  C„  e  V, 
Mais  on  a 


\  I  1.2 

et  si  Ion  fait 

Ci4-C2  =  Di,     C2/^  =  D2, 

la  valeur  de  y  sera 

j  =  f '•.'■  (  Di -T- D, .r -h Do // -^ -^ . . .  )  4- C3 e'-.^  + . . . -I- C^^^-*; 


D,  el  Do  sont  deux  constantes  arbitraires  qu'il  est  permis 
de  substituera  C,  et  Co.  Maintenant,  si  l'on  fait  décroî- 
tre h  indéfiniment,  l'équation  (3)  coïncidera,  à  la  limite, 
avec  l'équation  (i),  et  en  même  temps  la  précédente 
valeur  de ->'  deviendra 

jr=z   D,  H-Do-r  ;e'•.•^-^C3eV4-.  .  . -+- C„e'-"^, 

ce  qui  s'accorde  avec  le  théorème  du  n"  735. 

Supposons  maintenant  que  l'équation  caractéristique 
de  Téquation  linéaire  ^{j)=  o  ait  trois  racines  égales 
à  /i,"  l'équation  (4)  aura  deux  racines  égales  à  r,  et  une 
racine  7-3,  égale  à  /•,  4-  h;  alors  l'intégrale  générale  de 
l'équation  (3)  sera 

Développant  e^-*"  en  série  el  posant 

D, -^C3  =  E„     Do  +  Cj/z^Eo,     C3  —  =£3, 

1 .2 

il  viendra 

^  ==  (^ E,  +  Ei X -h  E3 x» -I- ^^'' x' 4- .  .  .  ].■  V -t- . . . -f- C„ f -.^ 
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et,  si  l'on  fait  tendre  h  vers  zéro,  on  aura  à  la  limite 

ce  qui  est  l'intégrale  générale  de  la  proposée  dans  le  cas 
d'une  racine  triple  i\ 

En  continuant  ainsi,  on  verra  que,  si  Wi  désigne  le 
degré  de  multiplicité  de  la  racine  i\  ,  l'intégrale  générale 
prendra  la  forme 

P,  étant  un  polynôme  arbitraire  en  x,  du  degré  fZ) —  i; 
et,  en  opérant  de  la  même  manière  sur  les  autres  racines 
multiples  que  peut  avoir  réquationy^(/')  =  o,  on  repro- 
duira d'une  manière  complète  le  résultat  auquel  nous 
sommes  parvenu  au  n°  73o. 

738.  Dans  ce  qui  précède,  nous  n'avons  fait  aucune 
hypothèse  sur  la  nature  des  racines  de  l'équation  carac- 
téristique. Lorsque  les  coefficients  sont  réels,  deux  ra- 
cines imaginaires  conjuguées  introduisent  dans  l'inté- 
grale générale  des  termes  compliqués  d'imaginaires,  et 
il  est  souvent  utile  de  les  ramener  à  la  forme  réelle. 

Soient  /'i  =  a -4- [i  y  —  i,  /'2  =  a — jS  y — 1  deux  ra- 
cines imaginaires  conjuguées  de  l'équation  caractéris- 
tique. Si  ces  racines  sont  simples,  elles  introduiront  dans 
l'intégrale  générale  les  termes 

Cie^(cos6a:-f- v^ —  i  sino.r^  -r-  Cje"  cosoj:  —  y' —  i  sinS.rV 

qu'on  peut  remplacer  par 

(Acosox  -T-  Bsino.r)e*^, 
en  posant 

A  =  C,  —  C>,     B  =   C,  —  C.   v'~' 

On  peut  aussi  poser 

A=^Gcosg',     B=r  — Gsinj^', 
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et  les  deux  termes  que  nous  considérons  seront  rem- 
placés par 

G6'"cos:e.r^-g'), 

G  et  ^  étant  deux  constantes  arbitraires. 

On  voit  immédiatement  que,  si  les  racines  conjuguées 
/•,,  7-2  ont  le  degré  de  multiplicité  i^.,  elles  introduiront 
dans  l'intégrale  générale  les  termes 

e"-^ [Gcos  f  o.r-  -\-  o- )  -h  Gi  .r ces ( 6-»^  -f-  g'i  )  -t- . .  • 

+  G^_,.ri*-icos(6a:  H-  g',,.,  )], 

où  G,  G,, ... ,  G,,_i,  g,  gi,  .  ..,  g^_i  désignent  2fi  con- 
stantes arbitraires. 

Considérons,  par  exemple,  l'équation 

r/-  y 
(i.t:- 

dont  nous  nous  sommes  déjà  occupé  au  n"  703;  l'équa- 
tion caractéristique  est  ici  /•2-f-n*  =  o,  et  l'on  en 
tire  r  =  ±  n  y — i;  l'inlégrale  générale  sera  donc 

j  =Ac().s//.i'  +  I]sin/?.r, 

ou,  si  l'on  veut, 

j=:Gr()s>7.r  -^  g). 

739.  Le  théorème  du  n"  735  est  quelquefois  appli- 
(;ablo  à  des  équations  linéaires  dans  lesquelles  les  coelli- 
cients  ne  sont  pas  tous  constants.  Nous  croyons  devoir 
en  présenter  un  exemple. 

Soit  l'équation  du  quatrième  ordre 

rédiiiitioii  cai'ucléri'^tiqne  est  ici 

Ir—  l'i'-^ir  —  u:]  =  o; 
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elle  a  trois  racines  égales  à  i,  et,  par  conséquent,  on 
satisfera  à  la  proposée  en  posant 

Connaissant  trois  intégrales  particulières,  on  peut  ra- 
mener l'équation  différentielle  au  premier  ordre,  et  par 
conséquent  l'intégrer  complètement  n°732V  Mais  on 
arrive  plus  aisément  au  résultat  demandé  en  employant 
simplement  la  solution 

Regardant  C  comme  variable,  on  trouve  cette  transfor- 
mée en  G  : 

d'*C  d^C 

d^-^^'--^^cûr^  ="° 

Posant 

d^C 

dx^  ' 

il  vient 


\)d.^, 


du         ,             ,                                du 

-       -f-     I  —  X\U^O         ou        r= 

dx        ^            '                              u 

'x 

d'où 

on  a  donc 

dx^   ='''         ' 

et,  en  intégrant  par  la  méthode  du  n°  693, 

'•■T  1 

C  =  cj      [x  —  z)-e-  dz -\- Cq-\- c^x -{- c^x^-^ 

^  0 

l'intégrale  de  l'équation  proposée  est  ainsi 

y  =:  [cq-\- Cix -\- c^x^]e^ -\- ce^  I     [x — z^e^  dz, 

Co,  c,,  C2,  c  étant  quatre  constantes  arbitraires. 
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Des  équations  linéaires  pouruues  d'un  second  membre 
et  à  coejjficients  constants. 

740.  Pour  avoir  l'intégrale  générale  de  l'équation 
linéaire 

(i)  *(j)=V, 

il  suffit,  comme  on  l'a  vu,  de  connaître  une  intégrale 
particulière  sans  constante  arbitraire  et  d'ajouter  cette 
intégrale  à  l'intégrale  générale  de  l'équation  sans  second 
membre 

(2)  ^[y)  —  o. 

Nous  avons  démontré  aun°  7!27  qu'on  obtient  l'intégrale 
particulière  demandée  j  =  X  en  posant 

Dans  cette  formule,  j^jij'ov'JKrt  désignent  «intégrales 
particulières  de  l'équation  (2),  et  9,- (^)  représente  la  fonc- 
tion 

^    f/r       ^    cT-r  ^        f/"--Y       r/^-'r 

(l.r  (l.f^  clr"    -  d.i"     ' 

OÙ  les  coefficients  X  sont  déterminés  de  manière  que  l'on 
ait 

?/(ri)  =  o,   y/fjîj^o,  ...,   rfi'yn)  —  o,   excepte  o,;j,-;=:o. 

Appliquons  ce  résultat  au  cas  où,  les  coefficients  de 
0  r)  étant  constants,  l'équation  caractéristique  n'a  pos 
de  racines  égales.  On  a  icij /=e''-*^et(j>,(j^j  est  le  produit 
de  e''^  par  le  pol}nôme 

qui  doit  s'annuler  quand   on    pose  /•  =  /'(,  /'21  •■•>   fui 
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excepté  77;  il  résulte  de  là  que, /"(/•)  désignant  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  caractéristique,  on  a 

^  r —  /•/ 

et,  pourj)  --J7  ou  /■  --  /■/, 

D'après  cela,  la  formule  (3)  donnera 


Telle  est  la  quantité  qu'il  faut  ajouter  à  l'intégrale  géné- 
rale de  l'équation  (2)  pour  avoir  celle  de  l'équation  (3). 
On  obtient  exactement  la  même  formule  en  appliquant 
la  méthode  de  Gaucby  que  nous  avons  fait  connaître  au 
n"  728. 

Il  ne  serait  pas  difficile  de  déduire  de  la  formule  (4) 
celles  qui  conviennent  aux.  cas  où  l'équation  caractéris- 
tique a  des  racines  multiples;  mais  nous  ne  crovous  pas 
utile  de  développer  cette  analyse.  On  résoudra  lacile- 
ment  la  question,  dans  chaque  cas,  en  faisant  usage  de 
la  formule  (3  ). 

741.  Exemples.  —  i"  Soit  proposé  d'intégrer  l'é- 
quation 

d-y  ;  C         (Ix 

En  considérant  d'abord  l'équation 

cPr         , 

— '-^  —  "  J    =Oi 

S.  —  Cale.  iiit.  35 
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on  a  l'équation  caractéristique /^(/j  =  r^  —  n^  --  o,  d'où 
r  ---  '-!^  n  ;  l'intégrale  générale  est  donc 

Revenons  à  la  proposée  ;  à  cause  def'[r)  =  ar  et  de 

J  r  J       r      djo 

on  a 

__        I     f"'      dx  e"^    r''e-"^rfx       ^-«•^   /"'   e'^'d.r 

ou,  en  mettant  a  au  lieu  de  x  sous  chaque  signe  |  ? 


_-^  n 


n(.r  — a)  n(.r  —  a)   12 


l'intégrale  demandée  sera 

j  —  Cie"^  H-  Cat-n^  -;-  X. 
2"  Considérons  encore  l'équation 

d-  y  dy 

L'équation  privée  du  second  membre  répond  à  l'é- 
quation caractéristique  (/' — n)--=^o,  et  il  en  résulte  les 
deux  intégrales  particulières^)',  =:  e"-^,  y^^^xe"-^  ;  puis, 
en  conservant  les  notations  du  n°  740,  on  a 


e 


Posant  donc 

X  rr:   :r-  C 
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on  aura,  pour  l'intégrale  générale  de  la  proposée, 

C,  et  Co  étant  deux  constantes  arbitraires. 

74â.  Au  lieu  d'appliquer  les  formules  générales,  on 
peut  procéder,  dans  chaque  cas  particulier,  à  une  recher- 
che directe,  en  suivant  la  méthode  par  laquelle  nous 
avons  établi  ces  formules.  Mais  nous  devons  indiquer 
deux  cas  dans  lesquels  on  parvient  immédiatement  à  dé- 
couvrir l'intégrale  particulière  nécessaire  pour  l'évanouis- 
sement du  second  membre  de  l'équation  différentielle. 

1°  Si  le  second  membre  V  est  une  fonction  entière 

V=  AqX'  -+-Aia:'-^  -h  .  .  .-+- A;_ij:  -\-  A/, 
on  posera 

jr  =:z  61q.t'  -t-  ^j x'~^  H-  .  .  .  -f-  rt,_i  .r  -j-  «/, 

et,  en  substituant  dans  l'équation  proposée,  on  aura  i-\-i 
équations  qui  serviront  à  déterminer  les  coefficients  a^^, 
a,,  . ..,  (li. 

2°  Si  le  second  membre  V  a  la  forme 

V=  Acosp:r  H- Bsinf-ij:     ou     Y  ~  Ae''-''^~  -]- Be-v-^yf-^, 

on  posera 

j=^a  cos u..r  -+-  b  sin  il.t     bu     yz=^ae'^^^'~'^  -i-  he~^^  \''~^, 

et  l'on  aura  deux  équations  d'où  l'on  tirera  les  valeurs 
de  a  et  de  b.  Mais  il  faut  remarquer  que  ces  équations 
peuvent  donner  pour  a  elb  des  valeurs  infinies,  et,  dans 
ce  cas,  il  est  nécessaire  de  modifier  la  forme  de  la  valeur 
àe  j.  L'équation  proposée  étant  ^{j)  ^^  V,  on  a,  quel 
que  soit  ^, 

35. 
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d'où,  en  difTcrcn liant  par  rapport  à  ziz  a  \/— T, 

«î"  (rtj:f'=t:^-^v/=ï ;  =:  r/*?-:^-'' \'~  [f  ^±:  y.  ^^)  4-  x/(  :^zu\^^  )] 

D'après  ces  formules,  s\f{—^\^! — i)  n'est  pas  nulle, 
on  pourra  -poser  j=  ae^^'*'~*  -]~  ba~^-^''^'~' ,  ou,  ce  qui 
revient  au  même, 

Y  =  a  cos;7..r  -\-  h  s'niu.-r. 

Si  /"(dry.  y' — i)  est  nulle,  mais  quey'(r=uy' — i)  ne  le 
soit  pas,  on  pourra  poser 

y  z:^  .r'yci  cos  ax  -\-  h  sin  w.r  \ 

et  ainsi  de  suite. 

Considérons,  par  exemple,  l'équation 

---i-^=:COS.; 

on  a  ici 

/(l^av  —  l)  =  —  .f/-  +  1,      f'[  —  u\^  —  I  )  — Cip.  y/— I, 

et,  comme  u.  doit  cire  égal  à  i,  on  de\ra  poser 

y  :i^  x[acosx  +  h  s\njr.), 
d'où 

—  z=  X  [  —  a  sin  J  -H  b  cdsji'  .  -f-  [a  cosx  -r-  h  sinx], 
dx  ' 

-~-z  =  — x[a  cos.r  4-  isinx]  -!-  2  f —  a  siu  r  -f-  b  cosj:   : 
d.i^  ' 

substituant,  on  a 

1  [ —  a  siu.r  -i-  b  cosjTy  — ;  cos:c, 
d'où 

O  :z=0,        b  =1  \\ 
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on  a  donc  l'intégrale  particulière j' 
grale  générale  est 
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X  sin  .1- 

2 

et  Tinté- 

r  =  Cl  smx  -:-  Ccos.r  -; • 


Sur  un  cas  des  équations  lin-aires  réductible  à  celui 
des  coefficients  constants. 

74-3.  Les  équations  linéaires  dont  il  s'agit  ici  ont  la 
forme  suivante, 

où  A, ,  Ao,  .  . .,  Art,  fl  et  Z>  sont  des  constantes,  le  second 
membre  V  étant  une  fonction  quelconque  de  x. 

L'équation  précédente  peut  être  transformée  en  une 
autre  dans  laquelle  les  coelticients  sont  constants;  il 
suffit  pour  cela  de  poser 


et  de  prendre  t  pour  variable  indépendante  au  lieu  de.r. 
On  aura  efTectivement 

f/i"  a        dy 

dx         ax  -^-  b    dt 
<-/2  )  a^  (d-y        flr 


d.r'-         'y^ax  ^  b  ]'-  \  (It-         dt  j 

En  substituant  ces  valeurs  et  en  multipliant  ensuite  par 
{{IX  -f-  l^Y^  on  obtiendra  une  transformée  linéaire  dans 
laquelle  les  coefficients  seront  constants. 

Mais  il  n'est  pas  nécessaire  d'eifectuer  la  transforma- 
tion dont  nous  venons  de  parler  pour  obtenir  l'intégrale 
de  l'équation  proposée.  Si  l'onrcpréscnlc,  pour  abréger, 


(4; 
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par 

(i)  *(r)-v 

celte  équation,  il  suffira  de  connaîtrcrinlégrale  générale 
de  l'équation 

(2)  4'{7)  =  o, 

et  l'on  y  parvient  aisément  de  la  manière  suivante.  Rem- 
plaçonsj)^  par  [ax-'-by  ou  par  e'''"°'''-^+*^  dans  <I'(^  ); 
nous  aurons  un  résultat  de  la  forme 

(3)  -^[{ri-r -^  b)'-]  =  {nx -\- bY-"/{r], 

y(/')étant  unpolvnome  entier  de  dogré«.  Ensuite,  si  l'on 
difTérentie  i  fois  la  formule  (3)  par  rapport  à  /•,  on  aura 

'  «l-  [{n.v  +  byiog'{a.r  H-  0]]  --  («.r  -h  by-" 

et  il  résulte  des  formules  (3)  et  (4)  qu'à  une  racine  /'j 
de  l'équation  cajacléristique 

f{r)  =  0, 

ayant  un  degré  de  multiplicité  égal  à  u,  répondent  ^i  in- 
tégrales particulières  de  l'équation  (2),  savoir  : 

lax  -+-  bVt  locf^x  -4-  b]. 


[ax  -t-  byt  logi*-*(rtx  -+-  h]. 


Il  est  bien  entendu  que,  si  r^  est  imaginaire,  [ax  -.'-  bY^ 
représente  l'expression  e''^^^^^'^^'^''K 

On  connaîtra  donc  de  celle  manière  n  intégrales  par- 
ticulières de  ré(]ualion  (2),  et  l'on  en  déduira,  comme 
on  l'a  vu  précédemmeul,  l'intégrale  générale  de  léqua- 
lion  (i). 
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744.   Exemple.  —  Proposons-nous  d'intégrer  l'équa- 
tion du  deuxième  ordre 

.T^ —  [in  —  I    -T  ^ 1-  «-  r  rn:  O5 

dx-        ^  '      dx  ~ 

qui  rentre  dans  la  classe  de  celles  dont  nous  venons  de 
nous  occuper.  En  posant  j^  r— a:'"  et  supprimant  le  fac- 
teur x'',  on  formera  l'équation  caractéristique 

/■(/•  —  i)  —  [in  —  \)r  -^  li^ -^  Q 
ou 

[r  —  «  j^=  O. 

Les  deux  racines  sont  égales  kn\  on  a  donc  les  deux  in- 
tégrales particulières 

x'^,   x"^  log.r, 

et,  par  conséquent,  l'intégrale  générale  de  la  proposée  est 

j=.r«(CH-C'Iog^;. 

G  et  C  désignant  des  constantes  arbitraires. 

Des  systèmes  d'équations  Uiicaires  simultanées. 

7io.  L'intégration  d'un  système  quelconque  d'équa- 
tions différentielles  simultanées  peut  être  ramenée,  par 
l'élimination  (n°  627),  à  l'intégration  d'une  ou  de  plu- 
sieurs équations  différentielles  qui  ne  renferment  cha- 
cune que  deux  variables.  Il  est  évident  que  ces  dernières 
équations  seront  linéaires  si  les  équations  du  svstème 
proposé  sont  elles-mêmes  linéaires  ;  nous  présenterons 
deux  exemples  de  celle  méthode. 

Soient,  en  premier  lieu,  les  deux  équations  simultanées 

On  tire  de  la  seconde 

dz 
dx 
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d'où,  par  la  différentiation, 

dy  _  (1-  z       dz  ^ 

dx  (l  '-^  (l.r  ' 

substituant  ces  valeursdans  lapremière  équation,  ilvient 
d'-z  dz 

Cette  équation  est  linéaire,  à  cocflîcienls  constants,  et 
l'équation  caractéristique  qui  lui  correspond  est 

(/•+  J-Y^  O; 

son  intégrale  générale  est  donc,  en  désignant  par  C,,  Cj 
deux  constantes, 

et  l'on  a  ensuite 

74G.   Proposons-nous,  en  second  lieu,  d'intégrer  les 
deux  équations  simultanées 


dy  dx 

dt  dl  ^-^                       ' 

dr  (l-  X  ^  dx 

dt  dt^  dt        "^ 


liesolvons  ces  équations  par  rapport  a  j'  et  a  y-;  on  aura 
les  deux  suivantes  : 

d-x           dx        ,             f       dt 
Il  y  --■-  2  — II  -—  -h  1  ^x  -i-  o.  I    , 

dr  d-x        ,,dc^  r^       dt 

En  diirérentiant  lapremière  de  ces  équations  et  en  retran- 
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chant  ensuite  du  résultat  la  deuxième  équation,  il  viendra 


cP  X              cP.r               (I.r.  Q    ['       fit  r 

—r-^ I  O  ——  -4-   20  — "ib-r 


9  r'  f     _  _^ 

^i  S/M-r       ^i 


/' 


-'■'Vdtzzz  —  -  e-'-'  V-:-  -  /  r-'-'  '-^  dt. 


Le  premier  membre  J  {r)  de  Tcqualion  caracLéris tique 
est  ici 

y  r)  =  r'  —  I  o  r-  -h  29  r  —  2G, 
d'où 

f  [r)  =z  3n  —  10  r  -\-  2g; 

d'ailleurs  on  a,  quelle  que  soit  la  fonction  Y, 

rj  dt 

et  Ton  reconnaît  aisément  qu'on  obtiendra  une  intégrale 
particulière  de  l'équation  en  x  en  faisant  la  somme  des 
valeurs  que  prend  l'expression 

quand  on  substitue  à  ;■  les  trois  racines  2,  4-r-S^^, 
4  —  v/3  de  l'équation  caractéristique.  On  aura  ensuite 
l'intégrale  générale  en  ajoutant  la  somme 

où  Cl,  C2,  C3  désignent  des  constantes  arbitraires.  La 
valeur  de  x  étant  connue,  on  aura  celle  de  7- par  Tune 
des  équations  écrites  plus  haut. 

747.  Toutes  les  équations  différentielles  qui  n'ont  pas 
la  forme  linéaire  peuvent  y  être  ramenées  par  l'intro- 
duction de  variables  nouvelles.  Nous  allons  en  donner 
un  exemple.  Considérons  les  trois  équations  différen- 
tielles contenues  dans  la  formule 

,  .  dx.  dy        dz         du 

y  z  u  X 


554  CALCUL    IINTÉGRAL. 

Si  l'on  introduit  une  variable  nouvelle  t  dont  la  difleren- 
tielle  soit  égale  à  chacun  des  rapports  de  la  formule  pré- 
cédente, on  aura  les  quatre  équations  différentielles 

(/x  tir  dz  (lu 

^"'  'dt~'^''      lit  ''       dt~~"''      dt    ~^' 

d'où  l'on  lire,  en  prenant  dt  pour  la  différentielle  con- 
stante, 

d.r  d-X  d'^.r. 

^    '  '  dt  dt^  dt'' 


dt'* 


L'équation  caractéristique  qui  répond  à  l'équation  (4) 
est 

r*  —  I  ^:  G 

et  l'on  en  lire 

r=:=hi,      r^:i-±L\l — I. 

Les  racines  —^ — i  introduiront  dans  l'intégrale  générale 
de  l'équation  (4)  la  partie  Ccos(t  —  /q)»  C  et  ^o  étant 
deux  arbitraires;  quant  à  la  partie  introduite  par  les  ra- 
cines dr  I,  on  peut  la  représenter  par  Ae'"'"  -!-  Be~^'~'*', 
A  et  B  étant  de  nouvelles  arbitraires.  Mais  la  variable  / 
n'est  définie  que  par  sa  différentielle,  et  l'on  peut  écrire  t 
au  lieu  de  t  —  t^;  on  aura  donc,  en  remarquant  que 
j ,  z,  u  sont  déterminés  par  les  équations  (3), 

ar  =  Ac'  -4-  Be-'  +  Cens/, 
^  =  Ae' —  Be—'  —  Csiri^, 
z  —  Ae^-',-  Be-'~  Cens/ 
u—Ae'—  Be-'  -;-  Csinr. 
Si  l'on  pose 

4c*  =  a,     i6AB  =  p,     Iog4A  =  7, 
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on  tirera  des  équations  précédentes 

a  =  (a:  —  2)-  H~  (j  —  u)-, 

S=(.r  +  2)'--(j-f.«)% 

y  —  V 

y  =  \og[x  -'[- j  -f-  3  -1-  «  j  -1-  arc  tang  " : 

ces  équations,  oùa,j3,  y  désignent  trois  constantes  arbi- 
traires, représentent  les  trois  intégrales  du  système  pro- 
posé. 

3Iéthode  de  d' Alemhert  pour  vauiencr  aux  équations 
à  deux  variables  les  systèmes  d'équations  linéaires 
du  premier  ordre, 

lAS.  On  doit  à  d'Alembert  une  méthode  remaixjuable 
pour  ramener  à  des  équations  du  premier  ordre,  à  deux 
variables,  un  système  quelconque  d'équations  dilTéren- 
tielles  linéaires  simultanées.  Nous  supposerons  que  les 
équations  du  système  proposé  aient  été  réduites  au  pre- 
mier ordre,  en  introduisant,  s'il  est  nécessaire,  de  nou- 
velles variables,  comme  nous  l'avons  expliqué  au  n"  615. 

Cas  de  deux  équatioins.  —  Soient  les  équations  li- 
néaires 

(    ^    4-Pjr4-Qz::r.V, 

\  (Ix 

dans  lesquelles  P,  Q,  V,  P' ,  Q',  V  sont  des  fonctions 
données  de  la  variable  indépendante  x.  En  ajoutant  ces 
équations  après  avoir  multiplié  la  seconde  par  un  fac- 
teur indéterminé  ),,  on  a 
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Désignons  par  t  une  nouvelle  variable,  et  posons 

(3)  y-^\zz:=t, 

d'où 

(4) 


cly        ,  <tz 

~ 'r-\  — 

(Ix  d.r 


d.r 


fît 
(Lr 


flY 


Si  l'on  remplace,  clans  réfiualion  (  2),  ■>  et  -—  par  leurd 
valeurs  tirées  des  formules  (3)  et  (4)?  il  viendra 


dt 


!P-;->.P')f  —  3 


d\ 


■1-  ■p^-),P')>. 


|-H>.Q')]= 


V-i-  ).V'. 


On  peut  disposer  du  facteur  indéterminé  X,  de  manière 
que  z  disparaisse  de  cette  équation,  c'est-à-dire  de  ma- 
nière que  Ton  ait 

d\ 


(5) 


dx 


-;-  P'X2  .^  (  p  _  Q'  )  X  _  Q  3-_-,  o, 


et  l'équation  en  t  devient  alors 


(6) 


dt 
dr- 


-.-  (P  +  ).P'l  /--.V  —  Î^V'. 


L'équation  (6)  est  linéaire,  et  l'on  en  tire,  par  l'inté- 
gration, 


ou,  pour  abréger, 

(8) 


/    ^ 


P+XP')  dx 


{V-\-\Y]dx 


]. 


f=F(.r,  ),,  C), 


C  étant  une  constante  arbitraire. 

L'équation  (5),  dont  dépend  X,  n'est  pas  linéaire,  mais 
il  n'est  pas  nécessaire  d'avoir  son  intégrale  générale; 
deux  valeurs  particulières  X, ,  Xo  suffisent.  Elfectivemcnt, 
les  valeurs  de  t  (pii  répondent  à  ces  valeurs  de  X  sont 
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Y  -h  ^1  ^,7  -i-  ^2^;  Téquation  (8)  donnera  donc,  en  écri 
vant  successivement  Ci,  Ca  au  lieu  de  C, 


(9) 


)-  -I-  ),|  z  =_-  F  [x,  ).,,  Cl  ), 

y^l,Z=:F{.r,  ),,,  Co). 

Chacune  des  équations  (lo)  est  une  intégrale  du  système 
proposé. 

749.  La  méthode  de  d'Alembert  fait  connaître  les 
intégrales  des  équations  différentielles  linéaires,  lorsque 
les  coefficients  sont  constants. 

En  effet,  supposons  P,  Q,  P',  Q'  constants.  Si  les 
racines  de  l'équation 

(lo)  P'l''\-  P  —  q']y  —  q  =o 

sont  inégales,  et  qu'on  les  désigne  par  X, ,  Xo,  on  aura  les 
deux  solutions  demandées  de  l'équation  (5)  en  posant 
successivement 

on  a  ici 

et  les  équations  (9)  deviendront 


.-(p- 


-r)iV')./x 


^'^'^'"'Uy-,-i.\'Uu 


Lorsque  Q  est  nul,  l'une  des  racines  Ai,  X2  est  nulle  ; 
dans  ce  cas,  l'une  des  équations  (i  i)  est  l'intégrale  de  la 
première  des  équations  proposées,  laquelle  ne  renferme 
pas  z.  Lorsque  P'=:  o,  l'une  des  racines  de  l'équation  (10) 
est  infinie  ;  ce  cas  est  analogue  à  celui  de   Q  :t=:  o  ;   la 
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deuxième  des  équations  proposées  ne  renferme  pas  i  ,  et 
elle  détermine  z  en  fonction  diÇ.  x\  j  est  donné  ensuite 
par  l'intégration  de  la  première  équation. 

Si  les  deux  racines  de  l'équation  (lo)  sont  égales  entre 
elles,  soit  \x  leur  valeur;  l'équation  (5)  aura  la  forme 

-,- +  P'   ).  —  ).,)2==o     ou      ^ ^ç'dx=za^ 

dx  ^  [A  —  J.i  j- 

ct  l'on  en  lire,  par  l'intégration, 

— —  -T-P'xii-G,     d'où     1  —  li- 

G  étant  une  constanle  arbitraire.  11  suffira  de  donnera  G 
deux  valeurs  particulières  pour  avoir  les  deux  valeurs 
de  X  qui  nous  sont  nécessaires;  en  faisant  G  =  co  ,  puis 
G  =  O;  on  a 

_    /      (P-f-"/J>')rfa: 

et  les  valeurs  correspondantes  de  e      "^"'  sont 


-(l'-»-i,P)r  }_       -{P-)-),P')x 


750.   Il  faut  remarquer  que  les  formules  relatives  au 

cas  particulier  de  )2  -  ^^  peuvent  être  tirées  facilement 

des  formules (i  i),  qui  se  rapportent  au  cas  général.  ElTec- 

tivemenl,  l'égalité  des  racines  X  cessera  d'avoir  lieu  si  l'on 

modifie  convenablement  les  coefficients;   il    suffira    de 

1  •    1  •                  '          •               ''  —  ^1  —  h      .  ,  .   , 

muUq)fier  cette  cfjuation  par  — ^ .  rien  n  emjiecne 

/         A, 

d'admettre  que  P  et  1"  ne  sont  pas  changés,  et  que  la 
modification  porte  seulement  sur  les  coefficients  Q  cl  (^', 
qui  ne  figurent  pas  dans  nos  formules.  Cela  étant,  les 
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intégrales  (11)  pourront  être  représentées  par 

r-\-  ;>,  ^//)z  =  F(j:,  ).,  +  A,  Ci  -h  hC,^), 

en  écrivant  Ci  4-  h  C2  au  lieu  de  Go .  La  seconde  équation 
peut  être  remplacée  par 

_  F(:»:,  À,  -^  h,  C,  -■-  /iC)  -  F(.r,  ).„  C,  ) 

et,  à  la  limite,  pour  h  ==  o,  elle  se  réduit  à 
_  JF  dF 

loi.  Exe:mple.  —  On  demande    d'intégrer  les  deux 
équations  simultanées  déjà  considérées  au  n°  745  : 

dr        o  dz 

~ !-  Jj  -+-  Z  :=  o, V  +  Z  r=  O. 

cLr  d.v 

En  appliquant  la  méthode  de  d'Alemberl,  on  a 


g-.(3-X),  =  „ 

et 

d\        ,. 

On  tire  de  là 

'^^ 
(X-,)^        ^--0, 

d'où 

I 

;-  X  :::-  G,        OU       >  =  I  -'r 

1 

t 

\  — 

G-  x 

On  peut  donc 

faire  ici 

>i=ri,     1^  =  1—-. 

Soient  ti,  ?2  les  valeurs  de  l  qui  répondent  à  ces  valeurs 
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de  ?.,  on  aura 


i^/;  e/.r 


(..-ij.,==o, 


d'où 


Z  C~~ 


7o!2.  Cas  d'u^j  NOMBnE  quelconqie  d'équations.  —  La 
méthode  de  d'Alembert  est  applicable  à  un  système  quel- 
conque d'équations  différentielles  linéaires. 

Soient  les  ii  équations  linéaires  du  premier  ordre 

[  dJ  "^  *"i"'^'  ""  ^'^''""^  '^  ■■•"''  ^''''^"  '^  ^'^' 

r-^  -f-  P'i^'.r.  +  P'/' X,  +  ...-;-  Pif  x„  -^  Vs, 
(I  /  "-^ 


dans  lesquelles  les  coefficients  P|'^  et  les  seconds  mem- 
bres Vy  sont  des  fonctions  données  de  la  variable  indé- 
pendante X.  Ajoutons  ces  équations  après  les  avoir  mul- 
tipliées respectivement  parles  facteurs  indéterminés 

>„  ),.   ...,   ),_„    i; 
faisons  ensuite 

(  1  )  À,  X,  -1-  À,^2  -—.  ..-\-  l„_i  x„_,  -!-  J-„  —  t, 

puis 


[   ),,P-"h-).,PV'  +...H-),„_.P, 


-r  r  1 ^1, 

">     pH)  _(_■),     P'-'-4-  _-  ■)  p("-l    _j_p('' (P, 

/0\         ;     >'|  i  2      ^^  ^2  *^^>      ^^  •  •  •     '      'n-l  ^  2  •     ^1     —   -'■2' 


*!  1  „     ^^  '•»  r„     -T-  .  .  .  -r-  A„_j  1  ,j  T^  *  /j     —   -■•/» 

et 

(4)  >iVi  -:-  >2V, -h  . .  .H-  >„-,V„_,  -:- V„  =  t?, 
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on  aura 

Remplaçons  Xn  par  sa  valeur  tirée  de  la  formule  (2), 
et  profitons  ensuite  de  l'indétermination  des  facteurs  /.. 
pour  faire  disparaître  les  variables  x<,  Xn.  ...,  x,i_t, 
l'équation  précédente  se  réduira  à  la  suivante, 

(5)  £  +  ®.'  =  -^^' 

et  l'on  aura,  pour  déterminer  les  facteurs  1.  les  n  —  i 
équations 


(6) 


^^-.^...-^.  =  0, 


L'équation  (5)  est  linéaire,  et  l'on  en  tire 

(ni        t=e   "'"'  V C  -^ ,/  x„  e"   »  -Çtix 

G  étant  une  constante  arbitraire. 

Les  n — I  équations  (6)  ne  sont  pas  linéaires;  mais  il 
suffit,  pour  notre  objet,  de  connaître  n  systèmes  de  va- 
leurs des  quantités  A,,  X,,  ...,  ^n-ti  satisfaisante  ces 
équations.  Effectivement,  désignons  généralement  par 

Mi)       -,'!}  I?/) 

Aj    ,     A,     ,      .  .   .,     A.j_j 

l'un  quelconque   des  71  systèmes  dont  nous  venons  de 
S.  —  Cale,  int,  36 
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parler,  l'indice  supérieur  i  variant  de  i  h  n.  Désignons 
aussi  par  t'-'^  la  valeur  de  t  que  donne  l'équalion  fy), 
lorsqu'on  attribue  aux  facteurs  X  les  valeurs  A^'^  et 
que  l'on  écrit  C/  au  lieu  de  C,  on  aura  les  n  intégrales 
suivantes  des  équations  différentielles  proposées  : 


(8) 


/j  X]  -r-  /,  -^2  ^^  •  •  •  ^^  '«-1  ■^n— 1  ^^  -^n  —  '^  » 
l^-\r,  -f-  ),^'.r2  +.  .  .  -^  \\fl^.rn-i  +  -r,,  =  ^(*>, 
» 

Aj     .Tj  -T-    /,     "1^2   -I-  ...  -t-   ''/i-l"*^«— 1   ^^  ■*« '^        • 


De  ces  équations  (8)  on  tire,  pour  x,,Xo,  ...,  x,f> 
des  valeurs  de  la  forme 


(9) 


x^  =  T'/'i(»)  -4-  Tf  ^(2)  +  ..._,_  T,"'^«), 
—  T'"zO)_i_  T'2'/;2) -H         _(_T  "'/("). 


les  coefficients  T  étant  des  fonctions  des  À. 

Soient  X,-  la  valeur  que  prend  Xi  quand  on  donne  la 
valeur  zéro  aux  constantes  C|,  C2,  . . .,  C„;  Zi  la  valeur 
que  prend  la  même  fonction  Xi  quand  on  suppose  nuls 
les  seconds  membres  V,,  Vo,  ..,  V„  des  équations 
proposées;  il  est  évident  que  les  équations  (9)  devien- 
dront 

.Tl=Xi-|-Z,,         J'2=X2-f-"2,  ....        X„  ^r  X„  -f-  Z„, 

ce  qui  exprime  la  proposition  suivante  : 

Les  valeurs  de  x^,  x-2,  . . .,  x„  (jui  constituent  le  sys- 
tème intcgidl  du  sj  sterne  dijj'êrentiel  (i)  peuvent  être 
obtenues  en  ajoutant  les  l'aleurs  X,,  Xo,  . . .,  X„,  qui 
constituent  une  première  solution  sans  constantes  arbi- 
traires, aux  valeurs  respectives  de  Xf,  x^,  .. .,  x,i,  gui 
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constituent  le  sjstènie  intégral  du  système  (i),  après  la 
su/'pression  des  seconds  membres. 

7o3.  Lorsque  les  coeflicients  des  équations  proposées 
sont  constants,  il  existe  en  général  n  systèmes  de  valeurs 
des  indéterminées  À,  qui  se  réduisent  à  des  constantes. 
En  effet,  supposons  X, ,  Xo,  •••»  ^•n-\  constantes;  les  équa- 
tions \^6 j  deviendront 

'■l  -^t  ,  -^  n—\   "  » 

7,1     ~     /o  ),„_,     "~      I 

Si  donc  on  désigne  par  p  la  valeur  des  rapports  con- 
tenus dans  cette  formule,  on  aura,  en  remettant  au  lieu 
de  ti*,,  ^o,  ....  ^„  leurs  valeurs  (3), 


pi« 


ne; 
'  1 

p.," 


o, 


('o)  j  _; ;.:...;. 

L'élimination  de  ).),  Xo,  . . .,  X„_,  entre  ces  équations 
conduit  à  une  équation  finale 

(il)  r(p)  =  o 

du  degré  7i  par  rapport  à  p,  et  dont  le  premier  membre 
n'est  autre  chose  que  le  déterminant 

ni: ,       p"2;  p;«-i)      p(«) 

i  ^  o      ir  I  ...  X-  j  i-  j 

P\}^  P,2'  — 0      ...  P'"-i'     P''»' 


PL-' 


p(«). 


A  chaque  racine  p  de  l'équation  (ii)  répondent  des 
valeurs  déterminées  de  ^n,  /o?  •••>  ^«-i  iburnies  j)ar 
/i  —  I  des  «  équations  (lo).  Si  donc  les  racines  de  l'équa- 
tion (ii)  sont  inégales,  on  connaîtra  par  ce  inoven  les 
systèmes  de  facteurs  À  qui  nous  sont  nécessaires;  la  for- 

36. 
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mule  (7),  qui  détermine  les  seconds  membres  des  intc- 
craies  (8j,  devient  ici 

Lorsque  l'équation  (11)  a  des  racines  égales,  la  mé- 
thode précédente  ne  donne  pas  Ji  intégrales  distinctes; 
mais  on  peut  employer,  pour  compléter  le  nombre  des 
intégrales,  un  procédé  analogue  à  celui  dont  nous  avons 
fait  usage  dans  le  cas  de  deux  équations. 

Intégralion  d'un  sjstème  d'cc/uatioJis  pouivucs  da 
seconds  membres^  dans  le  cas  où  l'on  connaît  les 
intégT'ales  des  mêmes  équations  pi'ivècs  de  seconds 
membres. 

Toi.  Les  propriétés  établies  aux  n°'723  et  suivants  à 
l'égard  des  équations  linéaires  à  deux  vai'iables  sans 
seconds  membres  s'étendent  d'elles-mêmes  aux  systèmes 
formés  d'un  nombre  quelconque  d'équations.  En  outre, 
quand  on  connaît  les  intégrales  d'un  système  d'équations 
linéaires  sans  seconds  membres,  il  est  facile  d'en  con- 
clure les  intégrales  des  mêmes  équations  din'crcntielles 
pourvues  de  seconds  membres,  soit  par  la  mélliotle  de 
Cauchy  (n''  728),  soit  par  la  méthode  de  la  variation  des 
arbitraires.  Nous  ferons  usage  de  cette  dei-nière  méthode. 

Considérons,  comme  au  n"  752,  les  //  reptations 

f}  r 

clx 


J    d.r 


\   dx 


P'2)-r     _i     P'2)~     _•_  _•      p!2'r      V- 

pinlj.     -1-  P'")j-.   -'^  -i_   p  "'  r-      — V 
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«t  supposons  que  l'on  connaisse  n  systèmes  d'intégrales 
particulières  relatives  au  cas  où  les  seconds  membres 

sont  nuls,  savoir 

_(i)     ~(i)  ~(i) 


.(n)  i.n)  An) 


il  est  évident  qu'on  satisfera  aux  mêmes  équations  sans 
seconds  membres  en  posant 


M 


■^j  ^l^^ï      ~^  ^2*^1""    "•"  ■   •  •  ~r~  ^n^\ 


1      5 


et,  si  l'on  regarde  les  arbitraires  G  comme  variables, 
on  pourra  considérer  les  équations  (2)  comme  repré- 
sentant les  intégrales  du  système  (i);  cette  manière  de 
procéder  n'est  autre  chose  qu'un  changement  de  varia- 
bles, comme  nous  l'avons  déjà  remarqué. 

La  substitution  des  valeurs  12)  de  x^,  x^,  ...,  x,i 
dans  les  équations  i j  donnera,  après  les  réductions  qui 
résultent  de  notre  hypothèse, 


-'"  -    _i-    r-  2'   :   _l_  _J_    -r'ra) 


(/x  du 


'^  —  V 


_,       ,         .  ,  c/C,     ^/C,  , 

Ces  équations  donneront  pour  ——5  — — '>    ...    des  va- 

leurs  déterminées  tant  que   les  équations  (2)  seront, 
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dans  l'hypothèse  des  arbitraires  constantes,  les  inté- 
grales générales  des  équations  (i)  privées  de  leurs  se- 
conds membres.  On  aura  donc 

X),  Xo,  ...,  X„  étant  des  fonctions  connues  de  x.  On 
tire  de  là 


C,  =  c,  + 


(s; 


■    f    X.r/.r, 
<    > 


Cif  Co,  . ..,  Cn  étant  des  constantes  arbitraires. 

filtre  méthode  pour  la  recherche  des  intégrales  dans 
le  cas  des  coefficients  constants. 

753.  Au  lieu  d'employer  la  méthode  de  d'Alembert, 
dans  le  cas  des  coefficients  constants,  on  peut  procéder 
à  l'intégration  en  appliquant  le  procédé  qui  nous  a  déjà 
servi  dans  le  cas  d'une  équation  linéaire  à  deux  variables. 

Soient  les  n  écjualions  sans  seconds  membres 


dx 
,lx, 


^  4-P/'x, -HP,>'xi,4-...H-P„'  x,.=o, 


-f-  P',^'./-,  +  V^'X^  ^-.  .      -f-  P,^.r„  :^:0, 


1^H_  p  ".^-,  +  p.^-x,  -i-.  .  .-+-  P-  .r„  =  o, 
cix 


dans  lesquelles  les  coefficients  P  sont  conslanls.  Posons 
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et  substituons  ces  valeurs  dans  les    équations  (i  ;  on 
aura,  après  la  suppression  du  facteur  e~f^, 


i3; 


Ces  équations  sont  de  même  forme  que  les  équa- 
tions (10  du  n°  7o3,  et  elles  conduisent  à  la  même 
équation  en  p  du  degré  n,  par  l'élimination  des  indéter- 
minées l^,  'À2,  ...  ;  à  chaque  racine  p  de  cette  équation 

(4)  F(p'  =  o 

répondront  en  général  des  valeurs  déterminées  de  X|, 

Xo.  .  .  .,  ^n-i- 

Si  l'équation  (4)  a  tz  racines  distinctes,  on  formera 
de  cette  manière  n  systèmes  d'intégrales  particulières 
au  moyen  des  équations  (2).  Soient 

Pi,    p2<     '  ■  -,    pn 

les  n  racines  p, 

A,-      ,     Aj      ,       .   .   .,     A^ 

les  valeurs  correspondantes  de  /.,  et 
Cl,   Cg,    .  .  ■ ,   L^ 

/z  constantes  arbitraires;  les  intégrales  du  système  pro- 
posé seront 

^^'   \ ^ 

Il  serait  aisé  de  trouver,  dans  chaque  cas,  les  modifîca- 
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lions  que  doivent  subir  ces  formules  lorsque  quelques- 
unes  des  racines  p  deviennent  égales  entre  elles;  ce  que 
nous  avons  dit  au  n°  750  nous  paraît  suffisant,  et  nous 
n'insisterons  pas  davantage  sur  ce  point. 

Sur  une  classe  d'équations  différentielles  linéaires. 

756.  Nous  croyons  devoir  faire  connaître,  en  termi- 
nant ce  Chapitre,  un  résultat  remarquable  obtenu  par 
Jacobi,  et  qui  se  rapporte  à  la  théorie  qui  nous  occupe. 

Considérons  un  système  de  n  équations  dilférenlielles 
quelconques  entre  une  variable  indépendante  x  et  //  va- 
riables dépendantes  x^,  Xo,  .  •  .. ,  x^.  Représentons  par 

x'i  la  dérivée  -r-'  et  par 

(i)  F,  =:o,     ¥^—o,     ...,     F„  =  o 

les  équations  difl'érentielles  proposées  Fi,  Fo,  ...,  F^ 
sont  des  fonctions  quelconques  de  x,  de  x,,  X2.  . . .,  Xn 
et  des  dérivées  x\,  x'^,  . . .,  a:'„. 

Supposons  que  l'on  connaisse  les  intégrales  générales 
du  système  (i)  et  que  ces  intégrales  soient  résolues  par 
rapport  à  x,,  Xo,  •  •  • ,  x,i',  représentons-les  par 

X(,  Xo,  ...,  X,,  étant  des  fonctions  de  x  et  de  n  con- 
stantes arbitraires  «.,,  «o,  ...,  a„. 

Si  l'on  porte  les  valeurs  (2)  dans  les  équations  (i), 
celles-ci  deviendront  identiques,  et  l'on  en  conclura  de 
nouvelles  identités  par  la  dinférentiation  relative  aux 
arbitraires.  DilTérentions,  par  exemple,  l'équation 
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par  rapport  à  l'arbitraire  a./;  on  aura 

\dr^  dâ^  "^  ôx\  da.J    '   '  '  '  ~^  ^Jj:^^  c)a^     '    âx'„  ûa^j 
équation  identique  après  la  substitution  des  valeurs  (2). 

d  — 

Or— ^'  est  éffale  à  — r — ^:  si  donc  on  représente  par 

da^  ^  dx  ^  ^ 

TT(A-)        V'*' 

^  i     '     '  t 

à^i    dYi         ,    ,        ,     .      . 
les  valeurs  que  prennent  -r — -j  -r— r  après  Ja  substitution 

Oxff     Ox  j. 

des  valeurs  (2),  nous  aurons  l'identité 

\^'     ôa.,  '^^'       ôx     /    '   ■-•       \    '     da^ 

Cela  posé,  considérons  les  n  équations  linéaires  simul- 
tanées 

(xj,.,,.^v...^)+...^(ur...-vrê)=o. 

(4,  ;(«-"^-n"Ê)— («."'^'.-n'-è) 


dz„\ 

o. 


dans  lesquelles  Zi ,  z^.--.,  Zn  désignent  des  fonctions  in- 
connues, et  où  lesquantitésU,  V  sont,  comme  on  vient  de 
le  voir,  des  fonctions  données  de  jc  et  de  «  constantes  aj, 
a», ...,  a^.A  cause  de  l'identité  (3),  qui  a  lieu  quel  que 
soit  7,  les  équations  (4)  sont  satisfaites  quand  on  pose 

Zi  =  -; —  '       ^2  ^=  "i —  '       *  *  *  '      ^«  —  Ti —  j 
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donc  les  intégrales  générales  du  système  (4)  seront 


(5! 


Cl,  Co^  '  •  •  ■,  C,i  désignant  n  constantes  arbitraires. 

Ainsi  tout  système  d'équations  différentielles  simulta- 
nées dont  les  intégrales  sont  connues  conduit  à  un  sys- 
tème d'équations  diff'érenliellcs  linéaires  à  coeflicients 
variabK's,  dont  les  intégrales  s'obtiennent  parde  simples 
dillérentialions. 


v2  =  Cl 

ôa^           "^   ôa.2 

..-!-C„y-', 

.  H-  L„  -        5 

2;i=Ci 
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CHAPITRE  X. 

DE  L'INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 
PAR  LES  SÉRIES  OU  PAR  LES  INTÉGRALES  DÉFINIES. 


Emploi  des  formules  de  Tajlor  et  de  Maclaurin. 

757.  L'Analyse  mathématique  n'étant  en  possession 
d'aucune  méthode  générale  pour  l'intégration  des  équa- 
tions différentielles,  on  a  dû  recourir,  dans  les  appli- 
cations, aux  méthodes  d'approximation  fondées  sur 
l'emploi  des  séries.  Mais  ces  méthodes  elles-mêmes  sont 
difficilement  praticables  dans  le  cas  des  équations  non 
linéaires,  à  moins  qu'on  ne  puisse  se  borner  à  un  très- 
petit  nombre  de  termes.  Nous  nous  proposons,  dans  ce 
Chapitre,  de  donner  une  idée  des  procédés  en  usage  pour 
effectuer  l'intégration  par  les  séries. 

Celui  qui  s'offre  le  premier  consiste  dans  l'emploi  des 
formules  de  Taylor  et  de  Maclaurin.  Nous  avons  déjà 
fait  usage  de  la  formule  de  Taylor  pour  établir  l'existence 
des  équations  intégrales  ;  on  peut  lui  substituer  la  for- 
mule de  Maclaurin,  qui  conduit  souvent  à  des  résultats 
plus  simples,  mais  qui  ne  fait  pas  toujours  connaître  l'in- 
tégrale générale  demandée.  C'est  ce  que  l'on  va  voir  dans 
l'exemple  suivant. 

7o8.   Considérons  l'équation  du  deuxième  ordre 


,  .,  M — m- y  =  o, 


d^y        in  dy 

I  -7—  M — 

'  dx^  .T    dx 

qu'on  rencontre  dans  diverses  questions  de  Physique  ma- 
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thématique,  et  dans   laquelle  n  et  m-  désignent  deux 
nombres  réels  donnés  positifs  ou  négatifs. 

Multiplions  Téquation  (i )  parx  et  différentions  ensuite 
p.  —  I  fois;  on  aura 


(3; 


/   r    d^+^Y        ,  V  d'-y']  d^Y 


Pour  a:  ^=  o,  les  équations  (2)  et  (3)  donnent 

dv  d'^Y         ,  d^~'^Y 

^^'      dr  '       ^  ^  '  dxV-  ^  ^  '         d.ry--^  ' 

dans  le  cas  de  [x^^  2,  cette  dernière  équation  est 

d^Y 

(5)  (^""^'^  ^  =m^y' 

On  voit  que,  si  2/^  n'est  pas  un  enliernégatif,  les  dérivées 
de  j'  des  ordres  impairs  sont  nulles,  et  que  les  dérivées 
des  ordres  pairs  sont  données  par  la  formule 

d^iy  1,3.5.  ..f2/  —  l) 


dx'-'         (2/2-1-1  ;(2/i-f-3j...;2«H-2/  —  1] 

Si  donc  on  désigne  par  C  la  valeur  de  y  qui  répond  à 
a:  =  o,  la  formule  deMaclaurin  donnera  cette  intégrale 
particulière  de  l'équation  (i) 


j^  =  c[. 


/7?-.r-  m'' .r'* 


2.    2«-;-IJ     '     2.4    2« -r  I      2/2  -.-  3  ) 
l  2..^.ij[2/i  -7-1       2/2-;-3       2«-i-î)         '     *      *J' 

La  formule  (6)  est  illusoire  lorsque  2/2  est  égal  a  un 
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entier  impair  négatif;  mais,  ce  cas  étant  mis  de  cùté,  la 
série  qui  figure  dans  le  second  membre  est  convergente 
quel  que  soit  x,  car  le  rapport  du  terme  de  rang  i  -1-  i  au 
terme  de  rang  i,  savoir 


•2,1     ■J./l   -r-  2.1  1  y 

tend  vers  zéro,  quand  i  augmente  indéfiniment. 

759.  Examinons  le  cas  oîi  2.n  est  égal  à  un  entier 
négatif.  Si  cet  entier  est  impair,  on  voit,  parla  seconde 
des  formules  (4),  que  les  dérivées  de  y  des  ordres  im- 
pairs sontnullespour  07=  o,  comme  dans  le  cas  général. 

La  même  formule  montre  que  l'on  a       ^_j  =  o   pour 
lj.  =  i  —  2/z,  et  par  conséquent 


cP-Y  _  d-^--"  Y 

dx'^  '       '     '      dx' 


J=^o,      :73=0,      .0=,      :■_,_,,,  ^o; 


d^—-"Y 
la  dérivée    ,  ,   „    est  arbitraire,  mais  toutes  celles   des 
dx^~^"' 

ordres  pairs  suivants  sont  déterminées   en  même  temps 

qu'elle.    D'après  cela,  si  l'on  désigne  par  Ci  la  valeur 

arbitraire  de 


1.2.3.  .  .1  —  2 «     dx^~'^"- 
pour  jc  =  o,  la  formule  de  Maclaurin  donnera 

,'            /-,      .    o    r               w'.r^                                 m'*r'* 
J  =  Cl  .r»-2''      I  -; .- ,  ^ y— ^,- 

,   .   1  [_         2-1^3  —  in]        2,4(3  —  in\\p — in) 


\1)\ 


2.4.b^3  —  2/i  1^5  —  2/z  :  ■- 


Si  2  7Z  est  un  entier  pair  négatif,  les  dérivées  de  j^  des 
ordres  impairs  s'annulent  pour  x  =  o,  d'après  les  for- 
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mules  (4),  jusqu'à  celle  dont  l'ordre  est  — r  —  in.  La 

valeur  de  la  dérivée   ,  ,   „    peut  être  choisie  arbitraire- 

ment  comme  dans  le  cas  précédent,  et  les  dérivées  des 
ordres  impairs  qui  suivent  sont  alors  déterminées. 
D'ailleurs,  la  valeur  de  j  qui  répond  -a  x  ■=  o  est  arbi- 
traire, dans  le  cas  actuel,  et  elle  détermine  les  valeurs 
des  dérivées  des  ordres  pairs.  Donc  la  formule  de 
Maclaurin  donne  ici  une  solution  qui  renferme  deux  con- 
stantes arbitraires  et  que  l'on  forme  évidemment  en  fai- 
sant la  somme  des  séries  contenues  dans  les  formules  (6) 
et  [j).  Cette  solution  est  l'intégrale  générale^  on  l'ob- 
tiendrait, dans  tous  les  cas,  par  la  formule  de  Taylor, 
dont  les  coefficients  peuvent  être  calculés  au  mo^'cn 
des  formules  (a)  et  (3);  mais  le  résultat  est  compliqué, 
et  il  n'y  a  aucun  intérêt  à  en  effectuer  le  calcul. 

Changement  de  variable  combiné  avec  l'emploi  de  la 
formule  de  Maclaurin. 

760.   Nous  avons  obtenu  au  numéro  précédent  une 
intégrale  particulière  de  l'équation 

,   .  d-y        in  (ly  „ 

i)  -—-H m-y  =  o. 

di^  X    d.r 

Pour  avoir  l'intégrale  générale,  il  faudrait  connaître 
une  deuxième  intégrale  particulière,  et,  comme  celle-ci 
n'est  pas  généralement  dévcloppable  par  la  formule  de 
Maclaurin,  il  est  naturel  d'examiner  si  un  changement 
de  variables  ne  permeltrait  pas  l'emploi  de  cette  formule. 
A  cctcircl,  nous  poserons 

[i  étant  un  exposant  indéterminé  et  z  une  variable  nou- 
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velle.  La  différentiation  donne 
cl  y  dz 

-—^^x'^- — :-  u.x'f-~^  z^ 

clx  dx        ' 

-7—;-  =  X''-  — — ;  -i-  n  u.X''-~^ '-  'j.    u.  —  I   x'^~-z. 

ax-  dx-  '  dx         '     ' 

Portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (i)  et  divisant  ensuite 
par  xi*,  il  vient 


3| 


dH 
dx- 


j.n  -^  lu.  dz         y  uJ  lin  -^  u.  —  i  , 

h      '■ ^ .7/- 

X  dx        L  •''" 


Cette  équation  aura  la  même  forme  que  la  proposée  si 
l'on  fait 

fi  =  l  —  2  /?  ; 

la  transformée  devient,  en  effet, 


d-z         21  —  n     dz 


— m-  Zz=:0, 


dx-  X  dx 

et  elle  se  déduit  de  l'équation  (i  )  en  changeant  n  en  i  — n 
et  en  écrivant  z  au  lieu  de  j>^  ;  on  ramène  ainsi  le  cas  de  n 
négatif  à  celui  de  n  positif.  Il  est  évident,  d'après  cela, 
qu'on  obtiendra  une  nouvelle  intégrale  particulière  de 
l'équation  (i)  en  changeant  /z  en  i  —  n  dans  celle  qui  a 
été  obtenue  au  numéro  précédent  et  en  multipliant  en- 
suite par  x'~-". 

Avec  les  deux  intégrales  particulières,  on  formera 
l'intégrale  générale  de  la  proposée,  déjà  obtenue  dans 
le  cas  où  2  7Z  est  un  entier  pair  négatif,  savoir 

'  ^  r  m^  X-  m*  x*  "1 

7z=c   iH ^^ ^ ^4-... 


C'x 


2    2  «  H-  I  j 


1— 2/i 


[_         2    3  —  nn         2.  f  3  —  nn  ^5  —  in 
C  et  G'  étant  deux  constantes  arbitraires.  Toutefois,  il 


•]• 
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faut  excepter  le  cas  où  2/1  est  un  entier  impair  positif 
ou  négatif.  Si  l'on  a  2/z  =  i,  les  deux  intégrales  particu- 
lières coïncident  entre  elles,  et  si  2  /z  est  un  entier  impair 
autre  que  -h  i ,  l'unedes  deux  intégrales  devient  illusoire. 
Nous  reviendrons  plus  loin  sur  ce  cas  d'exception. 

761.  11  convient  de  remarquer  le  cas  de  «  =  i  ;  on 
détermine  aisément  les  sommes  des  deux  séries  qui  expri- 
ment les  intégrales  particulières.  Dans  le  cas  dont  il  s'a- 
git, la  formule  (3)  devient,  en  écrivant  Giii  au  lieu  de  G, 


J=  - 


///  X         m'  .r" 


^    \     I  1.2.3 


^(' 


1  .2 


OU 


__  C  <?'"^ 


I . 

1 . 

3.4. 

,5 

m^x' 

-1-.^ 

) 

1.2.3 

•4 

c 

e'nx  _^  ç- 

mx 

' 

5 

on  peut  écrire  aussi,  en  désignant  par  A  et  B  deux  con- 
stantes arbitraires, 

La  transformation  que  nous  avons  exécutée  au  numéro 
précédent  conduit  immédiatement  à  ce  résultat.  EfFccti- 
vement;  dans  le  cas  de  /z  =  i,  l'équation  (2)  se  réduit  à 

ârz 

-—-„  —  m-  z  =  o, 

d.r- 

et  son  intégrale  générale  est 

on  en  conclut  immédiatement  la  valeur  de  y  que  nous 
venons  d'obtenir. 
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Sim^  estnégatif  et  que  l'on  fasse  m- =  — u^,  l'intégrale 
de  la  proposée  devra  être  écrite  sous  la  forme 

C  sin  t/..r  H-  C  cos  y.. r 


7  = 


Emploi  de  la  méthode  des  coefficients  indéterm,inés. 

762.  Au  lieu  de  faire  usage  de  la  formule  de  Maclaurin, 
on  peut  employer  avec  avantage  la  méthode  des  coeffi- 
cients indéterminés,  qui  comporte  une  généralité  plus 
grande. 

Reprenons  l'équation 

d^y        nn  dy 

que  nous  avons  déjà  considérée,  et  essayons  d'y  satisfaire 
en  posant 

(  2)  y  =:  A^"  -t-  B.r®  +  Grï  -I-  \i.v^  H-  .  .  .  , 

or,  ê,  y,  c^,  . . .  étant  des  exposants  croissants.  On  tire 
de  la  formule  (2) 

(    ^  =  Aax^— '  +  BS.r^->  +  Cvxï-'  + .  . .  , 
\    dx 

(3)     ^^,  . 

f   V^  =Aai'a  — i]^«-2-f-Be(g  — i).r«-2_!- 

V  djc^ 

En  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (i),  il  vient 

A[a'a  -\-  nn  —  i  '  .r°'"~^ —  /»-,r"] 
-f-B[Ç;Ç  H-  111  —  \    .1^---  nrx'^]-^  .  .  .  — o, 

ce  qui  doit  se  réduire  à  une  identité.  Le  plus  petit  expo- 
sant  de  x  dans  cette  formule  est  a  —  2,  et  pour  que  le 
terme  de  ce  décoré  disparaisse  il  faut  que  l'on  ait 

'x:=^0      nu      a  =  I  —  2/z. 
S.  —  Cale.  int.  87 
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Parmi  les  termes  qui  restent,  ceux  qui  ont  le  moindre 
degré  sont  ceux  qui  contiennent  les  facteurs  x",  x®~^. 
On  ne  peut  avoir  6 —  2^  a,  car  il  faudrait  que  l'on  eût 
A=  o,  hypothèse  à  rejeter.  Donc  on  a 

ê  —  2=:a       OU       6  —  1  <^«. 

Si  l'on  admet  la  seconde  hypothèse,  il  faudra  que  l'on  ait 

6  (  S  H-  2  «  —  I  )  =  o, 

c'est-à-dire 

ê=:o     ou     ç  =  i  —  in. 

Cela  n'est  admissible  que  si  l'on  a  pris  pour  a  la  plus  pe- 
tite des  deux  valeurs  0,1  —  0.71;  alors  on  peut  prendre 
pour  6  la  plus  grande  des  deux  mêmes  valeurs.  Mais,  si 
l'on  a  choisi  pour  oc  la  plus  grande  des  valeurs  o,  1  —  2  w, 
il  faudra  faille  6=  a  -f-  2. 

Supposons  que  a  et  6  aient  reçu  les  valeurs  o  et  i  —  2  /?  ; 
comme  y  ne  peut  avoir  l'une  de  ces  valeurs,  il  faudra  (pie 
l'on  ait  y  =  a  4-  2,  puis  d  =  ë  -h  2,  et  ainsi  de  suite. 
Ces  exposants  étant  connus,  on  déterminera  immédiate- 
ment les  coefficients. 

Mais  il  est  plus  simple  d'employer  successivement  les 
valeurs  a  =  o,  a  =  i  —  2«,  et  de  supposer 

ê  =  a  -I-  2,      y  zzr  ê  -4-  2,      â  =  y  -^  1,       .... 

Ainsi  l'on  fera  dabord 

a  =  o,     6  =  2,     <y  ^  4>     ^  =  6,      ..., 

et,  en  écrivant  que  les  termes  du  même  degré  en  x  dispa- 
raissent, on  trouvera 

B  = r»     C=-p-, —■>      I>  =  2-7 Fl»    •••• 

2[2«-ï-Ij  ^^nn  ■+■  ô)  o(2//-t-5) 
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Faisant  ensuite 

a=l  —  2.n,        ê^=3  2/Z,       7  =  5  9.72,         ,,., 

et  opérant  de  la  même  manière,  on  aura 


.     C=^y^ — ,,    D 


2(3  —  9.n)  4(5  —  2«)  6(7 


Donc,  en  supposant  dans  l'un  et  l'autre  cas  A=:  i,  on  a 
ces  deux  intégrales  particulières 


2  ,^  2  «  +  I  )  2  .  4  i  2  «  -+-  I  )  (  2  «  4-  3  )  '  *  '  ' 

2(3 —  2«)  2.4(3 — 2«j(5  —  2«)         ■••J' 

d'où  l'on  conclut  l'intégrale  générale  déjà  obtenue  au 
n*^  760, 

jr  =  Cji  -h  C'j)-2, 

en  exceptant  toutefois  le  cas  où  ^n  est  un  entier  impair 
positif  ou  négatif. 

763.  Il  nous  faut  examiner  ici  ce  cas  particulier  où  27i 
est  un  entier  impair.  Comme  l'hypothèse  de  n  négatif 
se  ramène  à  celle  de  n  positif,  ainsi  qu'on  l'a  vu  plus 
haut,  nous  supposerons 

2  «  ^  2  V  -I-  I  , 

V  étant  un  entier  nul   ou  positif.    L'équation  proposée 
devient  alors 

d-j        2  V  -I-  I  dr 

3-?  -f i /w^  V  =  o, 

dx-  X       dx 

et  nous  n'en  connaissons  qu'une  intégrale  particulière, 


.>  1  =  i 


2(2v-i-2J  2.4(2>  -f-  2)1  2V  -4-4] 

■61. 
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Si  l'on  emploie  cette  valeur  de j,,    Tintcgralc  générale 
de  l'équation  proposée  sera  représentée  (n°  733)  par 


jz=Cj,  +  G 


C,  G'  étant  deux  constantes  arbitraires  et  Xo  une  valeur 
initiale  quelconque  de  x.  En   opérant  sur  la   fonction 

—z — - — -    comme  s'il  s'agissait  d'une  fraction  rationnelle, 

on  pourra  lui  donner  la  forme 

-  7 


Y  étant  une  fonction  qui  reste  finie  pour  a:  =  o.  Par  suite, 


on  aura 

r/.r  P 


Glog.r+V, 


P  désignant  un  polynôme  du  degré  2V,  G  une  constante 
etV  une  Ibnction  qui  reste  finie  pour  x  =  o.  Il  résulte  de 
là  que  l'équation  proposée  a  nécessairement  une  inté- 


grale de  la  forme 


J  =  Ji  (  -T.   +  G  logx  )  -f-  z, 


z  étant  une  fonction  qui  reste  finie  pour  x  =  o.  Il  est  donc 
naturel  d'employer  la  substitution  qu'exprime  la  formule 
précédente  et  d'appliquer  la  formule  de  Maclaurin  ou 
celle  des  coefficients  indéterminés  à  l'écjualion  transfor- 
mée en  z  ;  celle-ci  ne  différera  de  la  proposée  que  par  un 
second  membre  introduit  par  la  substitution. 

701.  Nous  nous  bornerons  à  développer  le  calcul  du 
cas  le  plus  simple,  celui  de  v  =  o.  L'équalion  proposée 

est  alors 

rPr        I  rh- 
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et  l'inlégrale  particulière  connue  est 

?!i-j:-         m'^.v'*  m^.T^ 

1-  2-4-  2^.4   .0^ 

OU 


[  =  1 


r.4-^ 


Le  polynôme  désigné  par  P  se  réduit  ici  à  une  con- 
stante, et  le  produit  Pj^,  peut  être  confondu  dans  z\  il 
est  évident  d'ailleurs  qu'il  est  permis  de  faire  G  =  i ,  et 
nous  devons  poser  en  conséquence 

y  =Jilog.r  H-3, 
d'où 

dx         dx  X         dx 

d-y       d-y,  ,  2  c/)-,        r,        d^z 

-j-^^-j-r  log^  H 7^  - -4  +  :r^» 

ax-         (Ix  .r.    ax         x'        cLz- 

et,  en  portant  ces  valeurs  dans  la  proposée,  on  obtient 
la  transformée 

f/-z        \   dz  .  1  dy, 

-_  +  -  —  _  m^z= y". 

ax'        X  (Ix  X   dx 

Posons 

z  =:  «g  +  (7i  jc^  -I-  aj-'"*  -^-  •  •  •  4-  «/-î"^'  4- .  .  . 

et  désignons,  pour  abréger,  par 

Ao  -I-  Ai-r^  -(-  Aa^;*  +  .  .  .  H-  A,.r^'  + .  .  . 

la  valeur  de  j'i;  substituons  les  valeurs  de  z  etdej^,  dans 
l'équation  différentielle  et  égalons  les  coefficients  des 
mêmes  puissances  de  x  dans  les  deux  membres;  on  aura 

4'*«,-  —  rrî^  (ii-\  =  —  4'A,- 
OU 

A,       A,_i  ~        i  ' 
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et  par  conséquent 

-— —  =  — /'i-i--  +  --+- 
A,       Ao  \     '    2       4      ' 

rien  n'empêche  de  supposer  «0=  o»  ^^  alors  on  aura 
m'^'  /         I        T 

On  a  donc  cette  deuxième  intégrale  de  la  proposée 

£=00 

V  r/i-'x-'  /il  i\ 

t  =  l 

765.  Nous  avons  déjà  eu  l'occasion  de  remarquer 
qu'il  pouvait  y  avoir  avantage  à  exécuter  un  changement 
de  variables  avant  de  procéder  au  développement  en 
série.  Nous  allons  en  donner  un  nouvel  exemple  en  con- 
servant la  même  équation 

d-y       2«  (If  j,     

dx^         X    dx 

Posons  [x=  —  m  et  exécutons  la  substitution 

dy         { ds  \ 

ax         \d.r  j 

d'-f  (d^z  dz 


dx^  \dx'  '    dx        ^     J 

nous  obtiendrons,  à  cause  de  f^'-  =  m^,  la  transforméo 
suivante  en  :;  : 

d'-z  dz\         in  [dz  \ 

dx-  '^  dx)  X     \d.r         '      J 

Essayons  maintenant  de  satisfaire  à  celle  é(pialion  en 
posant 
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substiluant  et  égalant  à  zéro  le  coefficient  d'une  puis- 
sance quelconque  jc'~-  de  x,  il  vient 

/  (  2  «  +  /  —  I  ;  rt,  -h  ?  w  n  -\-  i  —  \)  ai_.^  =  o. 

Si  2/1  n'est  pas  un  nombre  entier  négatif,  la  précédente 
équation  déterminera  le  rapport  des  coefficients  «o  «/_o 
et  Ion  en  conclura  la  valeur  de  «,-,  savoir 


I  .  2  .  .  .  i  X  '  2  rt 


"^o; 


le  premier  coefficient  demeure  arbitraire. 

Supposons  que  n  soit  un  entier  négatif  —  A".  La  rela- 
tion obtenue  entre  a^et  «/_,  montre  que  rt/,^i  est  nul,  et 
il  en  est  de  même,  en  conséquence,  de  a^j^^i  ^k+s?  ■  •  •, 
a^w  Le  coefficient  rtoA+i  est  arbitraire  et  les  coefficients 
qui  suivent  sont  déterminés  en  fonction  de  «2A+I'  Donc, 
dans  le  cas  dont  il  s'agit,  on  obtient  les  deux  intégrales 
suivantes  de  l'équation  en  z, 


s  :=  «Q  -t-  <Zj^  -h  a.-^.r'-  -;-..+  ai.x'\ 

et,  par  suite,  on  a  une  intégrale  particulière  de  la  pro- 
posée, par  une  formule  qui  renferme  un  nombre  limité 
de  termes.  J'ajoute  qu'on  a  deux  intégrales  particulières 
de  cette  espèce,  puisqu'on  peut  supposer  à  u.  la  double 
valeur  =t=  m. 

Il  résulte  de  là  que,  si  n  est  un  entier  négatif,  on  peut 
exprimer  sous  forme  finie  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion proposée  ;  la  même  chose  a  lieu  quand  n  est  un 
entier  positif,  car  on  ramène  ce  cas  au  précédent,  ainsi 
qu'on  l'a  déjà  vu.  On  obtient  d'ailleurs  l'intégrale  sous 
une  forme  très-remarquable  en  opérant  comme  il  suit. 
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766.   Posons 


l'équation  différentielle  en  z  deviendra 

r    f/''+i«  dnu'\      V,  .d'^u  £?"-»«"] 

.r ,  H-  «    .  —     +      2  u.r  -t-  n] 1-  n.i  u.  — ■  I  =  G; 

la  première  partie  entre  crochets  est  la  dérivée  d'ordre  n 

de    la  fonction  x —'^  pareillement,  la   seconde  partie 

entre  crochets  est  la  dérivée  d'ordre  7î  de  (2]:jix-f-«)«. 
On  a  donc,  en  intégrant  n  fois  l'équation  précédente  et 
en  désignant  par  P„_,  un  polynôme  arbitraire  en  x  du 
degré  ti  —  i , 

du       ,  ,^ 

Mais,  comme  nous  n'avons  besoin  que  d'une  valeur  par- 
liculièrc  de  u,  nous  pouvons  faire  P«_i  =  o;  l'équation 
précédente  devient  alors,  en  séparant  les  variables, 

5  7.-) d.v  =  o, 


et  en  intégrant 

logK  -+-  iita:  H-  n  log.r  =  const.  ; 
faisant  la  constante  égale  à  zéro,  on  a 

»  u  —  e~'^^  x~'^  y 

et  par  conséquent 

dx"-^  '  dx"-^ 

Aux  valeurs  -|-7?zet — m  de  |ut  répondent  deux  intégrales 
parlicuiiùrcs    de  la   proposée;   l'intégrale  générale  est 
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donc,  dans  le  cas  de  n  entier  positif,  en  désignant  par 
C,  C  deux  constantes  arbitraires, 

Si  7Z  est  un  entier  négatif,  il  faut  écrire  i  —  n  au  lieu 
de  n  et  multiplier  par  x'~-"  le  résultat  obtenu  (n°760}. 
L'intégrale  générale  de  la  proposée  est  donc,  dans  ce  cas, 

d~"  ^— 2OT.r  j,«— 1  d~"  e-"'^x"~^  ) 


De  l' équation  de  Biccati. 

767.  L'équation  de  Riccati,  dont  nous  nous  sommes 
déjà  occupé  au  n°  663,  est 

a  el  b  étant  des   constantes  données,  m  un   exposant 

quelconque.   On  la  ramène  à  une  équation  linéaire  en 

posant 

dz 

l   de 

d'où 

ePz  /dzy 

dy         î   dx-  I     \  d.r  ) 

dx        a     z  a        z^      ^ 

il  vient,  par  cette  substitution, 

(3)  — -,  =  abx"'z. 

dx- 

L'équation  ''3)  est  linéaire,  et  son  intégrale  générale  est 
de  la  forme 


586  CALCUL    IKTÉGP.AL. 

G,  et  Ca  étant  deux  constantes  arbitraires.  Portant  cette 
valeur  dans  la  formule  (2)  et  posant  -^  =  G,  on  aura 

I    dr  dx 

l'équation  (4),  qui  renferme  une  constante  arbitraire  C, 
est  l'intégrale  générale  de  l'équation  de  Riccati.  INIais  il 
reste  à  trouver  les  intégrales  particulières  Zi ,  Zo  de  l'équa- 
tion (3).  On  obtiendrait  sans  difficulté  ces  intégrales 
en  procédant  directement  au  développement  en  série 
par  la  méthode  des  coefficients  indéterminés;  mais  on 
peut  éviter  ce  nouveau  calcul  en  ramenant  l'équation  (3) 
à  celle  dont  nous  nous  sommes  occupé  précédemment. 
En  effet,  posons 

;«-(-2 

et  prenons  f  pour  variable  indépendante  au  lieu  de  x; 
on  aura 


dz 
dJc 

= 

m  -(-  2 
•2 

X 

2 

dz 

~dt 

1 

d-z 

= 

!  m  -f- 

4 

'X  ^ 

- 

x'"- 

d'-z 

dt' 

-f- 

w'- 

-4- 

im 

n: 
.T 

2 

dz 

d.r^ 

4 

tU 

et,  si  l'on  porte  la  valeur  précédente  de  — ^  dans  l'équa- 
llon  (3),  il  viendra 

d-z  m        I   dz  ^ab 

5  -—H r -) -.^~o\ 

^     '  dt-         ni  ^  1    t  dt  m  -T-  2   - 


en  même  temps,  on  aura,  par  la  formule  {4)t 

«.  (^Zi         „  dzt 
f/n -f-o-J.r-     dt  dt 


•»  •'  Zi  — t—  *j  "t 


•J.U 
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z,  et  So  désignant  deux  intégrales  particulières  distinctes 
de  l'équation  (5).  On  voit  que  cette  équation  (5)  n'est 
autre  chose  que  celle  qui  a  été  étudiée  aux  n°^  758  et 
suivants.  On  peut  obtenir  son  intégrale,  sous  forme  finie, 

lorsque  —  est  un  nombre  pair  z±i  21,  positii  ou  ne- 

gatif,  c'est-à-dire  lorsque  le  nombre  ni  a  la  forme 

m  = : 

on  retrouve  ainsi  les  cas  d'intégrabilité  que  nous  avons 
déjà  obtenus  au  n°  660. 


De   l'intégi^ation    des    équations    différentielles 
par  le  moyen  des  intégrales  déjinies. 

768.  Au  lieu  d'exprimer  par  des  séries  les  intégrales 
des  équations  différentielles,  il  y  a  souvent  avantage  à 
employer  des  intégrales  définies.  Le  problème  qu'il  s'agit 
alors  de  résoudre  consiste  à  exprimer,  par  une  telle  inté- 
grale, la  somme  d'une  série  déterminée;  il  est  impos- 
sible de  donner  une  règle  générale  pour  cet  objet;  aussi 
nous  bornerons-nous  à  présenter  un  exemple. 

Reprenons  l'équation  diff'érentielle 


d-  y         2  n  cl  Y 


-J 


d.r-  X    dx 

Nous  avons  VU  qu'elle  admet  l'intégrale 

(2)  j>--=:  Aq  -r  Ai-r-H-  Ao -T* -f-  .  •  .  -r-  A,- X"' -f-  .  .  ,  , 

dont  les  coefficients  A  satisfont  à  la  condition 


Aj  = A/— 1. 

2/('2/i-i-2i  —  ij 
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Si  l'on  pose 

^  '     '  III   -r^  Il  I      ^ 

la  condition  (3  )  deviendra 

A/  nr  A,_i 

çp  1^  /■  0.1    ii  —  1  ]  y  (  /  —  I  ] 

et  l'on  conclut  de  là 

A,-    _        m^'  Ao 

?('■)   ~"    1.2.  ..2/    î'iO)' 

Aq  étant  arbitraire,  posons  Ao  =  <5p{o);  oii  aura 

(5)  A,= 


I . 2. . .2/ 


Or,  si  n  est  positif,  on  reconnaît,  au  moyen  de  l'intégra- 
tion par  parties,  que  l'on  satisfait  à  l'équation  (4j  en 
posant 

on  peut  donc  faire 

in^'  /'*' 

A,z=  I      cos^'wsin^"~*wf/w, 

1.2...?./' 

•     0 

et  la  formule  (a)  donnera  cette  intégrale  de  l'équation  (i) 

ri          ni-x^cct^-(ù         m'.r*cos*r,>  \    •    ,„    ,       , 

iH 1 -  -;-...    saî*''-'wf/w, 
^         \                   1.1                    1.2.3-4  / 


ou 


2 


Pour  avoir   une  seconde  intégrale,  il  suffit  (n°  700)  de 
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changer  n  en  1  —  /z  et  de  multiplier  ensuite  para:'"-"; 
on  a  donc 


J2=^ 


'-"£ 


-;«.r  cos'j 

sin' 


mais  cela  suppose  que  l'on  a  7Z<^i,  car  autrement  l'in- 
tégrale contenue  dans  cette  formule  serait  infinie. 

769.  Si  m' esi  négatif,  soit  ni- =  — [j.- ,  l'intégrale 
générale  de  l'équation 

d- r        in  (ÎY 

— —  -i '■ 1-  i/.-y  =  o, 

dx-  .V    dx 

OÙ  n  est  compris  entre  o  et  i,  sera 
yz^C  j     cos'axcosdj)  sin"-""~^ojrfw -I- C'x'"^"  |     ces  (tz.r  ces  w' sin' "^"r-jf/w, 

G  et  G'  étant  deux  constantes  arbitraires. 

Lorsque  «  =  ->les  deux  intégrales  particulières  con- 
tenues dans  cette  formule  se  confondent;  mais  il  est 
facile  d'avoir  l'intégrale  générale  qui  répond  à  ce  cas, 
en  employant  un  artifice  dont  nous  avons  déjà  plusieurs 
fois  fait  usage.  Posons  2?i  =  i  — /?,  on  aura 

sin-"~"*&j  =  I  —  /ilogs]nc<-'  H ^= suim^"*, 


li^  log-  [x  sin  «a  ; 


[x  sin  w]'~-"  =  I  +  /i  log  [x  sinw^  H ^^  3iii<«;    , 

0  et  A  étant  compris  entre  o  et  i.  Si  l'on  porte  ces  va- 
leurs dans  la  formule  précédente,  que  l'on  remplace 
G -h  G'  par  G,,  G' A  par  G2  et  qu'ensuite  on  fasse  h  =  o, 
il  viendra 

y  =^  \     cos[prcosco)f/&)  H-Cj  1     cos(fu:cosct))Iog(xsin-wjr/w, 

J  a  *J  n 
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ce  qui  est  l'intégrale  générale  de  l'équation 


(Ix-  X  dx 


u.'-j  =  O. 


Il  serait  facile  de  déduire  ce  résultat  de  l'analyse  du 
n"  764. 

Sur   la   dc.tennination    des   intégrales  définies 
par  le  moyen  des  équations  différentielles. 

770.  Le  problème  dont  il  s'agit  ici  est  l'inverse  de  celui 
dont  nous  venons  de  nous  occuper.  Lorsqu'une  intégrale 
définie  renferme  un  paramètre  variable,  on  peut  se  pro- 
poser de  former  une  équation  différentielle  à  laquelle  elle 

satisfasse  et  qui  soit  débarrassée  du  signe  /  .  Si  l'on  sait 

intégrer  l'équation  différentielle  obtenue,  on  pourra  dé- 
terminer la  valeur  de  l'intégrale  définie  proposée;  nous 
allons  présenter  un  exemple. 
Considérons  l'intégrale  définie 

où  l'exposant  n  --  i  est  supposé  positif.  L'intégration 
par  parties  donne 

/cosa.r  sinaJT  9.'/?-!-i)    C     sina.r 

d'où 

-, :; r  d'x  ^^  — \ — -  a  da. 

OU 

sma.r 

; 7-—-  «  da. 

.0    II -^«-;"-^* 
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En  difTérentiant  deux  fois  l'équation  (2),  on  a 

f}\             d-   .rr)                       ,      \   n       ^'""--^         3^ 
(  3  — T-^ —  =  —  2   «  -t-  I     /      r 5  ^  da., 


d'où,  par  la  soustraction, 

,  ,,         d-  '.ry]  /•"        s'mtxx 

{ 4  — 7-:, Xf  =  —  i\n  ^  1)  f ,-^— -  a  rfx. 

^  "^  o         ^  ' 

Mais  la  différentiation  de  l'équation  (i)  donne  aussi 
et  Ton  a,  par  les  formules  (4)  et  (5), 


d'-'ry] 

,  dv 

~dx^ 

~xy  =  o.,n^-X)-, 

ou 

(6) 

d\Y 
dx^ 

in  dr 
X    dx 

Cette  équation  est  encore  celle  dont  nous  nous  sommes 
occupé  dans  les  numéros  précédents.  Nous  savons  l'in- 
tégrer, sous  forme  finie,  quand  n  est  un  entier:  on  pourra 
donc  déterminer,  dans  cette  hypothèse,  la  valeur  de  1  in- 
tégrale proposée. 

Soit,  par  exemple,  n  =  o.  L'équation  (6)  se  réduit  à 

d^r 
et  son  intégrale  générale  est 

Il  reste  à  déterminer  les  constantes  C  et  C  D'abord  on 
a  C  •=:  o  si  l'on  suppose  x  positif,  car  l'intégrale  pro- 
posée ne  peut  pas  croître  indéfiniment  avec  x.  Ensuite, 
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celte  intcirrale  se  réduisant  a  I     -•>  c  est-a-dire  a  -5 

^  /       I  +  a^  2 

•^  o 

pour  X  =  o,  on  a  C'^=.  -•,  donc 


r 


cos  «  .r    ,  Tir 

rta  =  -  e~^ , 

\  ^  y?  2 


dans  le  cas  de  x  ^  o,  comme  nous  l'avons  déjà  établi  au 
n°  496. 

Exemple  de  la  détermination  de  la  somme  d' une  série 
donnée  par  le  moyen  d' une  équation  dijjéreniielle. 

771.  On  peut  quelquefois  déterminer  la  somme  d'une 
série  dont  les  termes  dépendent  d'une  variable,  en  for- 
mant une  équation  différentielle  à  laquelle  satisfasse  la 
somme  de  la  série,  et  en  intégrant  ensuite  celte  équa- 
tion. Souvent  aussi  l'on  parvicnï,  par  le  même  procédé, 
à  tiansformer  des  séries  en  d'autres  plus  commodes  pour 
le  calcul  numérique;  nousallons  enprésentcr  un  exemple. 

Proposons-nous  de  trouver  la  somme  de  la  série  con- 
vergente 

,,2  «4  -.in 


^  '  1.3.5       1.3.5.7.9  ^       '    i.3.5...('|.« -1-1) 

La  variable  x  étant  supposée  réelle  et  positive,  posons 
j  =  X  V-'-. 


on  aura 


(2)    j^.r2   _— —  +—    -^-— _...-l-(-l)« 


1.3.5       1.3.5.7.9      *         ^  1.3. 5..  {^n-\-i) 

Différentiant  deux  fois  et  multipliant  par  4>  il  vient 

(2j  ^^^-=--^  "-r~i~X5  +  r3:5:^j--J' 
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puis  on  a,  en  ajoutant  les  équations  (2)  et  (3), 
d-  Y  -  5 

(4)  ^Z^"^-^^'~-^  '• 

Cette  équation  (4)  est  linéaire  et  à  coelïîcients  con- 
stants; en  lui  appliquant  les  règles  que  nous  avons  éta- 
blies, on  obtient  pour  son  intégrale  générale 


(5] 


d'où  l'on  tire 


I  r 

—  cos  - 
1  1 


1  .      X 

-  sm- 

2  2 


C  H-    /     X    '  cos  -  dx  \ 

Jo  ^        / 

1  C'  +  /     X    '^  sin  -  dx^  y 


dr        I     -i  ^    ■    -^  (n         r     -\        ^  ^\ 

— X    =  —  y  siii  -    L  -t-    I      X  cos  —  dx 

,  dx         1                       II          l\             }  '^        I 

(6)                                  ^          \        J.  / 

I       .r/         r'-  -i  .   X 

-f-  -T  COS  -  c  +  /      a;    -  sin  -  dx 

4      2  V      j,^  2 


Pour  déterminer  les  constantes  C,  C,  nous  lerons  x  =  o, 
et  nous  comparerons  les  équations  (5)  et  (6)  à  l'équa- 
tion (  2  )  et  à  la  suivante, 

,    ,  dy        \     -^;  I     .r^ 

qu'on  obtient  en  différentiant  l'équation  (2) .  Les  seconds 
membres  des  équations  (  2)  et  (7)  s'annulent  poura.'.-=o; 
par  suite,  il  doit  en  être  de  même  des  seconds  membres 
des  équations  (  5  )  et  (  6  ) ,  ce  qui  exige  que  l'on  ait  G  =  o, 
C'=  o.  Remettant  donc  X^x  au  lieu  de  j,  dans  la  for- 
mule (5),  on  aura 


—            I              xi          —           X                   I           X      f*  ^  ^           X 

X\/j^  =  -  cos  -    I  X    '^  cos-dx  -i —  siii  -    l  X    -  sin  -  dx. 

'22/  2             22/  2 

«^  o  ^  o 


(8) 

s.  —  Cale,  inc.  38 
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La  valeur  de  x  ayant  été   supposée  positive ,   on  a 
(n°516) 


l\l 


'^OL    2^a 


OU 


ajr 


_1 
et,  si  l'on  remplace  x   ^  par  cette  valeur  dans  le  second 

membre  de  laformule  (8),  il  viendra,  en  intervertissant 

l'ordre  des  intégrations, 

X  i/.r  =  ^^  ces  -     /     «       dcc  I      e    -      cos  -  dx 

.r     /         — -         j        —  i-r        ,r 

-     /       a.    -  (ly.   \     e     *      un-  dx. 


I 
-^^  sin 


2v277 

D'ailleurs  (n°  488), 


/ 


—  a  cos — ;-  sm-  \ 

i  ---  «-         /      J  -^a- 


/  X  .    .r 

1  I       /  —  cos asin- 

"v"^    .     ï"    ,              -ï*'  (                ^                 ■>.    I  -î 

sin  — a.ri=2e    "       \  /  H- 


2  \  1  _f-  a-  /        I  -4-  a- 

donc 


\  a' du               I        .     X     I        a.     ^  doL 

I -,  -h  - sin  -    /       r 

/.  '  '^  ""'           V'i^           ^^o           ^"'^* 

I          I        e  -  y-  (7a 

V'2~^  J,  >-H  «* 


_.    ,-            I              -^     i          a"r/«  I       .xi        et.     ^  dx 

K\X  =.  —=r  COS  -      /         ^- 
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/==     i             /î=    _i 
=5    / se  réduisent 
1  +  a-      /         I  -^  «- 

l'une  et  l'autre  à 


z*      dz 

I          -                    TV 

I  -t-  - 

Slll  y                V  -- 

4 

en  posant  &.  =  z   -  dans  la  première  et  y.=z  z-   dans  la 
seconde;  par  conséquent,  on  a 


a  —     -L 


\T.     (       X         .    x\  I         i       e      -  cf.^  t 


ou 

(10)  X=-^  (cos- 4-sin-)  —  V, 

en  faisant 

'  ^      —a  i    i 

'.'  dot. 


s/ -2  ..ri 


Le  produit  Vy27T.r  s'annule  pour  :c  = -f- 00  ;  p^ 
conséquent,  si  la  valeur  de  x  est  très-grande,  on  aura, 
à  fort  peu  près, 

,       ,  _,  v/tt     /        a;  .     „ 

(12)  X  = =  (  cos  — I-  sin  - 

■2  ^x  \       2  2^ 

il  est  évident  que,  pour  de  telles  valeurs  de  x,  l'emploi 
de  la  formule  (1)  serait  impraticable.  Mais  nous  pou- 
vons aller  plus  loin  en  développant  V  en  une  série  très- 
commode  pour  le  calcul  de  X  dans  le  cas  des  grandes 
valeurs  de  x.  On  a  effectivement 

I  -t-  c-  ^         '      I  -i-  a^ 

m. 
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d'où 


2  a'-  dv. 


+  -I 


La    dernière    intégrale    peut   être    représentée    par 
<^      "^  a    ^    r/a,  6  étant  une  quantité  comprise  entre 
o  et  I  ;  d'ailleurs  on  a  (n°  51  G) 


■X 


/■ 


4/4-3 

-"«   ~v-  ,      /'2\         /  4'-+-  ^ 


X  /  \  2 


: 1.3.5...      4'-+-0 


donc 


En  faisant  croître  n  indéfiniment,  on  obtiendrait  une 
série  divergente;  mais,  comme  l'erreur  commise  quand 
on  s'arrête  à  un  terme  quelconque  est  moindre  que  le 
terme  suivant,  la  série  pourra  servir  utilement  au  calcul 
de  V  pour  les  grandes  valeurs  de  x.  Elle  est  analogue, 
comme  on  voit,  à  la  série  de  Slirling.  En  particulier, 
si  X  est  ^  loooo,  on  pourra  calculer  X  avec  sept  déci- 
males exactes  au  moyen  de  la  formule  approchée  (la). 
Il  est  facile  d'établir  que  l'équalion  X  =  o  a  une  infi- 
nité de  racines  réelles  cl  que  les  racines  positives  ran- 
gées par  ordre  de  grandeur  dillèrent  de  moins  en  moins 
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des  racines  correspondantes  de  l'équation 


CCS  — i-  sm  -  =  o, 

2  2 


lesquelles  sont  contenues  dans  la  formule  .r  =  (4^-4-3)—^ 

mais  nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  de  développer 
ces  conséquences  de  notre  analyse. 


SqS  calcul  intégral. 
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DKS  ÉQUATIONS  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES 
OU  AUX  DIFFÉRENTIELLES  TOTALES. 


Des  équations  aux  dérwées  partielles  auxquelles  on 
peut  appliquer  les  procédés  d'intégration  relatifs 
aux  équations  dijjérentielles  ordinaires. 

772.  Une  équation  aux  dérivées  partielles  renferme 
deux  ou  un  plus  grand  nombre  de  variables  indépen- 
dantes, une  ou  plusieurs  fonctions  inconnues  de  ces 
variables  et  quelques-unes  de  leurs  dérivées  partielles. 
Dans  les  problèmes  qui  conduisent  à  de  telles  équations, 
le  nombre  de  ces  équations  est  généralement  égal  au 
nombre  des  fonctions  inconnues;  les  développements 
qui  vont  suivre  seront  bornés  au  cas  d'une  seule  équation 
renfermant  une  seule  fonction  inconnue. 

Le  problème  qui  a  pour  objet  l'intégration  d'une 
équation  aux  dérivées  partielles  doit  être  regardé  comme 
résolu  lorsqu'il  a  été  ramené  à  l'intégration  d'un  sys- 
tème d'équations  dilTérenlielles  ordinaires. 

La  réduction  dont  nous  parlons  a  lieu  d'elle-même 
lorsque  les  dérivées  partielles  qui  figurent  dans  l'équation 
iiroposée  se  rapportent  toutes  à  wnc  variable  unique. 
Dans  ce  cas,  il  est  évident  qu'on  j)cul  procéder  C(unme 
si  chacune  des  autres  variables  él;iil  un  paranu-lie  con- 
stant; mais  il  faudra  regarder  les  conslanles  iiilroduiles 
par  l'intégration  comme  des  fonctions  arbitraires  des 
laèmes  variables. 
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Considérons,  par  exemple,  l'équalion   aux    dérivées 
partielles 

£+s/(.r,j)  =  r(j:,  j), 

dans  laquelle  z  est  une  fonction  inconnue  des  variables 
X,  j,  et  où  y,  F  désignent  des  fonctions  données  des 
mêmes  variables.  La  variable  y  étant  traitée  comme 
constante,  l'intégration  donnera  (n°  658) 

mais  ici  la  constante  G  est  une  fonction  arbitraire  dey, 
et,  en  écrivant  çp(J')  au  lieu  de  G,  on  aura 


■/: 


-    /       /{x,y],lx 

Z  =1  e 


j       fljc,y)djr 


773.  On  peut  opérer  de  la  même  manière  dans  le  cas 
de  certaines  équations  qui  renferment  des  dérivées  rela- 
tives à  plusieurs  variables  indépendantes.  Considérons 
par  exemple  l'équation 

d'z  dz       ^, 


dx  ÔJ  d.r 

où  a  est  une  constante  donnée  elf{jc,j)  une  fonction 
donnée  des  variables  indépendantes  x,  j.  Si  l'on  pose 

dz 
l'équation  proposée  deviendra 

et  sous  celte  forme  elle  rentre  dans  la  classe  de  celles 
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dont  nous  venons  de  nous  occuper.  En  intégrant  comme 
si  X  était  une  constante  et  en  désignant  par  X'  la  con- 
stante arbitraire,  on  a 

p  =  X'  e-«->  -h  e-«>    /     €"■'/{  .r,  j  )  (ly. 

Dans  celte  équation,  il  faut  regarder  X'  comme  une  fonc- 
tion arbitraire  de  x;  en  remettant -r^  au  lieu  de  p,  il 

o.c 

vient 

dz  r 

--  =  X'e-»^  +  e-"y         e"yf{  x,  j  dy. 

ox  1  '         ' 

Intégrons  maintenant  cette  équation  en  regardant  j' 
comme  une  constante;  on  aura,  en  désignant  par  Y  la 
constante  arbitraire  et  par  X  la  fonction  arbitraire  de  x 
qui  a  pour  dérivée  X', 


z 


y  -f-  Xe-"J'  -+-  e-'^y  /      do:  l     e"  V(  -^^  J  '  dx. 


Il  est  évident  que  cette  formule  fait  connaître  la  solution 
la  plus  générale  de  l'équation  proposée;  elle  renferme 
deux  fonctions  arbitraires  X,  Y,  la  première  indépen'- 
dan  le  de  j-,  la  seconde  indépendante  de  x. 

Des  équations  aux  déi'wées  partielles  du  premie?'  ordre 
linéaires  par  rapport  aux  dérivées. 

IIA.  Nous  donnerons  plus  loin  la  définition  de  Vinté- 
iirale  générale  d'une  équation  aux  dérivées  partielles 
du  j)remicr  ordre,  et  nous  établirons  tjue  la  recberche 
lie  celle  inlégrale  peut  toujours  être  ramonée  à  l'intégra- 
lion  dun  svslème  d'équations  dillércntielles  ordinaires, 
quel  que  soit  le  nombre  des  variables  indépendantes. 
Mais  nous  nous   occuperons  cxclubivcnienl  ici   du  cas 
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particulier  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  pre- 
mier ordre  dans  lesquelles  les  dérivées  n'entrent  qu'au 
premier  degré  et  ne  se  multiplient  pas  entre  elles. 

Cas  de  deux  variables  iNDÉPEKDAiyTES.  —  Soient 
X,  j,  z  trois  variables  dont  la  dernière  est  regardée 
comme  fonction  des  deux  autres;  posons  aussi 

dz  =  pdx  -t-  q  dy, 

ce  qui  exprime  que  p  eX  q  représentent  les  dérivées  par- 
tielles de  z  par  rapport  à  :c  et  kj  respectivement. 

L'équation  aux  dérivées  partielles  dont  nous  allons 
nous  occuper  est  la  suivante, 

(i)  Pp-^Q7  =  R; 

P,  Q,  R  y  représentent  des  fonctions  données  des  trois 

variables  x,  y,  z. 

On  a  vu  (n°  83  i  que,  si  u  et  p»  désignent  des  fonctions 
données  de  x^j,  z,  on  obtient  une  équation  aux  dérivées 
partielles  de  même  forme  que  la  proposée,  en  éliminant 
la  fonction  arbitraire  <p  de  l'équation 

par  le  moyen  de  celles  qu'on  en  déduit  par  la  différen- 
tiation  relative  à  x  et  kj.  Il  est  donc  naturel  de  chercher 
si  l'on  peut  satisfaire  dans  tous  les  cas  à  l'équation  (i)  en 
prenant  pour  z  une  fonction  définie  par  l'équation  (2), 
où  cp  désigne  une  fonction  arbitraire  et  où  u,  t^  repré- 
sentent des  fonctions  de  x,j,  z  convenablement  choisies. 
En  différentiant  l'équation  (2)  par  rapport  à  x  et  par 
rapport  kj,  on  trouve 


(3] 


dx 

-+■ 

ai' 

= 

?' 

(«)l 

fôu 

-+■ 

du 

_[- 

Uz 

= 

?' 

(«) 

-1- 

au 

6o2  CALCUL    INTÉGRAL. 

par  conséquent,  pour  que  l'équalion  (  2  )  donne  une  solu- 
tlon  de  l'équation  (i),  il  faut  et  il  suffit  que  Ton  obtienne 
une  équation  identique  en  éliminant  p  et  q  entre  les 
équations  (i)  et  (3).  Pour  faire  cette  élimination,  il  suffit 
d'ajouter  les  équations  (3)  entre  elles,  après  les  avoir 
multipliées  respectivement  par  P  et  Q;  il  vient  alors, 
en  se  servant  de  l'équation  (i), 

,.  ^c        ^  Oi'       _  di>\         ,        [     du       ^  du        _  du 
ôx       ^  df  dz)  \     Ox       ^  ai  oz 

et  cette  équation  aura  lieu,  quelle  que  soit  la  fonction  ç>, 
si  l'on  a  identiquement 

P—  +Q hR--—  0. 

\       dx       ^  (/)  dz 

Or  on  a  vu  (  n**  626)  que,  si  Ton  désigne  par 
(5)  tt=:const.,     »' :=  const. 

les  deux  intégrales  des   équations  diflérentielles  ordi- 
naires simultanées 
^  d.T       dy        dz 

les  fonctions  u  et  v  satisfont  aux  équations  (4)!  si  donc 
on  prend  pour  u  et  v,  dans  l'équation  (2),  les  fonctions 
ainsi  déterminées,  cette  équation  (2)  donnera  une  solu- 
tion de  la  proposée  (i),  quelle  que  soit  la  fonction  (p. 

775.  J'ajoute  que  toute  solution  de  l'équation  (i)  est 
comprise  dans  Téqualion  (2).  En  effet,  supposons  que 
Técpiation  (i)  soit  satisfaite  par  une  valeur  de  z  définie 
par  l'équation 

(:)  Y[x,y,z)  —  o, 
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On  a,  par  la  différentiation, 

dF  ôF  dF  ÔF 

dx       ^   dz  Oy  Oz 

et,  les  valeurs  de  p  et  de  q  tirées  de  ces  équations  étant 
substituées  dans  l'équation  (il,  on  aura,  par  notre  hypo- 
thèse, 

(8)  p^^q|^.K^=o. 

Ox  Or  Oz 

équation  qui  doit  devenir  identique  en  vertu  de  l'équa- 
tion (7). 

Or  les  quantités  que  nous  avons  désignées  par  u  et  p» 
sont  des  fonctions  données  de  x,  j'-,  z;  on  peut  donc 
regarder  j-,  z  comme  des  fonctions  de  u,  v,  x  ou  comme 
des  fonctions  de  u,  v,j.  Soit,  en  conséquence, 

(9)  ^\^,I,  z]—f.u,v,x^=f^[u,v,y); 

on  aura 


dF 
Ox 

_dfdu 

du  d-r 

df  dv 
df  dx 

dx 

ÔF 

Or  ' 

Ou  df 

dfdv 

'  dv  Or'' 

dF 

_  df  du 

dfdv 

Oz  ' 

"  du  dz~^ 

Ov   dz^ 

et  la   substitution  de  ces  valeurs   dans  l'équation  (8) 
donnera,  à  cause  des  équations  '^4)> 

dx 
la  formule  (  9  )  donnera  également 

^  Oy 
Si  le  premier  membre  de  l'équation  (j)  ne  se  réduit 
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pas  à  une  fonction  des   seules  variables  u,  u,  les  dcri- 

'      ^^    ^/i  .         -j      .•  .      11         .  r 

vees  -i-i  -r-  ne  seront  pas  identiqucmen t  nulles,  e^  1  on  ne 

dr    oy  '■  '■ 

\  VA'-        àf  àf, 

peut  r)as  admettre  que  1  une  des  équations-"- =o,  -f-  =  o 
i         '  ^  ^  dx  or 

ait  lieu  en  vertu  de  l'équation  (7),  y 'u,  i^,  or)  =  o  ou 
/",  u,  v^y)=.  o,  car  l'élimination  de  x  ou  celle  de  y  don- 
nerait une  équotion  finale  entre  u  et  v,  ce  qui  implique 
contradiction.  Il  faut  donc  que  P  et  Q  s'annulent,  en 
vertu  de  l'équation  (yj,  ce  qui  exige  que  R  soit  aussi 
zéro.  Il  est  évident  que,  si  P,  Q,  R  s'annulent  simulta- 
nément pour  une  certaine  valeur  de  z,  l'équation  pro- 
posée sera  en  même  temps  satisfaite;  mais  nous  faisons 
abstraction  de  ces  solutions,  et  l'on  voit  alors  que  l'équa- 
tion (7)3  nécessairement  la  forme 

<î>(«,  ç»  1=  o, 

d'où  l'on  tire  pour  v  une  valeur 

qui  ne  dépend  que  de  u. 

776.  Cas  n'i  n  inombre  qleiconqle  de  vAniAnLES.  — 
L'analyse  qui  précède  est  applicable  à  toutes  les  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  linéaires 
par  rapport  aux  dérivées,  quel  que  soit  le  nombre  des 
variables  indépendantes.  C'est  ce  que  nous  allons  établir. 

Nous  désic:nerons  par 


'o 


P' 


les  n  variables  indépendantes,  par  x  la  variable  princi- 
pale, c'est-à-dire  la  fonction  inconnue  des  variables  in- 
dépendantes; nous  ferons  en  outre 

Cela  posé,  la  forme  générale  des  équations  aux  dérivées 
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partielles  que  nous  considérons  est 

Pi,  Po,   .  .  . ,  P„  et  P  désignant  des  fonctions  données 
des  n  -\-  I  variables  x,  Xi,  Xo,  . . .,  jc«. 
On  a  vu  (^n"  83    que,  si 

«1,   //,,    ,  .  .,  «„ 

sont  des  fonctions  données  des  variables  x,  X| ,  Xo,  ...,  x„ 
et  que  $  représente  une  fonction  arbitraire,  l'équation 

(2)  «t»;/!,  «2  ,...,«„    zzz  o 

conduit  à  une  équation  aux  dérivées  partielles,  telle 
que(i  ,  par  Télimination  de  la  fonction  arbitraire.  Cher- 
chons donc  si  réciproquement,  l'équation  (i)  étant  don- 
née, il  est  possible  d'y  satisfaire  par  une  équation  telle 
que  (2),  en  déterminant  convenablement  les  fonctions 
if,,  u^,  ....  Un  qui  V  figurent. 

En  difTérentiant  l'équation  (2)  par  rapport  à  chacune 
des  variables  indépendantes,  on  obtient 

,'    t)*  (ÔUx  àii\  d^  (d'in  Ou,, 

'ô7 


(3;  .  d«,  \dc,  ~^J  -  ().T.  j  du,^\ô.i'2    '         ox 


^=0, 


C)«,  i  i?.r„  ^  ^'"    (J^y  ""  ■  ■  *    •     du,  \d.r,  "^  ^'^    à,-  )  -  ''' 

et,  pour  que  l'équation  (2)  satisfasse  à  la  proposée,  il  iaut 
et  il  suffit  que  l'élimination  des  dérivées  pt,  p2-  •  •  •  >  Pn 
entre  les  équations  (i)  et  (3)  conduise  aune  identité. 
On  exécutera  l'élimination  dont  il  s'agit  en  ajoutant  les 
équations  (3),  après  les  avoir  multipliées  respectivement 
par  P,,  P2,  .  .  .,  Pfiy  et  en  ayant  égard  ensuite  à  l'cqua- 
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tion  (i);  on  trouve  ainsi 

*L(p!^  +  P,:?^+...+P,.:îiii\ 


H- 


ô<^   /^  au,,        ^    du,,  „    du, 

du„  \      ôx  OXi  0-r, 

Cette  équation  sera  satisfaite,   quelle  que  soit  la  fonc- 
tion '!>,  si  l'on  a  identiquement 

(4)  \        d.T  d.ri  ().r„ 


\  P -^  +  P, -v-^ -h . . .+ P„  ~  =  G, 

et  nous  savons  (n°  626)  que  ces  dernières  équations 
auront  effectivement  lieu  si  les  fonctions  Uf ,  u^,  . .  -,  Un 
ont  été  choisies  de  telle  manière  que  les  équations 

«j  =  const,,     a2=const.,     ,.,,     //^=const. 

soient  les  n  intégrales  du  système  d'équations  simultanées 

e/x        dx^  dx^  dx,i 

^^  'p^p7""p7'^  p7* 

777.  Par  le  raisonnement  du  n°  775,  on  peut  établir 
en  outre  que  toute  solution  de  l'équation  (i)  est  néces- 
sairement comprise  dans  l'équation  (2);  car,  soit 

(6)  F(.r,  j:,,X2,  .  .  .,  j:„^  =  0 

une  telle  solution,  on  aura,  par  la  dillcrenliation, 

dY  (W  ()V  ()V 

dx^       '^    dx  dr„  Ox 
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lirons  de  là  les  valeurs  de  p\,  p^}  •  •  •>  Pn  pour  les  sub- 
stituer dans  l'équation  (i),  il  viendra 

Supposons  qu'on  ait  exprimé  les  variables  x,  or, ,  Xo,  ..-, 
x,i,  à  l'exception  de  x/,  en  fonction  de  «i ,  «o.  . , . ,  Un  et 
de  Xj,  et  soit 

on  aura 

à^^àfidu,'^ i_:^  ^, 


()F 

df, 

(?«i 

Ofi 

àUa 

d.r,_i 

d«i 

djr^_ 

-1 

1- 

du,, 

d^,_i 

? 

£?F 

^^/;- 

()«i 

dfi 

dfi 

()/;• 

dxi 

t>«i 

Cj.r, 

<Ju„ 

dxi 

ÔJ^i 

dF_     ^àf^àii^     ^ (_  j^  ^^ . 

d^„  d«i  ()^„  d«„  ôx^ 

substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (7)  et  réduisant 
au  moyen  des  équations  (4),  il  viendra 

OXi 

Si  donc  les  coefficients  P, .  Po,  . . .,  P„  et  P  ne  s'annulent 
pas  en  vertu  de  l'équation  (6),  on  aura  l'identité 

d'où  il  résulte  que  l'équation  (6)  a  bien  la  forme  (  2). 
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778.  La  méthode  précédente  fait  connaître  la  solu- 
tion la  plus  générale  de  l'équation  proposée ,  et  nous 
pouvons  donnera  cette  solution  le  nom  d^  intégrale  géné- 
rale. Les  résultats  que  nous  avons  établis  se  résument 
dans  la  proposition  suivante  : 

Théorème,  —  Soient  «  +  i  variables  x,  .ri, 
X2,  •••■.  x„,  dont  la  première  est  fonction  des  autres; 
Pi  f/x,  -h  P2  dx-y  -h  . . .  -h p,idx,i  la  différentielle  totale 
dx  de  x;  P,  P,,  Pj,  .  .  . ,  P«  des  fonctions  données  des 
variables  x^i  Xf,  X2,  •.-,  Xn-  Pour  avoir  l'intégrale 
générale  de  l' écfuation  aux  dérivées  partielles  du  pre- 
niier  ordre 

P,  /?!  +  P2 /52  -f- .  .  .  +  P„  p„  =  P, 

il  suffira  d'intégrer  les  équations  différentielles  ordi- 
naires simultanées 

p^^^pT  ^"""  p7* 

Si  l'on  représente  par 

«j  =  const. ,     «2  =^  const. ,      . . . ,     ii^-=  const. 

les  intégrales  de  ces  équations,  résolues  par  rapport 
aux  cojistantes  arbitraires,  l'intégrale  générale  de 
l'équation  aux  dérivées  partielles  sera 

*■//,,  .'/,,  .  .  .,  u„   =  o, 

$  désignant  une  fonction  arbitraire. 

La  fonction  arbitraire  doit  être  déterminée,  dans 
chaque  problème,  par  des  conditions  particulières.  On 
peut,  par  exemple,  se  donner  comme  condition  que  x  se 
réduise  à  une  fonction  donnée  de  j:,,  a"2, .  .,x„^\  quand 
on  attribue  à  la  variable  Xn  une  valeur  déterminée  Hn- 
Il  est  facile  de  voir  que  la  fonction  '^  peut  toujours  être 
choisie  de  manière  à  satisfaire  à  celle  condition. 
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En  eiïet,  ^„  désignant  une  valeur  déterminée  et^une 
fonction  donnée,  si  l'on  suppose 

y  r  '  \ 

^n  —  ?/ii        ^  — /  \-^\-i  ^li    •  •  '1  ■^n—l    > 

M,,  11-2,  ...,  u„  deviendront  des  fonctions  des  n  —  i  va- 
riables x,,  Xo,  •  ...x«_(.  Soit 

"1  =^  Yl  l-^l'  -^2'  •  •  1  •^«— 1  ji 
«2=^;;,  (.ri,T2,  .  .  .,  X„_,j, 
> 

"n  =  -h>[-^i-  ■'■2,  -■  •  -,  -^«-i); 

l'élimination   de  x,,  jt^,  ...,  x«_i    entre  ces  équations 
donnera  un  résultat  tel  que 

T( «,,«,,  .  .  .,«„    =0, 

et  il  est  évident  qu'on  remplira  la  condition  demandée 
en  prenant  pour  4>  la  fonction  ^. 

application  de  la  théorie  précédente  à  quelques 
exemples. 

779.  Exemple  1.  —  On  demande  de  trouwer  l'équa- 
tion des  cj  lindres  d' après  V équation  aux  dérivées  par- 
tielles qui  appartient  à  ces  surfaces. 

Les  coordonnées  rectilignes  étant  représentées  par  jr, 
;^,z,  nous  posons,  comme  àl'ordinaire,  dz  :=pdx-i-qdj  . 
En  exprimant  que  le  plan  tangent  est  parallèle  à  une 
droite  fixe,  nous  avons  obtenu  (n°  348),  pour  l'équation 
aux  dérivées  partielles  des  cylindres, 

(i)  ap-hbqz=i, 

a  el  b  étant  des  constantes  données;  il  s'agit  d'intégrer 
cette  équation. 

S.  —  Cale.  int.  3q 
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A  cet  eCfet,  nous  poserons  les  équations  simultanées 

(Ix        dydz 
a  b  ï 

OU 

clx  —  adz=z  o,      dy  —  bdzz=z  0, 

Les  intégrales  de  ces  équations  sont 

X  —  rt 3  =z  consi . ,      >  —  bz  ^  const.  ; 

par  conséquent,  l'intégrale  de  l^qualion   aux  dérivées 
partielles  est 

(2)  *(.r  —  ^z,  f  —  bz)^-  o. 

Supposons  qu'on  veuille  déterminer  la  fonction  arbi- 
traire par  la  condition  que  le  cvlindre  passe  par  une 
courbe  donnée  ayant  pour  équations 

(3)  y(x,  J,  2)=:  o,       -^[x,  J,  z]  =  0. 

Posons 

X  —  a z=  r/y      y  —  b z  :^  c, 

les  équations  (3)  pourront  s'écrire  comme  il  suit  : 

<f'u-haz,i>-\-bz,  z]  =  o,      y  li  -\-  az,  V  -T-  bzy  z]:^  o. 

Eliminant  z,  on  aura  une  équation  résultante  telle  que 

W{u,v):=o      OU     T(.r  —  ffz,  y —  bz)—'0; 

par  conséquent,  il  faudra  prendre  pour  ^  la  lonc  tion  ^. 
Supposons,  en  second  lieu,  qu'on  veuille  déterminer 
la    fonction  4>  par  la  condition  que  le  cvlindre  soit  cir- 
conscrit à  une  surface  donnée  ayant  pour  équation 

y(.c,  y,  z]  -=(). 

II  suffira  de  déterminer  la  courbe  de  contact  de  celle 
surface  avec  le  cylindre,  car,  cette  courbe  étant  connue, 
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on  sera  dans  les  conditions  du  cas  précédent.  Formons 
les  équations  des  plans  tangents  au  point  {-jC^J'}  ^)  à  la 
sur/ace  donnée  et  au  cylindre,  savoir  : 

^  '  ojc  'or  Oz 

Z-3=/.(X-.r)-i-<7(Y-j). 

Comme  les  plans  tangents  dont  il  s'agit  coïncident,  on  a 

oj:  dz  ôj-  dz 

et,  à  cause  de  l'équation  (i), 

d'j       ,  do      d'j 
O.V  or       dz 

Cette  équation  détermine,  avec  celle  de  la  surface,  la 
courbe  de  contact;  on  achèvera  la  solution  comme  dans 
le  premier  cas. 

780.  Exemple  II.  —  On  demande  de  trouver  l'équa- 
tion des  cônes  d'après  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles de  ces  sur/aces. 

L'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  co- 
niques s'obtient  (n°  349)  en  exprimant  que  le  plan  tan- 
gent passe  par  un  point  fixe  qui  est  le  sommet  de  la 
surface.  Dans  le  système  des  coordonnées  rectilignes, 
cette  équation  est 

P  (-^  —  -^0  )  -i-  '/(j  —  Jo)  =  '  —  -0> 

Xo,  J'of  ^0  étant  les  coordonnées  du  sommet. 

Pour  l'intégrer,  il  faut  chercher  les  intégrales  des 
équations  simultanées 


3g, 
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Ces  intégrales  sont 


Iog(x- 

-.-o)- 

logi 

1  _ 

-^o) 

—  const. , 

log(7- 

-Jo)- 

I<'S( 

z  - 

-^o) 

-~  const. 

X  —  .ro 

=:  const, 

•  » 

y_ 

-7u  . 

=  const.  ; 

il  en  résulte  que  l'intégrale  de  l'équalion  aux  dérivées 
partielles  est 

\-  — --0      Z-  — Zo/ 

4>  désignant  une  fonction  arbitraire. 

On  opérera  de  la  même  manière  qu'au  n"  779  si  l'on 
veut  déterminer  la  fonction  *î>  par  la  condition  que  le 
cône  passe  par  une  courbe  donnée  ou  soit  circonscrit  à 
une  surface  donnée. 

781.  Exemple  III.  —  Trouver  l'équation  des  sur- 
faces colloïdes  d' après  leur  équation  aux  dérivées  par- 
tielles. 

L'équation  aux  dérivées  partielles  de  ces  surfaces 
s'obtient  (n°  330)  en  exprimant  que  le  plan  langent  en 
chaque  point  renferme  la  génératrice  qui  y  passe.  Cette 
équation  est,  en  coordonnées  rectilignes, 

lorsqu'on  prend  la  direclrlcc  pour  axe  des  z  et  le  plan 
directeur  pour  celui  des  xy.  Pour  l'intégrer,  on  cher- 
chera les  intégrales  des  é([ualions  simultanées 


qui  sont 


(l.r        dy        (h 

const.,      *;=:coustc; 

CHAPITUE    XI.  6l3 

on  a  donc 


pour  l'équation  des  conoïdes,  '^  étant  une  fonction  arLi- 
traire. 

782.  Exemple  IV  .  —  Trouve}'  l'équation  des  surfaces 
de  révolution  d'après  leur  équation  aux  dérivées  par- 
tielles. 

Cette  équation  aux  dérivées  partielles  est 

py  —  qjc  —  o, 

quand  on  su[)pose  que  les  axes  coordonnés  sont  rectan- 
gulaires et  que  celui  des  z  coïncide  avec  l'axe  de  la 
surface  ;  on  l'obtient  (n°  331  )  en  exprimant  que  la  nor- 
male rencontre  l'axe. 

Ici  il  faut  intégrer  les  équations  simultanées 

dx  dy  dz 

jr  ~  X  G 

OU 

xdx -\- jdj:^  o,      dz=^o; 

les  intégrales  sont 

^2  -f-  j^  =  const.,     z  =  const,  ; 
donc  l'intégrale  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  est 

X^-^J^='^{Z), 

ç»  désignant  une  fonction  arbitraire. 

783.  Exemple  V.  —  On  demande  d'intégrer  l'équa- 
tion aux  dérivées  partielles 

(i)  ^  =  p-^-^  qj-^f[^,x), 

oàJ\x.j)  désigne  une  /onction  donnée. 
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Les    équations    diirérenliellcs    ordinaires    qu'il   faut 
considérer  sont  ici 


ou 


d.r 

dy                 dz 

X 

"  I  "" z—A-^'^j) 

d.r 
î 

X 

dx          X                  X 

n=0. 


De  la  première,  on  lire  log)  ;;=  logx  -i-  const.  ou 

(3)  J--C.r; 

portant  cette  valeur  de  ^    dans  la  seconde  équation,  il 

vient 

dz        z  {[  X,  C  X  ) 

li.r        X  X 

Cette  équation  est  linéaire,  et  Ton  trouve  pour  son  inté- 
grale 

(4)  ,._c'._.,.f^iM£!,,, 

c  étant  une  seconde  constante  et  Xçs  une  valeur  initiale 
de  X  quelcon(jue.  Maintenant  il  faut  résoudre,  par  rap- 
port aux  constantes  C,  C,  les  deux  intégrales  (3)  et  (4j 
que  nous  venons  d'obtenir,  et  établir  entre  les  valeurs 
trouvées  une  relation  arbitraire;  mais,  pour  cela,  il  est 
nécessaire  de  remplacer  x  par  une  autre  lettre,  ^,  sous 

le  signe    /  contenu  dans  l'équation  (4).  Il  vient  alors 


=  Cx  -xf  Ù^p.Ld\, 


ou,  en  remplaçant  C  par  la  valeur  tirée  de  l'équation  (3), 
(5)  2  =  C'u:—  r 
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11  reste  à  tirer  des  équations  (3)  et  (5)  les  valeurs  de  G  et 
de  C  pour  les  substituer  dans  Féquation 

(6)  C'-^ç>(C), 

où  cj)  désigne  une  fonction  arbitraire;  cela  revient  à  éli- 
miner G  et  G'  entre  les  équations  (3),  (5),  (6).  On  a 
ainsi 

(7)  Z  =  X'^l  —  ] X 


Gette  équation  (7)  est  l'intégrale  générale  demandée. 
Supposons  que  la  fonction  y(x,j)')  soit 


y/«^  -f-  x-  yja^  -t-  j- 
a  étant  une  constante  donnée.  L'équation  à  intégrer  est 

ajcy 

z^izpx  -\-qy    • 


\la'  -t-  x^  \Jar  -+-  j* 

et,  d'après  la  formule  (7),  l'intégrale  générale  sera,  en 
faisant  j:,,  =  o> 


ou,  en  supposant  x^o  et  en  faisant,  sous  le  signe    /  5 

3  =  .r  a     —     —  a.ry   I     —  : —  -• 
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Des  équalions  aux  dijjérentielles  totales. 

784.  Avant  de  poursuivre  l'élude  des  équations  aux 
dérivées  partielles,  nous  devons  parler  des  équations  aux 
dilTérentielIes  totales  que  l'on  rencontre  dans  certaines 
recherches.  Nous  nous  bornerons  au  cas  de  trois  va- 
riables X,  y,  z,  dont  l'une  sera  regardée  comme  une 
fonction  des  deux  autres,  et  l'équation  dont  nous  allons 
nous  occuper  est 

( i)  Pr/x  -i-  qdy  -^  Rr/z  =:  o, 

P,  Q,  R  étant  des  fonctions  données  de  x,j,  z.  Il  s'agit 
de  savoir  s'il  existe  une  fonction  z  de  jc  et^  propre  à 
vérifier  l'équation  (i)  et  de  trouver  celte  fonction  quand 
elle  existe.  Si  l'on  fait 

dz  =  p  d.r  -I-  q  df, 

et  que  l'on  substitue  celle  valeur  de  dz  dans  l'équa- 
tion (i),  les  différentielles  restantes  dx,  dj  étant  arbi- 
traires, il  faudra  que  leurs  coefficients  soient  nuls;  on  a 
donc 

(2)  P-i-R/p  =  o,     Q-i-R7  =  o. 

Ainsi,  il  nous  faut  satisfaire  par  une  même  valeur  de  z  à 
deux  équations  aux  dérivées  partielles  ;  cela  n'est  possible 
que  dans  le  cas  où  une  certaine  condition  se  trouve  rem- 
plie. Différcnlions  la  première  écjualion  (2)  par  rapport 
à  j^  et  la  seconde  par  rapport  à  x;  on  aura 

dP  ()W\  A)P  ôK\       ^ôp 
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retranchant  ces  équations  lune  de  l'autre  et  remarquant 

dp        dq     ..    . 
que  -^  =r  -— ,  li  vient 
*        ÔY        ox 

ou,  en  éliminant />  et  q  par  le  moyen  des  équations  (2), 

(^^  p i dï - dv) -^ ^l, d; - ^) -- ^l ^7 - d7 ;  =  °' 

telle  est  la  condition  que  remplissent  nécessairement  les 
fonctions  P,  Q,  R  lorsque  l'équation  (i)  est  intégrahle. 
Il  reste  à  prouver  que  cette  condition  est  suffisante  ;  c'est 
ce  que  nous  allons  faire,  en  procédant  directement  à  la 
recherche  des  solutions  que  l'équation  (i)  peut  admettre. 

78o.  Désignons  par  ^  un  facteur  propre  à  rendre 
l'expression  Q^j-'-i-R^^  différentielle  exacte  d'une 
fonction  u  des  variables j)-"  et  s;  le  facteur  ^  et  la  fonc- 
tion u  dépendront  généralement  de  x.  Posons,  en  con- 
séquence, 

(4)  ,^  =  ^,    ,R=^-j:^ 

et  faisons,  en  outre, 

,  ^\  ^       au       ^^ 

(5)  l'^^T.^'^ 

X  désignant  une  certaine  fonction  de  x,  j,  z.  L'équa- 
tion (ij,  multipliée  par  ^,  deviendra 

ôx  j  ôy  ôz 

ou 

(6)  du  -;-  X  dx  =  o. 

u  étant  fonction  de  x,j,  z,  on  peut  regarder  z  comme 
fonction  de  x,j,  u,  et  alors  X  deviendra  fonction  des 
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mêmes  variables.  Mais,  puisque  les  difTcrenliclles  du,  dx 
figurent  seules  dans  l'équation  (6),  u  ne  dépend  que  de  x; 
donc  il  faut,  pour  la  possibilité  du  problème,  que  X  ne 
contienne  pas  j  et  soit  fonction  des  seules  variables  x 
et  u.  Lorsque  cette  condition  est  remplie,  il  existe  un 
facteur,  fonction  de  x  et  de  u,  qui  rend  différentielle 
exacte  le  premier  membre  de  Téqualion  (6);  si  Ton  dé- 
signe par  -  un  tel  facteur,  il  est  évident  que  X  sei'a  un 

facteur  propre  à  rendre  une  différentielle  exacte  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  proposée.  On  a  ainsi  ce 
théorème  : 

Loisque  l'équation  P^j:  4-Q<f>  H-Rf/s -— o  est  inté- 
grable,  il  existe  un  facteur  \  tel,  que  y^iV'dx^Ç^d)  -.-R^z) 
est  une  différentielle  exacte  dU  ;  l'équation  est  donc 
satisfaite  en  posant  U  =  C,  C  étant  une  constante  arbi- 
traire, 

780.  Revenons  à  la  condition  de  possibilité;  elle  est 

,,,         .       ()X  ,  , 

exprimée  par  1  équation  --—  ^=  o,  quand  on  regarde  z 

comme  fonction  de  x^j^  u;  mais,  X  étant  exprimée 
en  x,y,  z,  elle  sera 

()X  _  _  ^  ^  _ 
Oj    '     ôz  ôy  ' 

la  valeur  -^  doit  être  tirée  de  l'équation  qui  exprime  u 

en  fonction  de  x,j,  z,  et  l'on  a,  en  conséquence, 

du       àii  ùz 

Jj  '^^  Jl  d'y  ""  °- 

Éliminant  donc  -^t  notre  condition  devient 
^'^'  di  àj-  ^  ôj  'Ol  ~  °' 
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On  a,  d'ailleurs,  par  les  formules  (4)  et  (5), 

dX  _  d{p.V]  _    d'il   _  ^,aP]       d  :  uQ] 
àj  ~~      àj  dv  Oj  "^     ùy 


dz  dz  dx  Oz  ôz  ox     ' 

.  ,,  ,      .  ,  .     .  ..       .    du    du 

SI  1  on  substitue  ces  valeurs,  ainsi  que  celles  de  -v-?  — ^ 

'1  dy    dz 

tirées  des  formules  (4),  l'équation  de  condition  (7)  de- 
viendra 

L    ^-^  ^^   J     '     L    '^y  ^^    J 

Enfin,  en  ajoutant  l'identité 

qui  résulte  des  équations  (4),  effectuant  les  différentia- 
tions  et  supprimant  le  facteur  \j,^  on  trouve 

/()Q       ^R\    ,       (d^       d^\    ,       /^P       dQ\ 

ce   qui    est   l'équation   de   condition   déjà   obtenue    au 
n°  784. 

On  voit  que,  si  cette  condition  est  remplie,  la  quan- 
tité X  qui  figure  dans  l'équation  (6)  sera  fonction  des 
seules  variables  x  et  u.  Dès  lors,  cette  équation  (6), 
qui  n'est  qu'une  transformée  de  la  proposée,  sera  une 
équation  différentielle  ordinaire,  dont  l'intégrale  géné- 
rale pourra  être  mise  sous  la  forme 

L  =C, 

G  étant  une  constante  arbitraire  et  U  une  fonction  de  x 
et  de  «,  c'est-à-dire  une  fonction  de  x,  ^  ,  z. 

L'analjse  précédente  montre  que  l'équation  de  condi- 
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lion  (8)  est  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'équation 
proposée  admette  une  intégrale;  elle  donne,  en  outre, 
le  moyen  de  déterminer  cette  intégrale  quand  elle  existe. 

787.  Cas  ou  P,  Q,  R  sont  des  fokctioks  homogènes 
DU  MÊME  DEGRÉ.  —  Supposons  la  condition  d'intégrabi- 
lité  remplie,  et  posons 

x=x'z,     j=/z, 

P",  Q',  R'  étant  des  fonctions  de  x'  et  de  j'.  La  propo- 
sée (i),  divisée  par  z"'^',  devient 

[P'cW  -f-  q'df  )  -^  (P'x'-i-  Q'/  +  R')  ^  =  G 

ou 

(h  V'dz'-^q'dy' 


Z     '     P'j:  ^  Q'j'+  R'         ^' 

le  deuxième  terme  de  cette  équation  ne  dépend  que  des 
variables  x',y,  et  il  doit  être  une  différentielle  exacte, 
en  vertu  de  Téquation  de  condition. 
Considérons,  par  exemple,  l'équation 

(/*  -^ j-z  -'r-  z^)  djc-r- [a:^  -i-xz-h  z^]df  -r-  [x-  +X^--t-__)' )^/2--=o. 

On  a  ici 

p'=/2-f-/-M,  Q'—x'^^x'-^i,  R'-x'*^x'y^-y\ 

et  la  proposée  peut  s'écrire  comme  il  suit  : 

dz   ^   (/«  -i-y-i-i)dx'-\-{.T'^-hx'-^  i)dr'  _ 

T  "*  (7'/-t-x'-hy)(.r'  +  j'-t-l)  ~  °" 

Or  on  a,  par  la  décomposition  en  fractions  simples, 

yr  -i-  /  -f-  1  y  ^  I  I 


[x'y-\-x'+y){x'-ty-hi)     x'y-^x'+y     x'+y-^i 

x'^  +  x'  -\-  l  x'  -H  I  I 
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ce  qui  permet  de  mettre  notre  équation  sous  la  forme 

dz        d[x' y'  -^x'  -\-y']        r/ 1  .r' H-  r' -M  ) 
:;  X  y'  +  x  -h  J  x'  -+-  j  H-  1 

On  voit  que  chaque  terme  est  une  dilTérentielle  exacte; 
rintégration  donne,  en  désignant  par  a  une  constante 
arbitraire, 

logs  -i-  log{x'y'  ^x' -[-/)—  l()g(.r'  -I- j'  -u  i;  =  log  a, 

d'où 

z—^h-. -. 7-' 


xy   -rX    -r-y 


Piemettant  enfin  -  )  -  au  lieu  de  x' ^j',  il  vient 

xy  -+- yz  —  zo.-  =  a  ( .r  -i-  )-  -\-  z], 
ce  qui  est  l'intégrale  de  la  proposée. 

Définition  de  l'intégrale  générale  d'une  équation  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre.  —  Des  inté- 
grales complètes. 

788.  La  variable  x  étant  regardée  comme  fonction 
des  n  variables  x^,  x-^,  •  •  • ,  x„,  posons 

dx  =  />!  r/jT,  -\-  p^ dx.^  -+-...  4-  /5,;  dx,i. 

Toute  équation  telle  que 

F    .r,  JT,,  .r,, r„,  p^,p, /5„  '  =  O 

est   une    équation  aux    dérivées  partielles   du  premier 
ordre. 

Si  l'on  peut  trouver  une  valeur  de  x,  fonction  de  x,, 
Xi,  ... ,  Xfi,  qui  satisfasse  à  l'équation  proposée  et  qui  se 
réduise  à  une  fonction  donnée  arbitraire  ^dc  Xf,  x-y,  .  .  . , 
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Xfi_i  quand  on  donne  à  x„  une  valeur  déterminée  In 
choisie  à  volonté,  l'équation  qui  détermine  cette  valeur 
de  a:  sera  dite  Vintégrale  générale  de  la  proposée. 

L'équation  proposée  et  celles  qu'on  en  déduit  par  des 
différentialions  successives  déterminent  les  valeurs  de  x 
et  de  ses  dérivées  des  divers  ordres,  relatives  à  x„,  en 
fonction  de  x,  a:,,  jt'a,...,  Xn,  et  des  dérivées  de  .r 
relatives  à  Xi,  Xn,  •  •  - ,  x„_{.  On  conclut  aisément  delà 
que  l'intégrale  générale,  si  elle  existe,  est  unique. 

L'existence  de  l'intégrale  a  été  établie  précédemment 
à  l'égard  des  équations  linéaires  par  rapport  aux  déri- 
vées, et  elle  sera  démontrée  généralement,  pour  toutes 
les  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre, 
par  la  méthode  même  qui  nous  servira  à  la  trouver. 

TiSl).  Lagrange  a  nommé  intégtale  coniplcte  d'une 
équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  à  n 
variables  indépendantes,  toute  équation  entre  les  n-'.-  i 
variables  qui  satislait  à  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles et  qui  renferme  n  constantes  arbitraires. 

Soient 

(i)  F(.r,  x,,.r.,,  ..  .,^„,/?,,  Pi,  ...,/>„)  =  o 

une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre, 
à  n  variables  indépendantes  Xy,  x.^,  .  .  . ,  x„,  et 

(2)  f[x,  .r,,  .1-.^,  .  ..,  .}■„,  tii.  <-/,,  .  .  . ,  a„  ]  :—  o 

une  intégrale  complète  de  l'équalion  (i).  Si  l'on  dilfé- 
renlie  cette  intégrale  par  rajqiort  à  chatpie  variable  indé- 
pendante successivement,  on  aura 

„,    ')/  ')/  à/  0/  ,)/  0/ 

^    '   ô.i\  d.r  tl-rj  d.r  i)j-„  Ox 

L'équation  (1)  doit  devenir  identique  quand  on  y  rem- 
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placer:  et  pi,p2)  '  -  •  ■  Pn  par  les  valeurs  tirées  des  équa- 
tions (2)  et  (3);  donc  on  doit  reproduire  l'équation  (i) 
quand  on  élimine  les  n  arbitraires  a^,  «o?  -  -  -  ■>  ^n  entre 
les  équations  { 2 )  et  (  3  ). 

L'intégrale  générale  de  l'équation  (1)  renfermant  une 
fonction  arbitraire  àe  n  —  i  variables,  il  est  évident 
qu'on  pourra  en  déduire  une  infinité  d'intégrales  com- 
plètes. Mais  il  est  très-remarquable  que  réciproquement 
l'on  puisse  déduire  d'une  intégrale  complète  une  solu- 
tion renfermant  une  fonction  arbitraire  de  n  —  i  va- 
riables et  qui  généralement  coïncide  avec  l'intégrale 
générale. 

Pour  démontrer  cette  importante  proposition,  consi- 
dérons la  constante  arbitraire  a^  de  l'équation  (2) 
comme  une  fonction  arbitraire  '^(«t,  «2>  •  •  •  1  (^n-i  )  des 
n — I  autres  arbitraires.  L'équation  (2),  qui  satisfait  à 
l'équation  (i),  dans  Thypotlièse  des  arbitraires  con- 
stantes, ne  cessera  pas  de  la  vérifier  si  l'on  suppose  les 
arbitraires  variables,  pourvu  que  les  équations  (3)  sub- 
sistent dans  cette  dernière  hypothèse. 

Prenons  la  différentielle  totale  de  l'équation  (2)  en 
considérant  les  arbitraires  comme  variables,  mais  en 
supposant  que  a,i  soit  remplacé  par  la  valeur 

(4)  ««  =  ?(^i,'^2, ««-1); 

écrivons  aussi  p^àxi  H- .  . .-[- pnclxn  au  lieu  de  dx\  il 
viendra 


Il  est   évident    qu'on   déduira  les  équations  (3)  de  la 
précédente  si  les  arbitraires  a,,  a^,  .  .  .,  ««_)  sont  dé- 
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finies  par  les  équations 

,.,  df  df  df 

^  Oa^  0(1,2.  ^"«-1 

Si  donc  on  pouvait  éliminer  a,,  «o,  .  .  .,  rt„_i  entre  les 
équations  (2)  et  (5),  on  obtiendrait  une  équation  con- 
tenant une  fonction  arbitraire  de  n — i  quantités  et 
satisfaisant  à  la  proposée;  une  telle  équation  ne  peut 
différer  de  l'intégrale  générale.  Mais  l'élimination  dont 
nous  venons  de  parler  n'est  pas  possible^,  à  cause  de  la 
fonction  arbitraire  (p  qui  entre  dans  l'équation  (2),  et 
dont  les  dérivées  partielles  figurent  dans  les  équa- 
tions (5^;  il  faut  donc  conserver  le  système  des  équa- 
tions (2)  et  (5),  qui  définit  l'intégrale  générale  d'une 
manière  suffisante. 

11  faut  remarquer  qu'à  chaque  intégrale  complète  de 
l'équation  proposée  répond  une  forme  déterminée  de 
l'intégrale  générale,  et  que,  relativement  à  cette  forme, 
l'intégrale  complète  joue  le  rôle  de  solution  particulière, 
en  ce  sens  qu'elle  ne  s'y  trouve  pas  comprise.  On  volt 
enfin  que  toute  équation  aux  dérivées  partielles  du  pre- 
mier ordre  résulte  de  l'élimination  d'une  fonction  arbi- 
traire par  la  méthode  exposée  au  n°  87  ;  cela  suppose 
toutefois  que  l'existence  de  l'intégrale  générale  soit 
établie. 

790.  Les  remarques  qui  précèdent  s'appliquent  à  toutes 
les  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 
Mais  on  a  vu  au  n°  778  que,  dans  le  cas  des  équations 
linéaires  par  rapport  aux  dérivées,  l'intégrale  générale 
peut  être  mise  sous  une  forme  particulière  qui  ne  con- 
vient qu'à  ce  genre  d'équations;  cette  intégrale  doit  coïn- 
cider avec  celle  que  l'on  déduit  d'une  intégrale  complète. 
Nous  allons  éclaircir  cela  sur  uu  exemple. 
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Considérons  l'équalion 

linéaire  par  rapport  aux  dérivées;  z  est  une  fonction 
inconnue  des  variables  Jr,  j,  et  nous  faisons  comme  à 

l'ordinaire 

(h  =  p  d.r  -+-  Y  dy. 

On  satisfait  à  l'équation  proposée  en  posant 

c  =  ax  -1-  br, 

aelb  étant  des  constantes,  car  on  tire  delàp  :=  a,  (j  :=  b. 
L'équalion  précédente  est  donc  une  intégrale  complète 
de  la  proposée.  Pour  avoir  l'intégrale  générale,  il  faut, 
d'après  la  méthode  du  n°  789,  remplacera»  par  une  fonc- 
tion arbitraire  ^{(i)  de  a  et  éliminer  a  entre  les  deux 
équations 

z  =  a.r  -\-  j-'si[a],      o  =  .r  -^  j  'j>'  [a], 

dont  la  seconde  s'obtient  en  différentiant  la  première  par 
rapport  à  a.  D'après  cette  seconde  équation,  ''j'(«)  est 

égale  à  —  -;  donc  a  et  ^(a)  sont  des  fonctions  de -»  et 

la  première  de  nos  deux  équations  montre  que  l'on  a 


rien  ne  détermine  la  fonction  ^,  et  nous  retrouvons  par 
cette  voie  l'intégrale  à  laquelle  conduit  la  méthode  du 
n-  778. 

Intégration  des  équations  aux  dérii^ées  partielles  du 
premier  ordre,  dans  le  cas  de  deux  variables  indé- 
pendantes. 

791.  Le  problème  qui  conslilue  le  calcul  intégral  des 
équations  aux  dérivées  partielles  est  aujourd'iiui  coni- 

S.  —  Cale.  iiil.  ijo 
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plétement  résolu  pour  ce  qui  concerne  les  équations  du 
premier  ordre,  c'est-à-dire  que  l'intégration  d'une  telle 
équation  peut  toujours  être  ramenée,  quel  que  soit  le 
nombre  des  variables  indépendantes,  à  l'intégration 
d'un  système  d'équations  dilTérenlielles  ordinaires  simul- 
tanées. Parmi  les  méthodes  propres  à  atteindre  ce  but, 
il  faut  surtout  distinguer  celles  de  Jacobi  et  de  Cauchj: 
je  prendrai  ici  pour  point  de  départ  l'analyse  de  Cauchv, 
mais  je  présenterai  en  même  temps  quelques  dévelop- 
pements relatifs  à  vnie  difficulté  inhérente  à  cette  analyse 
et  que  j'ai  déjà  publiés  ailleurs. 

792.  Nous  considérons  d'abord  le  cas  de  deux  variables 
indépendantes.  Soit  • 

(i)  F{x,Y,z,p,  q'  ^-  o 

l'équation  proposée,  dans  laquelle  :;  désigne  une  fonction 
inconnue  des  deux,  variables  indépendantes  x,jj%  et  où  p, 
(/  représentent  respectivement  les  dérivées  partielles 
(h     cb^ 

Il  s'agit  de  trouver  une  valeur  de  ::  qui  satisfasse  à 
l'équation  (i)  pour  toutes  les  valeurs  de  x  et  de  j,  et 
qui,  pour  une  valeur  donnée  Xo  de  x,  se  réduise  à  une 
fonction  arbitraire  donnée  f [y)  de  >'.  Ainsi  l'on  doit 
avoir  en  même  temps 

le  problème  énoncé  en  ces  termes  est  complètement  dé- 
terminé. 

Introduisons,  avec  CaucliN,  une  lonclion  acluellemcnl 
indéterminée  j^'o  de  x  et  de  }  ;  on  pourra  considérer  i 
comme  une  fonction  de  x  et  de  j  g,  et  alors  z,p,  q  seront 
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aussi  des  fonctions  de  ces  mêmes  variables.  On  aura  donc 

dz  = -Y-  ax -h  -—-  djr^, 
de  dj, 

et,  si  l'on  porte  ces  valeurs  de  ^s  et  de  dy  dans  l'équation 

dz  :=  p  dx  -\-  q  df, 

qui  exprime  la  définition  de  p  et  de  q,  il  viendra 

(^-   ,  àz    ^  ,  /<^r  ,         <?J'    , 

Cette  équation  ayant  lieu  quelles  que  soient  les  difFé- 
rentielles  dx  et  djo,  on  a 

(")  d^^P-'-nx' 

Si  l'on  différentie  l'équation  (2)  par  rapport  à  j  0  et 
l'équation  (3)  par  rapport  à  x,  puis  que  l'on  retranche 
ensuite  les  deux  résultats  obtenus  l'un  de  l'autre,  il 
viendra 

djo~  àx  djo       ày^  dx' 
Cela  posé,  désignons  par 

d?  =  Xdx  -i-  Ydj  -r-  Zdz  -h  Vdp  ^  qdq 

la  difFérentielle  totale  du  premier  membre  de  l'équa- 
tion (i);  on  aura,  en  différentiant  cette  équation  (i)  par 
rapport  à  j  o> 

(5)  ï|l+z|i+P^+Q^l..o,    . 

àjo  djo  djo  0)'o 

4o. 
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dz 
et,  si  l'on  porte  dans  réquatlon  (5)  les  valeurs  de  -r— 

et  de  -r —  tirées  des  équations  (3)  et  (4),  il  viendra 

Or,  la  fonction  de  x  et  dej)o  qui  représente  j  et  que 
nous  avons  introduite  est  jusqu'ici  indéterminée*,  nous 
en  disposerons  de  manière  que  l'on  ait 

(7)  ^'l-'i-"- 

ei  nous  l'assujettirons  en  outre  à  se  réduire  à  j)'q  pour 
x  =  j:'o.  Ainsi  l'on  aura  en  même  temps 

en  posant,  pour  abréger, 

2o--/*(.ro).    îo— /'(.vo), 
et  en  déterminant  />o  par  l'équation 

qui  n'est  autre  chose  que  l'équation  (i),  dans  laquelle 
on  remplace  x,j,  z,  p,  q  respectivement  par  Xo,  Ja, 

^0>  POi   ^0- 

L'équation  (7)  réduit  l'équation  (6)  à 
(8)  Y-Z^-P^    .0, 

en  sorte  que  le  problème  proposé  est  ramené  à  trouver 
quatre  fonctions  j',  z,  p,  q  des  deux  variables  indépen- 
dantes X  cVja,  qui  satisfassent  généralement  aux  cinq 
équations  (i),  (2),  (3),  (7)  et  (8),  et  qui  se  réduisent 
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respectivement  àjo,  Zo,  po,  i/o  pour  x=:Xo\  nous  ne 
parlons  pas  de  l'équation  (4),  parce  qu'elle  résulte, 
comme  on  l'a  vu,  des  équations  (2)  et  (3). 

793.  Mais  les  équations  (i),  (2),  (7),  (8)  suffisent, 
comme  on  le  verra,  pour  la  détermination  des  inconnues 
y,  z,  p,  q\  l'équation  (3)  est  donc  surabondante,  et  il 
faut  qu'elle  se  trouve  vérifiée  d'elle-même.  Voici  com- 
ment Cauchy  a  démontré  cet  important  théorème. 

Supposons  que  des  équations  (i),  (2),  (y),  (8)  on  ait 
tiré  pour  y,  z,  p,  q  des  valeurs  déterminées,  fonctions  de 
X  et  de  Joj  qui  se  réduisent  respectivement  à  y^,  Zq, 
po,  qo  pour  x  =  Xç,',  les  deux  membres  de  l'équation  (3) 
seront  aussi  des  fonctions  déterminées  de  x  et  de  jo,  et, 
en  désignant  par  T  leur  différence,  on  aura 

Si  l'on  dilférentie  celte  équation  par  rapport  à  x,  et  qu'on 
en  retranche  ensuite  l'équation  (2)  préalablement  diffé- 
rentiée  par  rapport  à  jo,  on  aura,  au  lieu  de  l'équa- 
tion (4), 

.  0/)  I dq    ()y        ôq    d)\       dT 

dj\)        \dx   Ojq        àfo  ÔJ'j         Ou:'' 

puis,  en  portant  dans  l'équation  (5)  les  valeurs  de  --^  et 

de  ~-  tirées  des  équations  (9)  et  (10),  il  viendra 


Ouj0j\y        \  Oj.JOjo 


Ojc 
enfin,  à  cause  des  équations  (7)  et  (8),  cette  équation  se 
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réduit  à 

P  -T T-  ZT  —  0     ou     -  — -  =  —  -. 

ôx  T  d.v  P 

Z 

La  quantité  —  -  étant  exprimée  en  fonction  de  x  et 

-dx  a  une  valeur  finie  et 

■ï"0 

déterminée,  on  tirera  de  l'équation  précédente 

T  r  Z  -  /    P  ''' 

(12)  log-  =  -j     -d.r,     T  =  T,e    ^'«         , 

en  désignant  par  Tq  la  valeur  que  prend  T  pour  x  =  Xo> 

Mais,  comme  l'hypothèse  x  =^  Xq  réduit  -r —  à  r/n  et  V- 

à  I,  l'équation  (9)  montre  que  To  =^  o,  et,  par  suite,  à 
cause  de  l'équation  (12  ),  on  aura  généralement 

T  =  o. 

Nous  examinerons  plus  loin  le  cas  singulier  dans  lequel 

rz 

l'intégrale    /    —  dx  cesse  d'avoir  une  valeur  finie  et  dé- 


terminée 


'6' 


79i.  D'après  ce  qui  précède,  nous  n'avons  à  considé- 
rer que  les  équations  (i),  (2),  [y)  et  (8).  On  peut  même, 
si  l'on  veut,  remplacer  l'équation  (i)  par  sa  dérivée  rela- 
tive à  x;  cette  dérivée  n'a  pas  en  effet  plus  de  généralité 
que  l'équation  (i),  puisijuc  les  valeurs  de  j,  z,  p,  q 
doivent  se  réduire  k  j^,  Zq,  />o,  70  pour  x  =  Xq.  Or  la 
dérivée  en  question  est 

c;.r  Ox  a.r.  Ox 
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et,  en  y  remplaçant  -,-5  Q  et  Y  par  les  valeurs  tirées  des 
équations  (2),  (7)  et  (8),  elle  se  réduit  à 

(i3)  x  +  Zp-i-P^  =  o. 

Le  problème  dont  nous  nous  occupons  est  donc  ramené 
à  trouver,  au  moyen  de  quatre  des  équations  (i),  (2), 
(y),  (8),  (i3),  des  valeurs  dej',  z,  p,  q,  fonctions  de  x 
et  de  j'o>  qui  se  réduisent  respectivement  àj'o>  -o?  pa,  <lo 
pour  X  =  Xo- 

Les  équations  (2),  (7),  (8),  (  i3)  forment  en  réalité  un 
système  de  quatre  équations  simultanées  aux  dérivées 
partielles;  mais,  parce  que  ces  équations  ne  renferment 
pas  la  variable  indépendante  j)o>  elles  doivent  être  trai- 
tées comme  des  équations  différentielles  ordinaires  ;  elles 
sont  comprises  dans  la  formule  unique 

. .        d.r (Ir  dz  —  dp  —  dq 

^'^^       "P  ~  Q  ~  P/;    ,-  Q7  ~  X  -T-  Z/;  ~  Y~^7rq  ' 

et  l'une  d'elles,  nous  devons  le  répéter,  peut  être  rem- 
placée par  l'équation  (i). 

Si  le  premier  membre  de  l'équation  (i)  est  une  fonc- 
tion linéaire  relativement  aux  dérivées /?  et  ^,  comme  sa 
différentielle  prise  en  ne  faisant  varier  que  p  et  q  est 
Pf?/?  -h  Q  dq,  Pet  0  seront  indépendantes  àep  et  y,  cl  F 
aura  la  forme  P/:> -h  Oq  —  R,  R  étant  comme  P  et  Q 
fonction  de  x,  y,  z.  Dans  ce  cas,  les  deux  premières  des 
équations  contenues  dans  la  formule  (i4);  savoir 

de        dy        dz 

permettent,  sans  le  secours  des  autres,  de  déterminer  les 
valeurs  de  y,  z  en  fonction  de  x  et  j  o-  On  est  ainsi  ra- 
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mené,  dans  le  cas  des  équations  linéaires  par  rapport  aux 
dérivées,  à  la  règle  du  n"  774. 

793.  Supposons  généralement  que  des  équations  (i4) 
on  ait  tiré  des  valeurs  de  j)'^,  z,  p,  q  se  réduisant  àj)  o>  ^o> 
po,  (jo  pour  X  =  .To  ;  soient 

ces  valeurs;  nous  n'écrivons  pas  la  lettre  /^o  dans 
ces  expressions,  parce  qu'on  peut  toujours  supposer 
que  l'on  ait  substitué  sa  valeur  tirée  de  l'équation 
F(j"o>  )'q,  ^oy  Poy  (Jq)  ^=  o;  quant  à  jto,  c'est  une  valeur 
numérique  déterminée  dont  il  n'y  a  pas  à  s'occuper. 

Les  deux  premières  équations  (i5)  donneront  la  solu- 
tion du  problème  proposé  si  l'on  y  remplace  Zq  P^^J^ij'o) 
et  ço  pary(^'o)-  Si  Ion  attribue  à  la  fonction^'(j)'o)  une 
forme  déterminée,  et  que  l'on  puisse  éliminer  j  0  entre 
les  deux  équations  dont  nous  parlons,  on  aura  l'expres- 
sion de  la  fonction  inconnue  z  en  x  elj.  Mais,  si  la  fonc- 
tiony(j)^o)  ou  Zo  reste  indéterminée,  l'élimination  de  7 > 
sera  impossible,  à  moins  que  les  valeurs  de^  et  de  z  ne 
soient  l'une  et  l'autre  indépendantes  de  (Jq  ;  dans  ce  cas, 
si  Ion  résout  les  deux  premières  équations  (i5)  par  rap- 
port àj  0  et  z^),  on  obtiendra  des  expressions  de  la  forme 

cl  la  solution  du  problème  sera  donnée  par  l'équation 

?=/(•}^ 

d'où  l'on  conclut,  comme  on  sail,  que  l'équation  pro- 
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posée  (i)  est  nécessairement  linéaire  par  rapport  aux 
dérivées  p  el  ij. 

Si  l'on  fait  abstraction  du  cas  d  une  équation  linéaire, 
je  dis  qu'aucune  des  expressions  dey  et  de  z  ne  peut 
être  indépendante  de  </o-  En  efTet,  portons  dans  l'équa- 
tion (3)  les  valeurs  dey,  c,  (/  tirées  des  équations  (i5); 
on  aura 

cette  équation  doitavoirlieu  identiquement,  et,  par  suite, 
les  termes  multipliés  par  ^^  doivent  se  détruire.  On  a 

^J  0 

donc  encore  identiquement 

le  facteury^  =r  <7  ne  peut  être  nul  généralement,  d'où  il 

.,,  ,  .  ,    dfr    df,        .,       . 

suit  que,  SI  l  une  des  quantités  -^—i  -r-^  est  identiquement 

nulle,  l'autre  doit  l'être  aussi  ;  donc  les  deux  fonctions  /, 
elf-,  dépendent  l'une  et  l'autre  de  Ço,  ou  elles  sont  l'une 
et  l'autre  indépendantes  de  cette  quantité  :  ce  dernier 
cas  ne  peut  avoir  lieu,  comme  on  l'a  vu  plus  haut,  que  si 
l'équation  proposée  est  linéaire  par  rapport  aux  déri- 
vées^ et  (f. 

Cela  posé,  si  l'on  élimine  qo  entre  les  deux  premières 
équations  (i5),  on  obtiendra  une  équation  qui  pourra 
tenir  lieu  de  la  seconde  d'entre  elles  et  que  je  représen- 
terai par 

(  1 6)  V (  JT,  r,  z,  7o,  =0 ;  —  o     ou     V  =  o. 

Si  l'on  prend  la  différentielle  totale  de  cette  équation, 
et  que  l'on  y  remplace  dz  o  par  (/odj  o,  dz  par  j>  d  a  -^(/dj  , 
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il  viendra 

mais  la  première  équation  (i5)  donne 

si  l'on  porte  cette  valeur  de  dj  dans  l'équation  précé- 
dente, et  il  ne  restera  plus  que  les  deux  seules  différen- 
tielles indépendantes  dx  et  djQ  ;  en  égalant  donc  à  zéro 
les  coefficients  de  celle-ci,  on  aura 


(ù\    ,      d\\h)A       àA       ,    'V\  Oqo\^  [ÔW  ÔW\ 

Ces  équations  doivent  devenir  identiques  si  l'on  y  rem- 
place j',  z,  p,  (/  jiar  les  valeurs  tirées  des  formules  (i5). 

Or  celles-ci  ne  contiennent  pas  la  quantité  arbitraire  -r^; 

il  est  donc  nécessaire  que  cette  quantité  disparaisse  de 
la  dernière  équation.  Comme  nous  faisons  abstraction  du 

cas  où  l'équation  proposée  (  i)  est  linéaire,  la  dérivée -r^ 

^  ^        ^  Oqo 

ne  peut  être  nulle;  il  laut  donc  que  -t-  -1-7-7-  s  an- 
^  ^        Of        '  Oz 

nule,  et,  en  conséquence,  on  a  simultanément,  par  les 

équations  précédentes, 

,      ,  ÔV  dV 


et 


,  ON  àV  dV  dV  ÔV 
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Ainsi  les  quatre  équations  (i6),  (17)  et  (18)  deviennent 
identiques  en  vertu  des  équations  (i5);  elles  déterminent 
d'ailleurs  les  valeurs  de  r,  -,  /),  (j,  et,  par  suite,  elles 
peuvent  suppléer  les  équations  (i5). 

En  particulier,  si  l'on  remplace,  dans  V,  Zo  pary'i  0)1 
l'intégrale  cherchée  de  l'équation  (1)  sera  le  résultat  de 
l'élimination  dejo  entre  les  deux  équations 

:.9)  v=o,    (^J^o. 

(  ^ — 1  désignant  la  dérivée  de  \  prise  par  rapport  àjo, 

mais  en  considérant  z^  comme  fonction  àe  Jq.  Donc, 
pour  avoir  cette  intégrale,  il  suffit  de  connaître  la  fonc- 
tion V,  et  on  l'obtiendra  en  éliminant  p,  </,  p^,  q^  entre 
les  quatre  intégrales  des  équations  (i4)  ^t  l'équation 
¥[xo,  ro,  zo,po,  ^o)  —  o. 

796.  Nous  devons  faire  remarquer  que  l'équation 
V  =  o 

constitue  une  intégrale  complète  de  l'équation  propo- 
sée (i),  si  l'on  y  regarde  jo  et  Zq  comme  deux  constantes 
arbitraires. 

En  effet,  dans. la  solution  générale  que  nous  venons  de 
développer,  on  reconstruit  l'équation  proposée  (i)  en 
éliminantj'o  et  Zq  entre  les  équations  (16)  et  (18).  Or,  si, 
au  lieu  de  regarder  jo  etZo  comme  des  variables  assujet- 
ties à  vérifier  l'équation  (17),  on  considère  ces  quantités 
comme  des  constantes,  il  est  clair  que  les  équations  ^18) 
subsisteront  et  continueront  avec  l'équation  (16)  à  re- 
produire l'équation  (1)  par  l'élimination  de  j^o  et  de  Zq. 
Cette  équation  (16),  qui  renferme  ainsi  deux  constantes 
arbitraires,  est  donc  une  intégrale  complète  de  l'équa- 
tion (i). 
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IVn .  Exemple.  — Pour  donner  une  application  de  ce 
qui  précède,  considérons  l'équation 

où  n  désigne  une  constante.  On  a  ici 

X  — o,     T=o,     Z3=i, 
P  =  ^  aq,      Q  -  -  —  ap,      Vp  -i-  Qry  =  —  inpq  t^  —  zz, 

et  les  équations  simultanées  à  intégrer  sont 

(Lr        il  y         tlz.        dp        (hj 
aq         (ip         2  3         p  q 

on  trouve  ininiédiatemcnt  les  quatre  intégrales  suivante:-, 

L  —  Il  —  i.^      '''  ~  •'^"  —  ■"' ~~.>'o  _  \^~  y/^o 

et  Ion  élimine  tout  de  suite  p^  et  </o  entre  les  deux  déf- 
ères en  taisant  usage  de  l'équation  cr,,  — ap^q^^^^  o  \ 


m 
on  a 


Si  aonc  on  fait 

\^a[fz-  v/yû^?  -  (.r  -  .ro)  (j  -  r„  ), 

l'intégrale  générale  de   l'équation  z  =  apq  sera  le  rc- 
sultat  de  l'élimination  dej)  o  entre  les  équations 

V     -o,      --^  -o. 

798.  La  méthode  que  nous  venons  de  développer  sup- 

—  (ix  conserve  une  valeur  finie 

et  déterminée  ;  nous  allons  nous  occuper  ici  de  celle  inté- 
grale. 
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Supposons,  pour  abréger,  que  l'on  ail  résolu  l'équa- 
tion {16)  par  rapport  a  z  el  que  l'on  en  ait  tiré  la  valeur 
z  =  M,  M  étant  une  fonction  donnée  de  x,  y,  j)  0,  ^o- 
Les  équations  (16)  et  (17)  qui  fournissent  la  solution 
cherchée  de  l'équation  (i)  seront  plus  simplement 

(20)  r.=  M, 

dM  ÔM 

U)  0  '-'■■'0 

et  les  équations  (18)  qui  déterminent  les  valeurs  de  p  et 

de  (f  seront 

,      ,  dM  dW 

Pour  reconstruire  l'équation  proposée  (i),  il  faut  éli- 
miner jo  etZo  entre  les  équations  (20)  et  (22)  ;  par  con- 
séquent la  différentielle  totale  dF  du  premier  membre 
de  celte  équation  s'obliendra  en  ajoutant  les  différen- 
tielles totales  des  fonctions   M — z,  -^ p,  t 7> 

respectivement  multipliées  par  des  facteurs  X,  p,  v  sus- 
ceptibles de  faire  disparaître  les  différentielles  djo 
et  dzo.  lesquelles  doivent  être  regardées  ici  comme  in- 
dépendantes; on  aura  donc 

;   ,^       /.   dM         â^M         O'-M  \  , 

^  \      Or  O-r-  ôxôrj 

i  /  dM        ô'-M       d'yi\  ,      .  ^         ,        , 

\  \    Oj        '   à' à  y  ôy-  )    ^ 

et  les  facteurs  ?>,  p.,  v  devront  vérifier  les  deux  équations 
suivantes  : 


ÔM  (V-M  ô-M 

l ~  u.  - — — -  4-  V 


4) 


.  dM  O-M  ()-M 
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De  l'équation  (28  >,  on  lire 

Z  ). 

et,  à  cause  des  équations  (24), 


P  diM    ()-  M         ô},\     à'  iM 


Pour  avoir  l'intégrale  dont  nous  avons  besoin,  il  faut, 
dans  celte  expression,  remplacer  7  par  sa  valeur  tirée  de 
l'équation  (21),  multiplier  ensuite  par  dx,  et  intégrer 
entre  les  limites  j"o  et  x;  or  on  peut  éviter  l'élimination 
de  )'  en  procédant  comme  il  suit.  Si  l'on  ajoute  au  numé- 
rateur de  l'expression  précédente  de — -?  et  que  l'on  en 
rclranchc  ensuite  la  quantité 

dm 

dM  \   d.rdzf^  drôz^ 


il  viendra 


(VM   f<m    dm       dM    dm  \  ,         d-M   /d.M    d-M         dM    d-> 

fl.r  -f- 


—  -  fh 


d/'k-o  ^  <ho  dj-dz„       t)z„d>djo/  d)  d:^,\dzo  d-rdy-Q        d)odj-d 

m  I  dM    dm    _  JM    d-  M    \ 

mflh,  en  dilTérenliant,  dans  l'hypothèse  où  x  et  7  sont 
seules  variables,  l'équation  (21^  mise  sous  la  formo 

du 

à  y» 


m 
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on  trouve 


Z 

ce  qui  réduit  l'expression  précédente  de  — -  dx  à 


,.    ôyi 

,,      ÔM 

dbg  , 

a  log  — — 

Z 

dz. 

^  à- 

.       r/M 

-,..-. 

=  ^ '-  cLr  -> 

'        àr     ""--■ 

dz,. 

Comme  la  fonction  M  doit  se  réduire  à  Zq  pour  x  =  Xo 
et  r  =Joi  il  s'ensuit  que,  dans  la  même  hypothèse.  --- 

OZ(y 

se  réduit  à  l'unité.  On  a  donc,  en  intégrant  l'équation 
précédente  entre  les  limites  Xo  et  x. 


[.5)  _/|, /.=,,„,«. 


I 


799.  L'analvse  du  n°  793  se  trouve  en  défaut  lorsque 

l'intégrale   /     -  dx  cesse  d'avoir  une  valeur  finie  et  dé- 

terminée.  Ainsi  que  l'a  remarqué  M.  Bertrand,  cette  cir- 
constance se  présente,  non  pas  seulement  dans  quelques 
cas  particuliers,  mais  dans  le  cas  le  plus  général.  Et  en 
effet  il  suffit  généralement  d'attribuer  une  forme  conve- 
nable à  la  fonction /(j>)  ouy(jo)  ou  Zq  pour  que  l'in- 
tégrale dont  il  s'agit  devienne  infinie.  Mais  je  dis  que  : 

Si  pour  une  forme  particulière  de  la  fonction  f[^  ) 

L'intégrale  1     -  dx  cesse  d'awoir  une   valeur  finie  et 

déterminée,  les  formules  que  nous  avons  établies  de- 
viennent illusoires  et  sont  impropres  à  fournir  la  solu- 
tion du  problème  proposé.  Celle-ci  est  donnée  dans  ce 
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cns  par  l'intégrale  complète  de  Lagrange  qui  accom- 
pagne l'intégrale  générale. 

On  voit,  en  effet,  par  l'équation  (25),  que,  si  l'intc- 
grale  /  5 '^■^  cesse  d'avoir  une  valeur  iinie  et  déter- 
minée pour  une  certaine  forme  de  la  f()ncliony"(  7  ),  la 
dérivée  partielle  -^  devient  nulle,  infinie  ou  indéter- 

minée  après  la  substitution  de  la  valeur  de  y  tirée  de 
l'équation  (21).  Mais  alors  il  est  évident  qu'on  ne  sau- 
rait tirer  de  cette  équation  (21)  une  valeur  déterminée 
de  }'  se  réduisant  à  jo  pour  a:  =  Xo,  puisque  la  double 

livpothèse  X  ^=  J"o»  J'  =  >  0  <Joit  réduire  -r—  à  l'unité.  De 

ce  qu'il  est  impossible  de  tirer  de  l'équation  (21)  une 
valeur  déterminée  de  y  se  réduisant  à  j)  „  pour  x  =:■  jc^ 
il  faut  conclure  que  l'hypothèse  x  =  x^  fait  disparaître  j' 
du  premier  membre  de  cette  équation,  et,  parce  que 
celle-ci  est  satisfaite  quand  on  fait  à  la  fois  j:  =  Xq, 
y  =  )■(,,  il  est  évident  qu'elle  est  vérifiée  identiquement, 
quel  quo  soit  7  ,  quand  on  y  fait  x  :^  x^.  Il  résulte  de  là 
qiiej'o  disparaît  de  l'équation  (  ao)  quand  on  faitx  --  j"u, 
car  la  dérivée  du  second  membre  par  rapport  à  -)  0  est 
identiquement  nulle  ;  cette  é(|uation  donnera  donc,  dans 
cette  hypothèse  de  x  =^  .r^, 

puisque  nous  savons  qu'elle  a  lieu  identiquement  quand 
on  faiti-  =^jo>  "  =  'o>  et  que  l'on  a  Zg  z^z-fi^y^).  Con- 
cluons donc  que,  dans  le  cas  particulier  dont  nous  nous 
occupons,  la  solution  du  problème  proposé  sera  donnée, 
non  plus  par  le  svstème  des  équations  (20)  et  (  21),  mais 
par  la  seule  équation  (20). 
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800.  Nous  éclaircirons  ce  qui  précède  par  un  exemple. 
Soit  l'équation 

F  =^  pz  — pqy  —  aq  =  o, 
où  a  désigne  une  constante  donnée.  On  a  ici 
X  =  o,     Y=—pq,     7.=p, 

nn         .  pz 

les  équations  simultanées  à  intégrer  sont 

—  pdx         q  dv  dz  dp  dq 

aq       "    pz    ~  pqy  ~  p-~~   O 

et  Ton  en  tire  sans  difficulté 

I  I  a  f  .r  —  Xn' 


q  =  qo, 


P-       Pô  "I0 


P^Po                      °  '       P'~  Po              ïo       ' 
d  ou,  en  remplaçant  p^  par  sa  valeur ■> 


s'i 

-0 

70  Jo 

¥ 

-^ 

O-aqç, 

(^- 

-^0) 

'0 

(-0- 

-  ç^r 

«) 

-+- 

»qj- 

r  — 

-•r„] 

v'ï 

^0 

QoJo 

Y 

-^ 

2"7o 

[x- 

-■^"o) 

aq. 

n 

7  =  ?o  ; 


telles  sont  les  valeurs  de  j-,  z,  p,  q  en  fonction  de  x,Jq, 
Zq,  c/o-  On  a  ensuite 

Z  />-  ftqn 


S.—    Cale,  int,  4' 
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et 


■L 


Z    ,  ,  "o  —  7o.''o 

-  ci.r  =^  lor 


On   voit  que   l'int('gralc    /     -  (f.r  devient    infinie    si 

l'on  a 

(ha       Zq 
^0  —  «Zc^o  =  o      ou      -—  r=:  —  • 

dans  ce  cas,  la  valeur  de  Zq  est 

So  =  «Joi      d'où     7o  ~  «. 

a  désignant  une  constante  arbitraire.  Mais,  si  l'on  sup- 
pose à  'o  cette  valeur,  nos  lormules  deviennent  illusoires, 
car  elles  donnent  pour  )  et  pour  z  les  valeurs 


cpii  sont  indépendantes  dej>o- 

Eliminons  g^  entre  les  deux  écpiations  qui  déterminent 
les  valeurs  de  j-  et  z.  On  tire  de  ces  équations 

2  -^  f/oX  — 


V^l^o  — 7o7o)--t-  2fl7o(-^—  'oj 


et,  par  la  niulti[)lieation, 

au  moven  de  quoi  la  deuxième  écpiation,  élevée  au  carré, 
se  réduit  à 

fj^'y^—yV—-  [y-  —  Jo=o)  -i-«(-r  — /rj. 

L'élimination  de  </„  entre  les  deux  dernières  écpiations  se 
lait  immédiatement;  on  trouve 
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OU 


a-\.r  —  .r„ 


2     3  z  A        :j  3- 

L  .',,        J.>'o         .>ô  .'0  J5 

c'est  l'équation   que  nous    avons    désignée  en  général 
par  V  :=  o  ;  on  en  lire 


formule  dont  le  second  membre  est  la  quantité  désignée 
par  M.  On  vérifie  aisément  que  l'équation 

du  dM 

donne  la  valeur  de  j  obtenue  précédemment,  et,  en  sub- 

1  11»  .        ,    ()M 

stituant  cette  valeur  dans  1  expression  de  -^r—i  on  trouve 

àU z^  —  qofo 


ce  qui  s'accorde  avec   les  résultats  généraux  déduits  de 
notre  théorie. 

Si  l'on  fait  :;,,  =  a 7  „  dans  l'équation  ::  =  M,  on  ob- 
tient 


<'-'^^}--vFM' 


r  —  X, 


Jo 


cette  valeur  de  z  satisfait  à  l'équation  proposée  quand 
on  regarde  aet^g  comme  des  constantes  arbitraires; 
d'ailleurs,  elle  se  réduit  à 


pour  X  =  Xq]  donc  elle  donne  bien  la  solution  du  pro- 
blème proposé  dans  le  cas  où  l'on  suppose  la  fonction 
/(j)  égale  à  aj. 

4i. 
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Extension  de  la  méthode  précédente  au  cas  d' un  nombre 
quelconque  de  variables  indépendantes. 

801.  La  mclhode  précédente  est  applicable  quel  que 
soil  le  nombre  des  variables  :  c'est  ce  que  nous  allons 
établir  ici  succinctement,  sans  entrer  dans  la  discussion 
des  détails. 

Désignons  par  X|,  Xo, v,i  les«  variables  indéj)en- 

dantes,  par  x  la  variable  principale;  posons  en  outre 

(  1  )  dx^=p^  (I-r^  -h  p.,(/x^-{-  .  .  .-i-  /?„  (/./„, 

et  considérons  l'équation  aux  dérivées  partielles 

(2)  V[.r,Xi,.r.^,  .  .  .,  .r„,pi,p, p„]  -    o, 

dont    le    premier   membre    est    une     fonction    donnée 
des  2  «4-  I  variables 

X,    ./j,    Xo,    .  .  .,    x,i,  p,,  P2,    .  .  .,   Pu- 

La  fonction  inconnue  x  n'est  pas  déterminée  complè- 
tement par  la  condition  de  satisfaire  à  l'équation  (  2)  ; 
mais  elle  le  devient  en  général  (n°  788)  si  on  l'assujettit 
en  outre  à  se  réduire  à  une  fonction  donnée 

dcsn — I  variables  JT) ,  Xo,  ...,x„_^,  lorsqu'on  attribue 
à  Xn  la  valeur  particulière  |„.  Alors,  si  l'on  pose 

f^l  ~^  zji  d.i\  -+-  CT2  fix^  -f- .  .  .  -t-  CT„_,  (lx„_i, 

on  devra  avoir,  pour  x„=^trn  non-seulement  a:  =  ;,  mais 
encore 

Cela  posé,  désignons  par 
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des  fonctions  indéterminées  de 
on  pourra  considérer  inversement 

■ri,     r,,     .  .  .  ,    Jr„_i 

comme  des  fonctions  de 

et  alors  x  deviendra  fonction  des  mêmes  vai'iables.  La 
formule  (i)  fait  connaître  les  dérivées  partielles  de  x 
relatives  à  cette  hypothèse.  On  a 


(3) 
et 


(4) 


Or 

i  à 

1  Oî, 


Pi 


0.v„ 


Pn-l 


0.r„ 


3T       =Pi 


à 


-r;r      =Pi 


-^Pa 


ÔX                       0  r^ 
T5 =Pi  T' 


+ 


-^p„-l 


Pn-\ 


àfn-2 


àla-\ 


DifTérentions  l'équation  (3  )  par  rapport  à  \i  et  la  t'""^ 
équation  (4)  par  rapport  kxn  *,  retranchons  ensuite  l'une 
de  l'autre  les  deux  équations  obtenues,  on  aura 

^'~dT,~'\j)^,,dîi       àliôxj'"'      \ôx„       dli  dli      ôx„ 

comme  l'indice  t  peut  avoir  les  valeurs  i,  2,  ...,  [n  —  i), 
l'équation  (5)  tient  lieu  de  n  —  i   équations  distinctes. 
Désignons  maintenant  par 

clY  =  X dx  -r-  X  j  r/.r,  -{-...+  X„ dr,^  -^  p^dp^  -h  .  .  .  +  P„  dp„ 
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la  différentielle  totale  du  premier  membre  de  l'équa- 
tion (2).  On  aura,  en  différentiant  cette  équation  (2) 
par  rapport  à  H/. 

().r  ().r,  ô.r„_^ 

^    àp,  ^     dp,, 

O'.i  Oc, 

()x-  i)p,,  ,  ,  ,     ,  , 

ou,  en  remplaçant  -—  et  -— -  par  leurs  valeurs  tirées  des 
formules  (4)  et  (5  ), 

. ,    1  Ô^i   \  Or,J  ()^i     \  0.r„    j 


(il    « 


d/'./p,_p„^\     ,._!ÎAÎ^(p„_,_P,* 


ùl.i  \  Ox^j  ôti    \  Ox, 

ce  (jui   équivaut   à  n  —  i    éijuations,    l'indice  /  pouvant 
avoir  les  valeurs  1,2,   . .  .,  •  n  —  i  \ 

Or,  les  fonctions  de  Xn,  Hi,  ti Hh_i,  qui  expri- 
ment les  valeurs  de  o^,,  x<^, ?'«_!,  et  que  nous  avons 

introduites,  étant  indéterminées,  nous  les  assujettirons 
à  satisfaire  aux  n  —  i  équations 

ù.r,  ()r„_. 

et  à  se   réduire  en   outre,  pom-  .r„=^  'i„,  à  Hi.  Ha-  ■••■> 
tn-\  respectivement,  en  sorte  que  l'on  aura,  pour  jr„=c,v, 

cl  aussi 

p„  =1  CT„, 

la  valeur  rr.-i  étant  déHnic  par  l'équation 

F  ;?,  îi.  Î2-  •  •  '  ?«.  ^if  ^2^  •  •    1  ^/i)  =  O' 
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T,es  équations  {j)  réduiseiil  les  n  —  i  équalions  (61  à 

et  Celles-ci  ne  peuvent  être  satisfaites  qu'en  posant 
[  X,      H-X/p,      -M\-,^      =0, 


X„_i  -I-  X/,--^_i  -^  P„       ''       =  o, 

U->  „ 

parce  que  le  déterminant  D,   formé  avec  les  [n  —  î)- 
f[uantités 


r:~  '        ^;r^'         •  ■  •  5 


f);2  ôl,  (JE, 


ne  peut  être  nul.  (Jn  a,  en  elTct, 


'l!JL  dx       --u  '—1  d'     —  —  (/'      ~        -L.    '^■''^ 


'^■'■,1  O-.l  OZi  ()z,.,-i 

v{,  si  le  déterminant  D  élait  nul,  on  pourrait  former,  par 
lélimination  des  différentielles  ^/?,,  ilcii  •••'  <^lc,,i-\-) 
une  ou  plusieurs  équations  de  la  forme 

M 1  (Lr^  -T-  M2  dxj^  -4- ...  4-  iM,^  dx,^  =  o, 
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ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  dans  le  cas  où  il  existe  une 
relation  entre  les  variables  x,,  Xo,  ...,  x,,.  Celles-ci 
étant  indépendantes,  D  ne  peut  être  nul,  et  les  équa- 
tions (8)  ont  lieu  nécessairement. 

D'après  cela,  le  problème  proposé  est  ramené  à  trouver 
2.n  fonctions 

a-,  j-i,      X.2,  .,.,  .r„_,,  />,,  /Jo,  .  .  .,  /?,. 

des  n  variables 

qui  satisfassent  aux  3«  — i  équations  (2),  (3),  (4)>  (7)» 
(8),  et  qui  se  réduisent  respectivement  à 

pour  x„==H,/. 

802.  Mais  les  2/i  équations  (2),  (3),  (7),  (8)  suffisent 
pour  la  détermination  des  7.n  fonctions  inconnues;  il 
faut  donc  que  les  équations  (4)  soient  satisfaites  d'elles- 
mêmes,  et  c'est  ce  que  l'on  peut  établir  en  répétant  ici 
le  raisonnement  dont  nous  avons  fait  usage  au  n°  793. 
Supposons  donc  qu'on  ait  tiré  des  équations  (2),  (3), 
(7),  (8)  des  valeurs  de  x,  X|,  Xo,  ,..,  x„_x,  pt,  p.,,  •••, 
p,i  fonctions  de  x,i,  Hi.  ^2-  -  ■  -,  ïri-\  et  se  réduisant  res- 
pectivement à  ^,  ^,,  i2>  •  •  ••  Hh_i  .  cJi,  tjo.  ••  -,  cj„  pour 
x,i=:=^,i-  Désignons  par  T,,  To,  ...,  T„  les  différences 
entre  les  deux  membres  des  équations  respectives  du 
système  (4)>  en  sorte  qu'on  ait 

djr  dr,  ().r„_, 

Si  l'on  dilfércnlie  cette  équation  par  rapport  à  x,i,  et 
qu'on  retranche  ensuite  l'équation  (3)  différcntiée  préa- 
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lablement  par  rapport  à  ç,,  on  aura 

'f)p„-i  dx„_^       àp„_i  d.r„_i\        dl, 


0.1- n         0:,  d:,         Ôx„     I         d.r„ 

En  employant  les  précédentes  valeurs  de  ~  et  de  -f^ 

au  lieu  de  celles  fournies  par  les  équations  (4)  et  (5  ), 
on  formera  une  équation  qui  ne  différera  de  l'équa- 
tion (6)  qu'en  ce  que  son  premier  membre  contiendra 
les  nouveaux  termes 

(J.r„ 

et,  comme  tous  les  autres  termes  disparaissent  en  vertu 
des  équations  (^)  et  (8).  on  aura 

XT,  ^  P„  — -  =  o, 
Ôx„ 

l'indice /pouvant  prendre  les  72 — i  valeurs  1.2....,  (  n — -i). 
On  tire  de  là 


-X' 


en  désignant  par©/  la  valeur  que  prend  T,-  pour  x„  z=^  ;„. 
On  reconnaît  immédiatement  que  0/  est  nulle,  et.  par 
conséquent,  on  a  aussi 

T,  =  0, 

J ,'»■''■  X. 
—  dx,i  conserve  une  valeur 
In  " 

finie  et  déterminée.  Pour  la  discussion  des  cas  où  l'inté- 
grale dont  il  s'agit  devient  infinie  ou  indéterminée,  je 
renverrai  le  lecteur  au  Mémoire  dont  j'ai  déjà  parlé  (  '). 

(')   Voir   Ips  Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences, 
t.  LUI,  ou  les  Annales  scientifiques  de  l'Ecole  yormnle  supérieure,  t.  III. 
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803.  D'après  ce  qui  précède,  il  nous  suffit  de  consi- 
dérer les  in  équations  (2),  (3),  (7)  cl  (8).  On  peut 
même  remplacer  l'équation  (i)  par  sa  différentielle  rela- 
tive à  Xn,  savoir 


Ùx  ^,     J.r,  ^  ().r 

P. 


X  -^ i-  X,  - —  -f- .  .    -f-  X„._,    — h  X, 

U'„  U.r„  tir,, 


|iiii-;qut'  le  j)i()ljlème  proposé  ne  rciilcruic  aucune  indé- 
Idiuinalion  dans   son  énoncé.   1mi   remplaçant,    dans  la 

,      ,   ,  ,  .  ()  r  -'in. 

nrccedenlc  (Minalion,  par  sa  valeur   tirec  de  1  equa- 

"""<■')■  1'"" dT;' ••■' -i):;^*^^;)^;' ■■•'-j7,;  i'"--'"^ 

\alcnis  tirées  dfs  é(]ua lions  (7)  et  (8),  il  vient 

(c))  X„  ^     \/^,  -f-  P„  — -  —  o. 

Nous  sommes  donc  ramené  à  trouver,  au  niovcn  des 
o«  équations  (3),  (7),  (8)  et  (9),  des  valeurs  de  x,  j?,, 
jo,  .  .  -,  x«_i,  l>\,  />2,  •  •'  P/i  qui  se  réduisent  respecti- 
vement  à   ç,   ^)  ,    ....   £//_!.  cîi  ,   CÏ2.    ...,    rj„_,    pour 

Les  équations  dont  il  s'agit  sont,  en  réalité,  aux  déri- 
vées partielles;  mais,  comme  elles  ne  renferment  pas  les 
variables  Ht,  ^2j  •  •  ••  in-tj  on  doit  les  traiter  comme  des 
écuialions  dillerentielles  ordinaires.  On  ])eut  les  coin- 
pirndre  tians  une  lormule  unupie,  savoir 

'   tl.t•^  ff.r.y  (T'.r„ t/.r 

1  1  o  i     ' 

—  (f"l      _        —  '^Pi__  _  _        —  'O'n       . 

X,  -t-  Xpi  ~"  Xj  -+-  X/Jj  ~  X„  -I-  X//„  " 

mais  il  ne  iaul  pas  oublier  que  l'écpiation  1  1)  peut  tenir 
licude  l'une  deséqualions  contenues  dans  la  lormule(  loj. 
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801.  Supposons  que  Ion  ait  intégré  les  équations  i  lo) 
et  que  l'on  ait  déterminé  les  constantes  arbitraires  de 
tnaiiière  que  l'on  ait 

•'■        ?,      -'V        ?M      Pi^  -, 

ponv  a-,i  =-  ;„.  Soient  alors 


.?•        —  o  x 


1 1 


1-2,    .   .    •  ,   -,.,—  \,  -.   tJi, 


;ï^)  j ' 

les  intégrales  résolues  par  rapport  à  x,  .r, ^ii~\^ 

n, /^/,.  L'intégrale  générale  de  l'équation  aux  déri- 
vées partielles  proposée  sera  le  résultat  de  l'élimina- 
tion de 


entre  les  n  équations  '  i  i    et  les  «  -^  i  équations 

?  ^=^.'    ,?1>  ?2i    •  •   •  '   ?«— 1,' 


mais  l'élimination  ne  sera  possible,  en  général,  que 
quand  on  aura  fixé  la  fonction  arhitrairey".  Je  n'exami- 
nerai point  ici  les  formes  diverses  que  Ion  peut  donner, 
suivant  les  cas,  aux  équations  (i  i  i,  et  je  renverrai  pour 
cet  objet  au  Mémoire  déjà  cité. 
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Remarque  sur  les  solii/ions  particulières  que  peuvent 
admettre  les  équaions  aux  dé/'ii^ées  partielles  du 
premier  ordre. 

805.  Sans  entrer  dans  des  développements  que  ne 
comportent  pas  les  limites  de  cet  Ouvrage,  nous  devons 
faire  remarquer  que  l'analyse  dont  nous  venons  de  faire 
usage  permet  de  déterminer  certaines  solutions  parti- 
culières des  équations  aux  dérivées  partielles  du  pre- 
mier ordre. 

ElTectivement,  soit  F  ==io  une  équation  aux  dérivées 
partielles  renfermant  les  variables  .r, , .ro.  •  •  • ,  x,i,  la  fonc- 
tion X  de  ces  variables  et  ses  dérivées /?,,  p-i /?„;  soit 

aussi  \  =3 o  une  intégrale  complète  de  cette  équation, 
dans  laquelle  figurent  les  ii  arbitraires  at,  a.i a„. 

L'équation  \  =z  o  pouvant  exprimer  telle  relation 
que  l'on  voudra,  quand  on  considère  les  arbitraires  «,, 
a-2 ^/i  comme  variables,  il  est  évident  qu'elle  don- 
nera toutes  les  solutions  de  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles si  les  arbitraires  «,,  «o a,,  sont  assujetties 

à  satisfaire  à  Tt-quatioii 

dW    ,  âV    ,  ÔW    , 

r/c/,  -i-  - —  an.,  -{-...  H — r —  ftfi„  =  o. 

0(1  i  ôfi-i       '  0(1  „ 

En  supposant  nulles  les  différentielles  da^,  da-^.  ..., 
da„,  on  retombe  sur  l'intégrale  complète;  en  outre,  on 
obtient,  comme  on  l'a  vu,  l'intégrale  générale  en  établis- 
sant une   relation  arbitraire  entre  a^,  a^,  ■.■■  ti„,  puis 

en  éliminant  l'une  des  dilférentielles  f/a,,  da, da„ 

au  moyen  de  cette  relation  et  en  égalant  à  zéro  les  coef- 
ficicïits  des  diflerentielles  restantes.  Mais  on  satisfera 
aussi  à  la  précédente  équation  en  posant 

ù\  dy  <)\ 

-— =o,     --—=0,     ...,     -^-=o. 
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L'élimination  de  a,,  «o,  ..  .,  a,,  entre  ces  équations  et 
l'intégrale  complète  \=o  donnera,  en  général,  une 
solution  particulière  de  l'équation  proposée. 

808.   Considérons,  par  exemple,  l'équation 

-  —p.r  —  qy  —/ip,q], 

qui  renferme  les  variables  indépendantes  or,  j),  la  fonc- 
tion z  et  ses  dérivées  p,  q  ;  f[p,  q  )  désigne  une  fonction 
donnée  de^et  de  q.  Cetteéquationadmet  pour  intégrale 

complète 

z  —  (i.r  —  h  y  z:=f[a,  b], 

a  el  b  étant  des  constantes.  L'intégrale  générale  résultera 
de  l'élimination  de  a  entre  cette  équation  et  sa  dérivée 
relative  à  a,  si  Ton  regarde  b  comme  une  fonction  arbi- 
traire de  a.  Enfin,  on  aura  la  solution  particulière  en 
éliminante  et  h  entre  les  trois  équations 

r,  ,.  0/  df 

Z  —  a.r  —  by —f  [a,  b],      j7-i--r-  =  o,     j-f-— -=0. 

on  ob 

Si  l'on  suppose  que  x,j',  z  désignent  des  coordonnées 
rectilignes,  l'intégrale  complète  représentera  une  famille 
de  plans,  l'intégrale  générale  une  surface  développable, 
enveloppe  d'un  plan  mobile  dont  l'équation  renferme 
une  fonction  arbitraire;  enfin  la  solution  particulière 
appartiendra  à  une  surface  déterminée  tangente  au\ 
plans  de  l'intégrale  complète  et  aux  surfaces  dévelop- 
pables  de  l'intégrale  générale.  Ces  résultats  s'accordent 
avec  ce  que  nous  avons  dit  au  n°  354. 

iSur  i intégration  d' une  classe  d' équations  aux  déri\>ées 
partielles  du  deuxième  ord/e,  à  deux  variables 
indépendantes . 

807.  L'analyse  ne  possède  aucune  méthode  générale 
pour  l'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles 
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des  ordres  supérieurs  au  premier.  Il  \  a  cependanl  quel- 
ques procédés  cpii  réussissent  dans  certains  cas,  el,  à  cet 
éi;ard,  on  doit  surtout  distinguer  la  classe  des  équations 
du  deuxième  ordre  à  deux  variables  indépendantes, 
«'■iiuliées  pour  la  première  fois  par  Mongc,  et  reprises 
(  iisinle  par  Anq)ère  dans  un  Mémoire  qui  fait  partie 
du  Journal  de  l'Ecole  Polytechnique  (XVIP  et 
X\  III*^  Cahiers)  .Nous  croyons  devoir  faire  connaître  ici 
les  résultats  auxquels  ont  été  conduits  les  géomètres 
ipie  je   viens  de  citer. 

Ia^s  variables  étant  représentées   par  x,  ■> ,  :;,    nous 
ferons 

(l:  -^  jj  (il-  -\-  q  (Ij  ,      dp  ---  rdx  -+-  .v  dy,      d<i  —-  s d.r  —  t  d)  . 

Cela  posé,  désignons  par  uetv^  deux  fonctions  données 
de  .r,  ^  ,  z,  p,  q,  savoir 

et  considérons  l'équation  du  premier  ordre 

(i~  <1\«,  i'    -  -  o, 

dans  laquelle  <?  désigne  une  fonction  arbitraire.  En  opé- 
rant comme  au  n"  82,  on  pourra  éliminer  la  fonction 
arbitraire  et  Ton  formera  ainsi  une  équation  aux  déri- 
vées partielles  du  deuxième  ordre.  En"ecti\enicnl ,  hi 
dillerenliation  relative  à  x  et  celle  relative  à  j   donnent 


d^  r  On 


du 


dfi\  â.r    ^P  dz 

ô^V Ou         Ou 
du  \_dj  ^     Cz 


du 


dn'\  ô'VVôv  dv  dv  df  I  _ 

dp    '      d(i\  ôv\_d.r  dz  "^  dp  dq\        ' 

du  dit'\  d^V di'  dv  ()i'  d\-  I 

dp  dq  ]  d^\  dr  dz  Op  dq  J 


^)*     ()«l' 


cl,  en  éliminant  le  rapport  des  dérivées  -p-?  -— >  on   oh 
'  '  Ou     yt' 
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lient  une  équation  de  la  forme 

[i]  lir  -^  -zKs  +  Lr  -^  M  ^  y'rt  —  s'-     r-^  o, 

dans  laquelle  H,  K,  h,  M,  N  sont  des  fonctions  données 
de  .r,  9  ,  z,  p.  q . 

L'équation  (i).  de  laquelle  nous  avons  tiré  l'équation  (2), 
peut  être  mise  sous  la  forme  i-^  ©(z/),  o)  désignant  une 
fonction  arbitraire  de  ii\  elle  est  dite  une  intè^rah' 
intennédiaiie  de  l'équation  (2),  et  le  problème  qui 
aurait  pour  objet  \  intégration  de  l'équation  (i)  est 
ramené  à  l'intégration  de  l'équation    i). 

808.  Supposons  que  H,  K,  L,  M,  N  désignent,  dans 
l'équation  (  2),  des  fonctions  données  de  x,  y,  ~,  p,  (/.  Il 
peut  arriver  que  cette  équation  (2)  n'admette  pas  d'in- 
tégrale intermédiaire;  mais,  quand  une  telle  intégrale 
existe,  on  peut  la  déterminer  par  la  méthode  suivante. 

Introduisons  a^ec  Ampère  une  fonction  de  x  et  de j) 
actuellement  indéterminée,  et  que  nous  représenterons 
par  a  ;  on  pourra  regarder  j'  comme  une  fonction  de  x 
et  de  Cf.,  et,  par  suite,  z,  p,  q  deviendront  aussi  des  fonc- 
tions de  X  et  de  a.  On  a,  par  les  formules  relatives  au 
changement  des  variables  indépendantes, 

(3j  T  ■■ 

l    ^ 

\  dx 

(4)  \ 


dq 

dx 


dr 

dz  dr 
^  ~'^  dx' 

4, 
dx 

dp  dr 
da.            dx 

dr 

'dTr' 

dq  dr 
de/.           dx 

L'élimination  de  5  et  de  j;  entre  les  trois  dernières  équa- 
tions (4)  donne  d'abord. 

,'_.  dp  dq   d^  dq  ()'' 

^    '  7)^  ~  d^-  'ihL  ~  Thi  dl-^ 


656  CALCUL    INTÉGKAL. 

ensuite  on  a,  par  les  mêmes  équations  (4^. 

Oq 

Oc 

Oç 

dg        df   Ok 

Ox        ôx  Oy 
Tu 

Or, 


I  dp        Oq  Oy\       /  dy\- Ok 
\dj:        dx  ôx)        \0x  j    Of  ' 


Ou 


d'où 


rt  —  *-  = 


Oq 

w^ 

(àp 

\0x 

Ox 

0. 

0 

Or,. 

Ox 

Substituons,  dans  l'équation  (2),  les  valeurs  de  /•,  s, 
t,  jt  —  s-  tirées  des  valeurs  (6)  et  (7);  il  viendra 


(8) 


oq 


Or 


en  taisant,  pour  abréger, 


ox        Or  0x1  Ox 


^m 


OyV 


ôy 


"^  \Ùx j  Ox  \0x         Ox  Ox 

Disposons  maintenant  de  la  fonction  indéterminée  de  x 
et  de  a  qui  représente  j,  de  manière  que  l'on  ait  ^:j=o; 
l'écpiation  (8)  se  réduira  à  <?  =  o  ;  le  problème  sera  dont 
ramené  à  trouver  <pialrc  fonctions,  j  ,  z,  p,  y,  de  x  et 
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de  a,  qui  satisfassent  aux  deux  équations  (3),  à  l'équa- 
tion (  5  )  et  aux  deux  équations 

Ç  =  o,     ^  =^  o. 

Si,  dans  la  deuxième  formule  (9),  on  remet,  au  lieu  de 

TT-etde-r^)  les  valeurs  tirées  des  formules  (i)»  il  "^'icndra 

par  conséquent,  l'équation  :^=:o  donnera 


dy  _  K  —  Ni±  v'(K  -  Nj)-—  (FI  -^  ^t)  (L  +  Nj 


dx  H4-iN? 

ou,  en  posant,  pour  abréi,^er, 

(10)  G  =  R=  —  IlL -;- MN, 

et  en  ayant  égard  à  l'équation  (  a^l, 

dv  _Tv  — N.sd^v'G^ 

on  tire  de  là 

dq        ,.        .  dy 

ou,  en  remettant  -r^  au  lieu  de  5  h- f  -—7 
dx  (Jx 

^       '  Ox  Ôx  * 

dr 
Quant  à  l'équation  Ç  =  o,  si  l'on  y  remplace  II  y-  par  la 

valeur  tirée  de  l'équation  (11),  elle  devient 

Lorsque  N  n'est  pas  nul,  l'équation  (12)  peut  être  rem- 

S.  —  Cale.  i/iC,  /|2 
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placée  par  la  suivante, 

(.3)  n|-(K=p,g)|+L  =  o, 

que  l'on  obtient  en  éliminant  --^  entre  les  deux  précé- 
dentés. 

809.  L'introduction  de  la  variable  a  a  pour  effet  de 
mettre  en  évidence  la  génération,  par  une  courbe,  de  la 
surface  représentée  par  l'équation  aux  dérivées  partielles 
proposée.  Ce  paramètre  a  est  constant  pour  une  même 
génératrice,  et,  par  suite,  doc  est  nulle.  Les  équations  (i  i) 
et  (12)  qui  ont  lieu  pour  cette  courbe,  ainsi  que  la  pre- 
mière équation  (3),  peuvent  donc  être  écrites  comme  il 
suit  : 

;  H  dv  -^  N  (hj  —  (  K  =h  y/G  )  r/x  -^  o, 

( •  4  )  '   H  r/y;  4-  (K  :+:  \/g)  dq  +  M  dr  :     o, 

(  dz  —  p  d.r  —  q  dy  ^^  o. 

La  métbode  d'intégration  que  nous  avons  en  vue  ne 
réussit  que  dans  le  cas  où  il  est  possijjle  de  trouver  une 
fonction  V  de  x,j,  z,  p,  q  dont  la  diifércuticUe  totale  se 
réduise  à  zéro  en  vertu  des  trois  équations  (M)-  O"  ^ 

d\  <)V    ,         JV    ,         ÔY    ,         ÔW   , 

dV  =  -r-  d.r  -1 .—  dj-  -i-  -.^  dz  H r—  (/p  -+-   -—  dn  ; 

dr  Of  Oz  Op  ^7 

éliminons  r//>,  dq,  dz  entre  les  équations  (i4)  et  l'équa- 
tion (/V--o;  égalons  ensuite  à  zéro  les  coefficients  des 
différentielles  restantes  dx,  dj\  il  viendra 

^,       I         t).r  Ôz  àp  àq 
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dV 
d'où,  par  l'élimination  de  -r-  ^ 
'  Oq 

les  deux  équations  (i5)  se  réduisent  à  une  seule  quand 
'S  =  o;  dans  ce  cas,  il  faut  substituer  l'équation  (i6)  à 
l'une  d'elles. 

La  fonction  Y  doit  donc  satisfaire  à  la  fois  à  deux 
équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  Piéci- 
proquement,  il  est  facile  de  démontrer  que,  s'il  existe 
une  fonction  V  propre  à  vérifier  les  équations  (ij),  et 
par  suite  l'équation  (i6),  on  satisfera  à  la  proposée 
en  posant 
(17)  «^A'' r^  o     OU     V  =:  const. 

En  effet,  l'équation  (17)  donne,  par  la  différentialion 
relative  à  x  el  k  i , 


dV         dV 
dx  ^^  d^  " 

dV          dV  _ 
dp            Oq 

dV          dV 

dV  _^    dV  _ 

dp      '         Oq 

1    1.   1  1  1    àV        ,    dV  ,  ,     . 

iirant  de  la  les  valeurs  de  -—  et  de  -r—  pour  les  substi- 

Ox  Or  ^ 

tuer  dans  les  équations  (i5),  que  nous  supposons  iden- 
tiques, il  vient 

dV  —  dV 

__   L  -f-  Nr]  --  ±  ,  K  ±  vG  ~:is]  ^-^  =  o, 
dp        "  '  dq 

(K  qi  \!Ç,  —  Ss]  ^- '  H  +  N  t,  '-—  =  o, 

dp  '  Oq 

„„•     •        •         1       j'  •    '      t^^'    ^^V   , 
et  l  élimination  des  dérivées-—)  -r—  donne  ensuite 

Op     Oq 

(L+  Na)    H-f-N/j  — ^K  -x\j;^-+-G=^o, 

4a. 
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d'où,  en  réduisant, 

II  /•  M-  2K,v  +  L ?  +  IM  -+-  N  (  Il  —  s-  ]  =  n. 

810.  Supposons  d'api^ès  cela  que  les  équations  (i5) 
admettent  une  solution  commune  ;  si  cette  solution  ren- 
ferme une  fonction  arbitraire,  elle  donnera  une  intégrale 
intermédiaire  de  l'équation  proposée.  Or  notre  hypo- 
thèse sera  réalisée  si  l'on  peut  trouver  deux  fonctions 
II,  v- de  x,j-,  z,  p,  q  dont  les  différentielles  se  réduisent 
à  zéro  en  vertu  des  équations  {i4)>  car  il  est  évident  que 
la  même  propriété  appartiendra  à  la  fonction  4>(»,  t-), 
quelle  que  soit  celte  fonction  ^  ;  en  conséquence,  on  sa- 
tisfera aux  équations  (i5)  en  prenant  V  =  ^(«,  v),  et 
l'on  aura  l'intégrale  intermédiaire 

9  désignant,  comme  4*,  une  fonction  arbitraire.  Quant  à 
la  génératrice  de  la  surface  représentée  par  celte  inté- 
grale, elle  est  définie  par  les  deux  équations 

«  étant  un  paramètre  variable. 

Il  reste  à  intégrer  une  équation  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre.  Mais,  si  la  quantité  désignée  par  (i 
•n'est  pas  nulle,  notre  méthode  peut  nous  fournir  deux 
intégrales  intermédiaires 

en  prenant  le  radical  sjQ  successivement  avec  le  signe  -f- 
ct  avec  le  signe  —  ;  alors  la  détermination  de  z  ne  dé- 
pendra plus  que  de  l'intégration  d'une  écjualion  aux 
différentielles  totales 

(h  ^--  pdx  -\-  '/iff, 
p  cl  (j  étant  déterminées  en  fonclion  de  x,  j\,  z  par  les 
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deux  intégrales  intermédiaires.  Pour  effectuer  ce  dernier 
calcul,  il  conviendra  de  prendre  pour  variables  indépen- 
dantes les  quantités  dont  dépendent  les  fonctions  arbi- 
traires. 

811.  L'analyse  précédente  peut  être  étendue,  sans 
difficulté,  à  toutes  les  équations  aux  dérivées  partielles 
du  deuxième  ordre  qui  admettent  des  intégrales  intermé- 
diaires. Mais,  quand  il  s'agit  d'une  équation  qui  n'a  pas 
la  forme  que  nous  avons  supposée,  les  équations  telles 
que  (i4)?  auxquelles  conduit  la  méthode,  renferment  les 
dérivées  /•,  ,v,  t;  il  faut  donc  leur  adjoindre  les  deux 
équations 

dp  ^  rdx  H-  sdy,      dq  =  xdt-  -f-  tdy. 

Le  calcul  est  le  même  avec  un  peu  plus  de  complica- 
tion ;  nous  ne  pouvons  insister  davantage  sur  ce  sujet. 

Application  de  la  théorie  précédente  à  quelques 
exemples. 

812.  Exemple  I.  —  On  demande  d'intégrer  l'équa- 
tion 

?•  —  a^t=2  0, 

a  étant  une  constante. 

On  a  ici 
H  =  1 ,     K  =  o,     L  =  —  «^,     M  =  o,     N  =  o,     y'G  =  rt  ; 
les  équations  (i4)  du  n*^  809  donnent 

df  qr  adx  =  o,      dpz^z  adq  =  o, 

d'où 

/  =p  «x  =  const,,     p  zp  aq  =  cOTiSt.; 

on  a  donc  les  deux  intégrales  intermédiaires 

/;  -+-  aq  z=na':^'  [y  +  ax),     p  —  aq  z=  —  20/  [y  —  «.r  j, 
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ç  et  t|/ étant  des  fonctions  arbitraires  qui  ont  pounlérivces 
<sl  et  <]/ .  On  lire  de  là 

p  z=za 'f' [y  -\-  a.r''  —  a^' [y  —  a .r\ 


q  =^(f'  [y  H-  a.T^  --  -y  [y  —  t/x   . 


puis 


(Iz  =  y'(j)-  -i-  a.r  )  (  {/)■  -\-  ail.r)  -+-  -^  (  r  —  a.r){^rly  —  afl.r\ 

Cl  par  suite 

3  --:  f[r  -f-  ax'  -+-  -plr  —  nx)  ; 

il  est  inutile  d'ajouter  une  constante,  puisque  les  (onc- 
tions ç)  et  '^  sont  arbitraires. 

813.  L'équation  /•  —  a- 1  =r  o  est  celle  à  laquelle  con- 
duit le  problème  des  cordes  vibrantes  ',  on  peut  obtenir 
diractenicnt  son  intégrale,  sans  recourir  à  l-a  lliéorie  des 
n"*  808  et  suivants;  il  suffit  effectivement  de  j^oser 

y  -t-  a.r  ir-:  a,       )'  —  a.r   ^  o 

et  de  prendre  a  et  ê  pour  variai)les  indépcndanles.  On 

aura 

(dz         ôz\  fôz         à: 


puis 


ô-z        d-3 

/.)'2 

â'z      ,    â':.\ 

la  proposée  devient  alors 

cT-z 
Ou  ot  ^  ° 

et  Ton  en  tire 

ÔZ 

do" 

-y(é), 
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t|;'(c)  étant  la  dérivée  d'une  fonction  arbitraire  <}  (S)-  Une 
deuxième  intégration  donne 

(v  étant  une  deuxième  ibnetion  arbitraire.  C'est  le  résultat 
auquel  nous  a  conduit  notre  méthode  générale. 

81 4'.  Exemple  II.  —  Intégre?-  l'ét/uation  aux  dérwées 

partielles 

rt  —  ,y-  =  o, 

qui  appartient  aux  surfaces  développables . 
Les  équations  (i5)  du  n"  809  se  réduisent  ici  à 

dY  dY  d\  d\ 

ô.v       "^  dz  Of  (Jz 

Pour  intégrer  la  première  il  faut  regarder  y  ,  p,  q 
comme  constantes;  dans  l'intégration  de  la  seconde  on 
regardera  x,  p,  q  comme  constantes.  Alors  on  a,  pour 
la  première  équation, 

V  =  une  fonction  de  c-  ^ pr,y,p,  q\ 

et,  pour  la  seconde, 

7  :^  une  fonction  de  c  —  qy,  x,p^  q\ 

on  aura  donc  une  solution  commune  aux  deux   précé- 
dentes équations  en  posant 

V  =  4»  [z  — px  —  qy,p,  q  ■> 

et  l'on   satisfera  à  la  proposée  en  égalant  à  zéro  cette 
valeur  de  V. 

D'api  es  cela,  on  a  les  deux  intégrales  intermédiaires 
suivantes  de  l'équation  rt  —  5-  =  o, 

q  =  '^[p),      z—pu.  —  qxz=z-p[p), 
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cj-  et  v}>  étant  deux  fonctions  arbitraires.  Mais  on  doit  re- 
marquer qu'il  existe,  dans  le  cas  actuel,  une  solution 
qui  renferme  une  fonction  arbitraire  de  deux  quanlilcs, 

savoir 

z—px  —  qy=V[p,  q). 

Pour  achever  l'intégration  de  la  proposée,  il  iaut 
joindre  l'équation  dz  =  p  dx  -\-  q  dj  aux  intégrales  in- 
termédiaires ;  celles-ci  donnent  alors,  par  la  différentia- 
tion, 

dq  =  -/[p)  dp ,      .r  dp  -n-  J  dq  -{-  ^ [p)  dp  ^  O ', 

on  a  ensuite,  par  l'élimination  de  dq, 

•'•+ j 'f '(/')  + -y  (p)  ^"-  o. 

L'intégrale  cherchée  résultera  donc  de  l'élimination 
de  p  entre  les  deux  équations 

Z  —  p.T-\-Yy[p]  -^-^ip],       0=.r^-j-^'[p)-{--y{p), 

dont  la  seconde  s'obtient  en  différentiant  la  j)reinière  j)ar 
rapport  à  p.  On  retrouve  bien  ainsi  la  surface  enveloppe 
d'un  plan  mobile. 

815.  Exemple  III.  —  Trouver  les  surfaces  dont  les 
liirnes  de  l'une  des  courbures  sont  situées  dans  des 
plans  parallèles. 

Les  coordonnées  rectangulaires  étant  x,  •}  ,  z,  si  l'on 
prend  le  plan  des  zx  parallèle  aux  plans  des  lignes  de 
courbure,  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  sunaces 
demandées  sera  (n"  322) 

pqr  —  ■  I  4-  /;*  )  J  =:  O. 

On  a  ici 

—  I  -f-  /)* 

L=o,     M  —  o,     N  —  o,      vG  = —• 
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Les  équations  (i4)  du  n"  809  sont  alors,  en  donnant 
à  \/G  le  signe  -+-, 

c/j'  =  O,      pq  dp  —  'i  -+-  p^  i  tlq  =  G, 

et,  en  prenant  yG  avec  le  signe  - — , 

pq  clr  -]-  '  i  -h  p'^)  d.r  =  o,      dp  =  o. 

Considérons  dabord  le  premier  système;  on  a 

y  :=  const., 
puis 

p  dp  dq 

— : — i ^  =  o, 

I  -;-  p'  q 

cl  ou 

n 

■=  const.  ; 


on  a  donc  l'intégrale  intermédiaire 


q  =  \li-^p-'s^{y], 

ç'(j)')  étant  la  dérivée  d'une  fonction  arbitraire  ©(7  ). 

Considérons  maintenant  les  deux  équations  du  second 
système,  qui,  à  cause  de  /;  âx  -f-  q  dj  =  dz,  sont 

p  dz  -I-  d.r  =  0,      dp  ^^  O; 

on  en  déduit 

p  r=:  const.,     //3  -T-  .r  =  const.  ; 

par  conséquent, 

.r  =  ~  pz  -t-  Tf/î) 

sera  la  deuxième  intégrale  intermédiaire,  ^  étant  une 
fonction  arbitraire. 

11  reste  à  intégrer  l'équation 

dz  z=  p  dj:  ■+  q  dy  ; 

pour  cela  il  convient  de  prendre  j  et  p  pour  variables 
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indépendantes.  La  seconde  iiiU'j^Male  donne 

(■/./•  -=  —  j)  clz  --  z  (ti>  4-  '1    p  <•//>. 

Siil)stiluanl  cette  valeur  de  dx  ainsi  que  celle  de  q  lircc 
de  la  première  intégrale,  il  vient 

. zp  dp  p  ,  /  /        , 

les  deux  membres  de  cette  équation  sont  des  dilTércn- 
tielles  exactes,  et,  comme  on  a 

ffL^rip)dp  =  -^=Â=j[p]-  A-ip;— ^> 


si  l'on  fiiit,  pour  se  dél)arrasi.er  du  signe   /  5 

^(p)  étant  une  nouvelle  fonction  arbitraire,  l'intégration 
donnera 


r.  v/ 1  -f-  p-  —  —  p\/i  -\-  p-  -y  ;  p  !  -f-  \/ 1  —  p-  •}  [p  '  -h?{r). 

En  même  temps  la  seconde   intégrale  intermédiaire 
prendra  la  forme 

.r  -h/>z  r=  —  (i  -i- p^)^'[p    -^  P^kP^' 

et  l'équation  des  surfaces  demandées  sera  le  r('>ull;il  do 
li'liniination  de />  entre  les  deux  précédentes  éipuitious. 
6i  l'on  pose 

V  =  3  —  p.r  —  ^1  -*-  p-  -J,    >     —  y  /;  ';, 
le  svslème  de  ces  deux  équations  pourra  cire  remplacé 
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par  le  suivant  : 

dy 

\  =  o,     -—  =o. 

dp 

Les  surfaces  auxquelles  ces  équations  appartiennent 
admettent  des  lignes  ombilicales  (n^SlO)  qui  sont  déter- 
minées par  l'équation 

t  s 

i^q-''  pq 

application  de  la  transformation  de  Leqendre. 

816.  Nous  avons  fait  connaître  cette  transformation 
au  n"  92;  elle  est  souvent  utile  dans  le  Calcul  intégral; 
nous  allons  en  donner  un  exemple. 

Problèmf.  —  Trouver  l'équation  générale  des  sur- 
faces dans  lesquelles  les  rayons  de  courbure  princi- 
paux sont  égaux  en  chaque  point  et  dirigés  en  sens 
contraires. 

L'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  de- 
mandées est  (n"  320) 

f  I  )  [l  -i-  q-''r  —  2pqs  -f-  (  i  -r-  /.)-)/  =  O. 

Si  on  lui  applique  la  transformation  deLegendre  et  qu'on 
fasse 

(2)  ii=pj:-^qjr  —  z, 

d"où 

,.,>  du  du 

^    '  dp  Ôq 

en  prenant  p  et  q  pour  variables  indépendantes,  elle  dc- 
\  iendra 

'   Oq-  Ôpdq         ^  '  Op- 
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Les  équations  (3)  donnent 

d- u  <)./:         à- u  dx        dj       ô^  u        ôy 

dp^  dp        dp  Ùq  Ôq  dp        dq^'  Ôq  ' 

par  suite,  l'équation  (4)  peut  être  écrite  de  l'une  ou  de 
l'autre  des  deux  manières  suivantes  : 

I  «\  <^>'  dr  dx 

^^'^'^'^tq^-^^'''^d^r''^"^'''^Tp=''' 

En  différentiant  la  première  de  ces  équations  par  rapport 
à  p  et  la  seconde  par  rapport  à  </,  on  obtient  deux  nou- 
velles équations  qui  se  déduisent  de  la  suivante  : 

,'  ,,  d^U  dm  ,.  dH] 

^     \^'-''^^-W^^^'''Wàn'^^'^'^-d-p' 

(5) 

^         \  du  d\] 

ôq  dp 

en  posant  U  =  .r,  U  =  )  .  \'A  si,  en  avant  égard  à  ce  ré- 
sultat, on  remplace  u  par  px-\-qy  —  z  dans  l'équa- 
tion (4),  on  verra  que  l'équation  (5)  est  encore  satisfaite 
par  U=3.  Ainsi  les  trois  coordonnées,  considérées 
comme  fonctions  de  p  et  q,  satisfont  à  la  même  équation 
aux  dérivées  partielles  du  deuxième  ordre. 

La  méthode  du  n°  809  n'est  jtas  applicable  à  l'équa- 
tion (5);  cependant  les  équations  (iSjdece  numéro, 
adaptées  aux  notations  actuelles,  sont  satisfaites  par  une 
fonction  V  des  deux  seules  variables  />,  r/,  et,  en  égalant 
cette  fonction  à  une  constante  arbitraire  a,  on  aura  une 
intégrale  particulière  de  l'équation  (5).  La  même  inté- 
grale peut  aussi  s'obtenir  par  la  première  des  équa- 
tions (i4)  du  n°  809,  savoir 

(l  -:-  y/^  )  <lq  —  {pq  ±z^'—l—  /.*  —  </»)  dp  =  O. 
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Cette  équation  difTérentiée  dans  riivpothèse  de  <f(/=consl. 
donne 

(Pp  rn  o, 

d'où 

dp 

■ —   :=:=  COnst. 

Je  représenterai  la  constante  par  a.  ou  par  o,  suivant 
qu'on  prendra  le  radical  y — i — p-  —  c/-  avec  l'un  ou 

ra 

j  -;-  jr-  ^  a(/;7  +  v'  —  1  —  /''  —  <f). 


l'autre  signe.  x\insi  l'on  aura 


(6) 


i4-/^^=§(/;7  — V'— 1 


L'équation  (5)  étant  satisfaite  quand  on  donne  à  U  la 
valeur  de  a  ou  celle  de  ê,  il  est  évident  qu'elle  se  sim- 
plifiera si  l'on  prend  a  et  o  pour  variables  indépendantes 
au  lieu  àe  p  et  q .  On  tire  des  formules  (6) 


/;  =  y.q  -\-sl—i  —  a-,      p  —  Crj  -\-  y—  I  —  (,\ 

d'où 


-'  '?  = : — 7- — 


.  V  —  I 


et  l'on  trouve  que  l'équation  (5)  se  réduit  à 


f)a  dô 


dont  l'intégrale  est 


4>  et  T  étant  deux  fonctions  arbitraires.  Ainsi  l'on  peut 
écrire 

(j-  et  i|/  étant  des  fonctions  arbitraires.  Dans  rhjpolhcsc 
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de  (/  constante,  on  a 


dp  =  f/dx  -r  d  \/ —  I  —  vr  =  q  dri  -\-  d  \J —  I  —  G' 

donc 

it^q  [y(a)  +  -Me)]  +  v/- '-='■'?>)  +  v^-.-s^fis 

—    /      y/—  I  —  «•■^(j,"i;a)fZy.  —    /      y^—  i  —  C^  y\g)  r/g  +  crfy), 

t7((/)  étant  une  certaine  fonction  de  </.  Différcntiant  par 
rapport  à  </,  il  vient,  par  les  formules  précédentes, 

J-  [?(«)-«'/(«)]  +  [-H^)  -  «-^(6^]  -^-  -'(7). 

Mais,  comme  ■>■  est  de  la  forme  <î'(a)+^(o),  il  faut 
que  ^'{(])  soit  une  constante;  alors  on  peut  fondre  cette 
constante  dans  les  fonctions  arbitraires  ç,  ^j>,  ce  qui  re- 
vient à  la  supposer  nulle;  donc  on  a 

jz_:[,p(«)-ay'(a)]-f  [^•;(e)-ef(ê)]. 

La  Ibnclion  nT(/'/)  étant  constante,  elle  se  confond  avec 
les  intégrales  qui  figurent  dans  la  précédente  valeur  de  a 
et  dont  les  limites  inférieures  sont  arbitraires.  De  cette 
valeur  de  u  on  conclut  celle  de  z  par  la  formule  (2), 
savoir 


z^    fsj-  I  —  a«-f"(al.-/a  -■-    j\f^i-  6«f' (g; 


dS. 


Ainsi,  l'intégrale  de  Tc-qualion  proposée  résultera  de 
l'élimination  de  a  cL  de  o  entre  les  trois  équations 

j=-.  /(a)-a^'(a)-u.^(Ç)_Ç.y(e), 

i7.'  i       r r 

iz=\/-  ,-a2/(a)rf«-+-    1  ^,-,-è*-^"[S)de, 

OÙ  o  et  ^  représentent  deux  fonctions  arbitraires.  Bien 
que  ces  formules  (7)  soient  couq)li(piées  d'imaginaires. 
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elles  n'en  représentent  pas  moins  une  infinité  de  surtaces 
réelles. 

Des  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles. 

817.  Considérons  une  équation  aux  dérivées  partielles 
d'un  ordre  quelconque  et  à  un  nombre  quelconque  de 
variables  indépendantes,  mais  qui  soit  linéaire  relative- 
ment à  la  fonction  inconnue  et  à  ses  dérivées  partielles. 
Il  est  évident  que,  si  l'équation  a  un  second  membre,  il 
suffira  de  connaître  une  solution  particulière  de  l'équa- 
tion pour  faire  disparaître  ce  second  membre. 

Si  l'équation  proposée  n'a  pas  de  second  membre,  elle 
jouira  des  deux  propriétés  que  nous  avons  établies  aux 
flos  724  et  725,  dans  le  cas  des  équations  linéaires  ordi- 
naires, savoir  :  1°  si  l'on  connaît  une  fonction  qui  satis- 
fasse à  l'équation  aux  dérivées  partielles,  on  obtiendra 
une  solution  plus  générale  en  multipliant  la  fonction 
dont  il  s'agit  par  une  constante  arbitraire;  2°  si  des 
fonctions  données,  en  nombre  quelconque,  satisfont  à 
l'équation,  la  somme  de  ces  fonctions  y  satisfera  aussi. 
Lorsqu'il  s'agit  d'une  équation  aux  dérivées  partielles, 
linéaire  et  sans  second  membre,  dont  les  coefficients 
sont  constants,  les  propriétés  dont  nous  venons  de  parler 
permettent  d'obtenir  une  solution  de  l'équation  qui  ren- 
ferme autant  de  constantes  arbitraires  que  l'on  veut; 
quelquefois  même  elles  conduisent  à  une  solution  qui 
renferme  des  fonctions  arbitraires.  Pour  le  montrer, 
nous  considérerons  le  cas  où  il  n'y  a  que  deux  variables 
indépendantes  x,  y;  mais  notre  raisonnement  pourra 
s'appliquer  à  tous  les  cas. 

818.   Soit  l'équation  linéaire  aux  dérivées  partielles 

.    dz        ^  dz\       (    d'-z  d'z  ,Pz 

Oj:  OrJ        \     J.i''  <)jc  0/  ôj- 
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d'un  ordre  quelconque  7i  el  dont  les  coefficients  sont  con- 
stants. 

Remplaçons  z  par  e«''+S.v.  \q  r(^.sultat  de  la  substitu- 
tion sera  e"'^"^°-^y(a,  S),  en  posant 

/(a,  S)  =  ao+(Z-o«-i-Z^iÇ)-l-{r„a^  4-Ci«Ç  -^  c,fJ)  4- .  .  .  . 
Si  donc  l'équation 

est  satisfaite  par  a  =  «o,  S  =  êg,  et  que  Cq  désigne  une 
constante  arbitraire, on  satisfera àréquation(i) en  posant 

et,  comme  l'équation  (2)  admet  une  infinité  de  systèmes 
de  solutions  communes  {a,o),  on  aura  une  solution  de 
l'équation  (i) 

(3)  zzjy  Ce^'+^'y 

renfermant  autant  de  termes  que  l'on  voudra. 

819.  Il  faut  remarquer  le  cas  où  quelques-unes  des  ra- 
cines 6  de  l'équation  (2)  sont  des  fonctions  linéaires  de  y.-^ 
alors  on  peut  obtenir  une  solution  de  ré((ualion  aux 
dérivées  partielles  qui  renferme  autant  de  fonctions  arbi- 
traires qu'il  y  a  de  telles  racines  6.  Sup[)OSons,  en  ellet, 
que  l'on  puisse  tirer  de  l'équation  (2) 

La  formule  (3)  donnera,  en  prenant  pour  o  celte  valeur, 

Le  nombre  des  termes  contenus  sous  le  signe  \  est 
indéterminé  ;  les  exposants  a  de  ces  termes  et  leurs  coef- 
ficients C  sont  arbitraires;  donc  la  somme  n'est  aulre 
chose  (pi'une  fonction   arbitraire  de  e^ +"'■',  ou,  si  l'on 


CHAPITRE    XI.  673 

veut,  de  x-{-mj.  Ainsi  l'on  aura  cette  solution 

z  r=  e^y  *  (  j:  +  my  ) , 

<î>  désignant  une  fonction  arbitraire. 

Pareillement,  si  l'équation  (a)  a  une  deuxième  racine 

6  =  /??!  V.  -\-  n^, 
fonction  linéaire  de  a,  on  pourra  former  la  nouvelle  so- 
lution de  la  proposée, 

et  ainsi  de  suite.  La  somme  de  ces  solutions,  savoir 

3  =  e"->*(x  H-  my]  +  e"i^<ï>,(.r  -f-  m^y]  +.  .  ., 
sera  encore  une  solution  de  ta  proposée. 

820.  Application  au  problème  des  cordes  vibrantes. 
—  Diverses  questions  de  Physique  mathématique  con- 
duisent à  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  genre 
de  celles  que  nous  venons  de  considérer.  Dans  ces  ques- 
tions, la  fonction  inconnue  doit  satisfaire  en  outre  à 
certaines  conditions  particulières,  et,  pour  avoir  une 
solution  complète,  il  faut  qu'on  puisse  disposer  des  arbi- 
traires de  manière  à  remplir  les  conditions  imposées. 
Nous  nous  bornerons  ici  au  cas  de  l'équation  du  pro- 
blème des  cordes  vibrantes,  dont  nous  nous  sommes 
déjà  occupé  aux  n°*  812  et  813. 

Le  problème  dont  il  s'agit  consiste  à  trouver  une  fonc- 
tion j^  des  variables  x  tX,  l  qui  satisfasse  à  l'équation 

(?V         ,  d\y 

et  qui  soit  telle  que  l'on  ait 

(2)  j  =  F(x),      ^=/(,r)      pour;  =  o, 

F(x)  et/(.r)  étant  des  fonctions  de  x  données. 

S.  —  Cale,  int,  bfi 
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En  substituant  e^^"^^'  kj  dans  l'équation  (i),  on  a 

d'où  l'on  tire 

6  =  +«a,      é  =:  —  ace; 

il  en  résulte  que  l'on  satisfait  à  l'équation  (i)  (n°  819) 
en  posant 

(3)  y  =  'i>[.r-i-al)-h'¥{x  —  at), 

0  et  'i'  étant  des  fonctions  arbitraires.  Il  reste  à  satisfaire 
à  la  condition  relative  à  t  =  o;  on  lire  de  l'équation  (3) 

dr 

(4)  -j-  =  a -i-'l-r -h  at)  — a  W'{.T  — at), 

et,  pour  t  =  o,  les  équations  (3)  et  (4)  donnent 

dr 

Pour  satisfaire  aux  équations  (2),  il  faut  poser 

<i'[x)-i-  w[x)=F{x], 

^{x)-W{x)='-J  /{x)cix=F,{x]; 

on  aura  donc 

^[.r)=LF{x)+'-F,(x], 

^ix)='-F{x)-^F,{x], 

et  par  suite 

F{x-+-nf)-^Fi.T  —  at]  F,  (.r  +  al]  —  F,  (.r  —  ,7^) 

y  =  — : ^ -i-   -! . 

2  2 

De  l'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles 
par  les  séries  ou  par  les  intégrales  définies. 

821.   Les  cas  dans  lesquels  on  peut  intégrer  exacte- 
ment les  équations  aux  dérivées  partielles  des  ordres 
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supérieurs  au  premier  qui  se  présentent  sont  très-peu 
nombreux,  et  Ton  en  est  réduit,  dans  les  applications,  à 
essayer  d'obtenir  les  intégrales  par  la  voie  des  séries. 
Mais  ce  procédé  lui-même  n'est  guère  applicable  qus 
dans  le  cas  des  équations  linéaires;  on  peut  alors  em- 
ployer la  formule  deMaclaurin  ou  celle  de  Taylor,  comme 
dans  le  cas  des  équations  diflférentielles  ordinaires.  La 
méthode  des  coefficients  indéterminés  est  souvent  préfé- 
rable, et  elle  offre  plus  de  généralité,  car  elle  permet  de 
trouver  le  développement  des  intégrales  en  série  ordon- 
née suivant  les  puissances  d'une  fonction  quelconque 
des  variables  indépendantes. 

On  peut  ainsi  représenter  les  intégrales  des  mêmes 
équations  par  des  séries  diverses  qui  souvent  différent 
entre  elles  par  le  nombre  des  fonctions  arbitraires;  il 
en  résulte  cette  conséquence  qu'on  ne  saurait  indiquer 
a  prioi'i  le  nombre  et  la  nature  des  fonctions  arbitraires 
qui  doivent  figurer  dans  l'intégrale  la  plus  générale  d'une 
équation  aux  dérivées  partielles  d'ordre  supérieur  au 
premier. 

822.   Considérons  par  exemple  l'équation 

,  ,  du  d^u 

^  '  dt  dx- 

que  l'on  rencontre  dans  la  théorie  mathématique  de  la 
chaleur  et  où  a  désigne  une  constante  donnée. 
On  en  tire,  parla  différentiation  relative  à  /, 


dx^  ôx' 

â^  u        ,    d'^/j          .       dt  ,  ()«/t 

dt^              Ox^  dt                Ox*  dx^ 

\ 


43. 
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et,  si  l'on  donne  à  t  la  valeur  particulière  f^,  les  équa- 
tions (  I  )  et  (2)  détermineront  les  valeurs  correspondantes 
des  dérivées  successives  de  u  relatives  à  t.  Mais  la  valeur 
de  u  demeure  une  fonction  arbitraire  de  x;  en  la  dési- 
gnant par  F(a.),  on  aura,  par  la  formule  de  Taylor, 


l3) 


«F" 


t  —  t.]  -h 


«2  F' 


^0? 


1.2.3 


t  —  r„ 


expression  qui   ne  renferme,   comme   on  voit,   qu'une 
seule  fonction  arbitraire  F  [x). 

Supposons  maintenant  qu'on  veuille  développer  u  sui- 
vant les  puissances  ascendantes  de  x — Xq,  Xq  étant  une 
quantité  déterminée  choisie  à  volonté.  L'équation  (1) 
donnera 

ô-  Il        I  du 


(4) 

puis 


[5; 


ô'*u 
d'il 


du 

'J  T 
I         Ox 

a      dt 

I        Ox- 
a       dt 

I         ox 

d^^ 

I  ôx^ 


I  d-ii 
^î'dT^' 


ôt' 


I   d'u 


Les  valeurs  de  u  et  de  -^  qui  répondent  à  x  =  jro  sont 
Ox  '         ^ 


CHAPITRE    XI.  677 

des  fonctions  arbitraires  det;  si  on  les  désigne  respec- 
tivement par  ©(f)  et  ^{t),  les  formules  (4)  et  (5)  déter- 

,       1 .  •    -  •        d-u     d^  1/  .  ,. 

mineront  les  dérivées  successives  -— ^ 5  - —  3  ••  -,  et  1  on 

aura,  par  la  formule  de  Taylor, 

9'{t](x—xS-  o"\t\       f^  —  .T-J* 


I  1.2  a  1  .-2.^5.4  «"' 

I    ^       -^"^^  1.2.3      «  1.2:3.4.5      «^ 

Cette  expression  de  u  se  compose  de  deux  séries  dis- 
tinctes, et  elle  renferme  deux  fonctions  arbitraires  '^{t), 
^{t).  Cependant  la  formule  (6)  n'a  pas  plus  de  généra- 
lité que  la  formule  (3)  ;  Poisson  a  montré  effectivement 
que  les  deux  formules  peuvent  être  transformées  l'une 
dans  l'autre,  dans  l'hypothèse  de  la  convergence  des 
séries  (^Théorie  mathéniatique  de  la  chaleur,  p.  iSj)- 

823.  Au  lieu  de  développer  les  intégrales  en  séries,  il 
y  a  quelquefois  avantage  à  les  représenter  par  des  inté- 
grales définies;  il  nous  suffira  de  présenter  un  exemple 
de  ce  genre  de  calcul,  et  nous  choisirons  à  cet  effet 
l'équation  dont  nous  venons  de  nous  occuper,  savoir 

du  à-  Il 

dt  ~'     dx^ 

Appliquons  à  cette  équation  la  méthode  du  n"818;  la 
substitution  de  e"-^"^?'  à  u  donne 

Et,  par  conséquent,  on  a  cette  solution  de  notre  équation 

u  =  C (?''«'' e'-^  H-  Cie"«I'6''.^  -i-  .  .  .  , 
qui  renferme  un  nombre  indéfini  de  constantes  arbi- 


-1- 
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traires  C,  C, ,  . . .,  a,  a, Or  on  a  (n'' 498] 


v/ 

donc  on  peut  écrire 


/»  +  «>  _  _ 


,  )  r/w. 


La  série 


Cc'-^' +€,(■'.  ^•  +  , 


est  propre  à  représenter  une  fonction  arbitraire  de  e^ 
ou,  si  l'on  veut,  une  fonction  arbitraire  de  x;  si  on  la 
désigne  par  F(.r),  la  valeur  de  n  sera 

/»+  "=  

u  =  — —     I  F  (  .r  -f-  2  w  Y  <•//  )  6'""''  </to  ; 

elle  se  réduit  à  F  (x)  pour  t=  o,  et,  parconséquent,  elle 
coïncide  avec  celle  qui  est  donnée  par  la  formule  (3)  du 
n°  822  quand  on  suppose  dans  celle-ci  /q  =  o.  Toute- 
fois, il  faut  remarquer  que  la  formule  précédente  ne 
subsiste  que  si  la  fonction  F(x)  est  telle  que  le  pro- 
duit e~-*"^F(x)  s'annule  quand  x  devient  infini. 

L'analyse  dont  nous  venons  de  présenter  un  aperçu 
est  surtout  intéressante  au  point  de  vue  des  applications 
à  la  Physique  mathématique;  les  Traités  spéciaux,  tels 
que  celui  de  Poisson,  en  oflrent  de  nombreux  exemples; 
aussi  croyons-nous  inutile  d'entrer  ici,  à  ce  sujet,  dans 
des  développements  plus  étendus. 
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DE  LA  MÉTHODE  DES   VARIATIONS. 


Définition  des  'variations  d'un  système  de   variables 
qui  dépendent  de  l'une  d'entre  elles. 

824.  Soient  X  elj  deux  variables  qui  dépendent  l'une 
de  l'autre,  en  sorte  que  l'on  ait 

Si  l'on  regarde  X  et  j' comme  des  coordonnées,  l'équation 
précédente  représentera  une  courbe,  et,  si  l'on  veut  com- 
parer cette  courbe  à  celle  que  représente  une  autre 
équation  quelconque 

(2)  j=/,(.r), 

on  pourra  les  comprendre  l'une  et  l'autre,  et  cela  d'une 
infinité  de  manières  différentes,  dans  une  même  famille 
dont  l'équation 

(3)  j=zF(x,  a) 

renfermera  un  paramètre  variable  a.  La  fonction  F  doit 
être  choisie  de  manière  qu'elle  se  réduise  successivement 
ày^et  kf^  quand  on  donne  au  paramètre  a  deux  valeurs 
particulières;  par  exemple,  on  pourra  poser,  en  dési- 
gnant parao  et  «i  deux  valeurs  déterminées  quelconques 
de  a, 

«1  —  a»  «1  —  «0 
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car  celte  formule  donne 

F(^,«J=/(x),      F(.r,  «,)=/.  (^). 

Et,  si  l'on  veut  avoir  la  fonction  la  plus  générale 
¥[x,a)  qui  remplisse  la  condition  que  nous  exigeons, 
il  est  évident  qu'il  suffira  d'ajouter  à  l'expression  que 
nous  venons  de  former  une  fonction  arbitraire  de  x  et 
de  a,  assujettie  à  la  seule  condition  de  s'annuler,  quel 
que  soit  x,  pour  a  =  ao  et  pour  a  =  a, . 

Lorsque  l'on  fait  varier  a  de  «o  à  a,,  la  courbe  repré- 
sentée par  l'équation  (  3)  coïncide  d'abord  avec  celle  que 
représente  l'équation  (i),  puis  elle  se  déforme  continuel- 
lement et  vient  enfin  coïncider  avec  la  courbe  représentée 
par  l'équation  (  2). 

Si  l'on  veut  comparer  entre  eux  deux  arcs  des  courbes 
(i)  et  (2)  compris  entre  les  ordonnées  qui  répondent  à 
deux  valeurs  données  Xq  et  Xde  x,  on  pourra  supposer 
que,  quanda  varie  de  «o  à  «1 ,  les  divers  points  du  premier 
arc  viennent  coïncider  respectivement  avec  les  points  de 
l'arc  de  la  seconde  courbe  (2),  en  se  mouvant  sur  des 
parallèles  à  l'axe  desj)';  alors  les  points  des  courbes  (3) 
qui  répondent  à  une  valeur  de  x  comprise  entre  Xo  etX 
seront  correspondants. 

825.  Quels  que  soient  les  arcs  des  deux  courbes  que 
l'on  veuille  comparer  entre  eux,  on  peut  toujours  consi- 
dérer le  deuxième  arc  comme  obtenu  en  déformant  le 
premier,  c'est-à-dire  en  faisant  décrire  certains  chemins 
aux  divers  points  du  premier  arc;  les  extrémités  de  cha- 
cun de  ces  chemins  seront  des  points  correspondants  des 
deux  courbes.  Mais  la  déformation  dontje  viens  de  parler 
peut  se  faire  d'une  infinité  de  manières  différentes,  cl 
c'est  ce  qu'il  nous  faut  expliquer  ici. 

Soient  AB  et  A,B,  les  arcs  des  deux  courbes  que 
nous   voulons  regarder   comme   correspondanls.   Nous 
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pouA^ons  choisir  arbitrairement  les  courbes  MN  et  M,  N, 
sur  lesquelles  se  mouvront  les  extrémités  A,  B  du  premier 


y 

N\ 

\ 

\ 

^^ 

A 

"^^ 

\ 

0 

m\ 

\», 

X 

arc  pour  venir  coïncider,  après  la  déformation,  avec  les 
extrémités  A, ,  B,  du  deuxième  arc.  En  outre,  en  opérant 
comme  nous  l'avons  fait  au  numéro  précédent,  nous 
pourrons  comprendre  les  deux  courbes  MN,  M,Ni,  et 
cela  d'une  infinité  de  manières  différentes,  dans  une 
même  famille  de  courbes  qui  seront  représentées  par  une 
équation 

(4)  ^(.r,r,0  =  o, 

où  t  désigne  un  paramètre  variable;  les  courbes  MN, 
M)N,  répondront  à  deux  valeurs  déterminées  ?o>  ^\  du 
paramètre  t.  Soit  aussi 

(5)  F(.r,j,  «)=o 

l'équation  d'une  famille  de  courbes  qui  comprend  les 
deux  courbes  AB,  A,  B(  que  nous  considérons,  et  suppo- 
sons, comme  au  numéro  précédent,  que  ces  deux  courbes 
répondent  aux  valeurs  «o,  «i  du  paramètre  a. 

Les  systèmes  de  courbes  (  4  )  et  (  5  )  détermineront  tous 
les  points  du  plan,  car,  si  l'on  fixe  les  valeurs  de  x  et 
de  j  ,  ces  équations  feront  connaître  les  valeurs  de  t  et 
de  a.  On  peut  ainsi  regarder  x  c\.y  comme  des  fonctions 
de  f  et  de  a  ;  supposons  qu'on  tire  des  équations  (4)  et  (5) 


(6) 


a-  =  *;^a),     j:^'r(^a). 
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Si  l'on  fait  varier  t  en  regardant  a  comme  constante, 
leséqualions  (6)  détermineront  une  courbe  du  système  a, 
lequel  comprend  les  deux  courbes  données  AB,  A(  B, .  Si, 
au  contraire,  on  fait  varier  a  en  regardant  t  comme  con- 
stante, les  équations  (6)  appartiendront  à  une  courbe  du 
système  t,  lequel  comprend  les  courbes  MN,  M<N,,  et 
chaque  courbe  du  système  t  coupera  les  courbes  données 
et  les  autres  courbes  du  système  et.  en  des  points  que  l'on 
pourra  regarder  comme  correspondants. 

826.  Les  considérations  précédentes  s'étendent  d'elles- 
mêmes  au  cas  d'un  nombre  quelconque  de  variables  qui 
dépendent  de  l'une  d'entre  elles.  On  peut  effectivement 
énoncer  la  proposition  suivante  : 

On  peut  toujours,  et  cela  d'une  infinité  de  manières, 
trouver  n  fonctions  <î>,  T,  H,  ...  de  deux  variables  l 
et  a  telles  que,  en  posant  généralement 

(7)  j:  =  *(/,a),     j  =  'F(/,«),      c  =  ^(^«),       ..., 
on  ait  respectivement  pour  les  valeurs  cxq  et  sC)  de  a 

(8)  j-'"  =  î'o(0'       J  =  -ï'o(0,        2  =  tJo(f),         ..., 

et,  pour  les  valeurs  tg,  tf  du  paramètre  t, 

j.r  =  4..(«),     J  =  ^i(«),       -  =  n,(«),       .     ., 

quelles  que  soient  les  fonctions  données  ^o»  ?i  >  4*0'  •  •  •  > 
<I>o,  ^^,  ^of  •  •  •  '  Il  ^^t  évident,  toutefois,  que  les  fonc- 
tions ^o^  ^01  ^0,  .  .  .  doivent  être  égales  respectivement 
À  Cfo,  v|>o,  CTo,  •  •  •  quand  on  suppose  a  =z  a^,  t  =  to,  et 
à  CP|,  ^{/|,  CJ(,  ...  quand  on  suppose  a  ^^  a^,  t  =  tg', 
pareillement,  les  fondions  $,,  M^',,  II,,  ...  doivent  être 
égales  à  (foi  "po)  ^0^  .  .  .  ozf  à  cf,,  (//j,  rj, ,  ...  lorsqu'on 
suppose  a  =  «0,  i  =  /j  ou  a  =  a, ,  l  :=.  li. 
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Par  exemple,  si  l'on  pose 

*(^o.  ao)  =  ?o('o)  =  *o(«o)  =  A, 

*('i.  «o)  =  ?o{^)  =  *i(«o)  =  C, 
*(;„«,)  =  y,  (f,)  =  <l.,(«,)  =  D, 

on  pourra  prendre  pour  ^[t,  a)  l'expression  suivante, 


«1  —  «0  «1  —  «^0 


11  — toi  «1  —  «0  «1  — «oJ 

^  —  ^0  L       '  «I  —  «0  «1  —  '-«0  J 


et  de  même  pour  les  autres,  W[t,  a) 

Les  équations  de  la  première  ligne  du  système  (8) 
définissent  un  système  quelconque  de  variables  qui  dé- 
pendent de  l'une  d'entre  elles.  Si  l'on  prend  x  pour 
variable  indépendante,  elles  pourront  être  représentées 
par 

{,o)      y=f[x),     z=fW[^],      „^y(2)(^)^        _^_ 

Pareillement,  les  équations  de  la  deuxième  ligne  du  sys- 
tème (8)  définissent  un  second  système  de  fonctions 

(m)     j=A(x),     3=/',"(x),     «=/\^'(x),      ..., 

et  les  deux  systèmes  seront  compris  dans  le  système  plus 
général  défini  par  les  équations  (7);  ils  répondent,  l'un 
à  l'hypothèse  a  ==.  y.^,  l'autre  à  l'hypothèse  y.z=<Xi. 

827.  Supposons  que  l'on  attribue  à  a  une  valeur  quel- 
conque déterminée;  les  équations  (7)  définiront  un 
système  de  fonctions  j',  z,  ...  de  la  variable  x.  Si  i'oa 
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pose,  en  outre, 

(ij    ^=- y'  (i^i  d^    =  ^   dx,      du  =  u'  dx, 

df'  ^=x"dx,  dz    z=z  z"  dx,      du'  =  u"  dx, 

dj"  =  y"  dx,  dz"  =  z'"  dr,      du"  =  u'"  dx, 


les  nouvelles  variablesj  ',  z' ,  u',  . .  .  ,j",  z",  u",  .  .  .  pour- 
ront être  exprimées,  de  même  quea:,j)  ,  z,  .  .  . ,  en  {onc- 
tion de  t  et  de  a.  Par  exemple,  la  différenliation  des 
équations  (7)  donne 

d.r  = V— ^  dt,      dy  =  \;^ '- dc,      dz  = V— ^  dt,      ..., 

et  l'on  en  conclut 

_  ()'F(?,  y.)     d^[t,  «)  ,  _  dn[t,  v)     d^it,  a) 

^~      dt~  '      Jt      '     ""  ~      dt      ''~dt      '     "*' 

on  aura  de  même  j",  z" ,  .  .  .  par  une  nouvelle  différen- 
liation, et  ainsi  de  suite. 

828.  Les  variables  x,  jj  ,  z,.  .  . ,  j)  ',  z',  .  .  .  ,y",  .  .  .  étant 
ainsi  exprimées  en  fonction  de  t  et  de  a,  regardons  t 
comme  constante  et  faisons  varier  ce  de  dx;  x,y,  z,  .  .  . 
prendront  des  accroissements  dont  les  expressions  seront 

d^[t,  a)  d-^[t,  V.]    du} 

Ajc  =. r '■   da.  -1 7—; r  .  .  .  , 

Otx.  Oor  I  .tl 

Aj  :--  ^yl— rfoC  +    i-^ h  .   .  .  , 

ÔV.  t)«*  1.2 


Si  l'on  emploie  la  caractéristique  ^  pour  désigner  les 
différentielles  des  divers  ordres  relatives  à  la  seule  va- 
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riable  a,  on  pourra  écrire  plus  simplement 


o-.r 

^x  =  àx  -. , 

I .  '1 


Aj  =  (5y  -f- 


I  .2 

0  z 

1  .2 


et  l'on  aura  aussi 

As'  =  Sz' 


I  .2 
I  .2 


Les  différentielles 

(?x,    Sf,   âz,     ...,    ^/,    r;:;',    ...,   d'y,    ... 
sont  dites  les  variations  des  variables 

^i  Xi  -^i  •  •  ■  j  JK  )  ^  >  ■  •  •  '  y  ■  •  •  > 

elles  sont  relatives  au  passage  du  système  de  fonctions 
que  déterminent  les  équations  [y),  pour  une  certaine 
valeur  de  a,  au  nouveau  système  que  déterminent  les 
mêmes  équations  f  y  )  quand  a  a  crû  de  sa  différentielle  da. 
Mais  nous  supposerons,  dans  ce  qui  va  suivre,  a  =  «„  ; 
le  système  (7)  coïncide  alors  avec  le  système  donné  (10), 
et  les  variations  §x,  ^y,  èz,  .  .  . ,  $j'.  ...  se  rapportent  à 
une  altération  des  fonctions  de  ce  système;  d'ailleurs  cette 
altération  est  arbitraire,  car  le  système  (7)  définit,  pour 
a  ^^ccf,  un  système  de  fonctions  arbitraires,  et  la  diffé- 
rence a^  —  C/.0  peut  être  supposée  aussi  petite  que  l'on 
voudra. 
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Les  dîfTérentielles  deuxièmes 

<y^r,  â^y,   ...,  <?v,  •.. 

sont  dites  les  variations  du  deuxième  ofdre  des  va- 
riables 

■^'  y>  •  •  '  >  j  ^  •  •  •  ; 
de  même 

S\r,    S'y,    ...,    rpy,    ... 

seront  les  variations  du  troisième  ordre,  et  ainsi  de 
suite. 

Soit  généralement 

V  =  F(.r,j,2,   ...,y,z',   ...,j",   ...) 

une  fonction  des  variables  x,y,  z.  .  .  .,j>',  z' ,  ....  Les 
fonctionsj)^,  2,  ...  étant  définies  par  les  équations  (lo), 
si  l'on  substitue  au  système  (lo)  le  système  (7)  avec 
lequel  il  coïncide  pour  a  =  «q,  les  difTérentielIes  succes- 
sives de  V  relatives  à  a  prendront,  pour  a  =  a^,  des  va- 
leurs qui  seront  précisément  les  variations  des  ordres 
successifs  de  la  fonction  V. 

Les  variations  n'étant  pas  autre  chose,  comme  on  le 
volt,  que  des  dinérenticUes,  les  règles  de  la  dilTérentia- 
lion  leur  sont  applicables,  et  l'on  aura,  par  exemple, 
l'expression  suivante  de  la  variation  du  premier  ordre  5V  : 

,„       dV  ,         dV  ^  àV   ^  ,  d\  ,  „ 

Les  considérations  que  nous  venons  de  présenter  sont 
applicables  au  cas  d'un  système  de  fonctions  de  plusieurs 
variables  indépendantes;  mais  nous  ne  lerons  pas  ici 
cette  extension,  que  ne  saurait  comporter  le  plan  de  cet 
Ouvrage. 
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Théorèmes  l'elatifs  à  la  permutation  des 
caractéristiques . 

829.  Théorème  I.  —  On  peut  intervertir  l'ordre  des 
opérations  exprimées  par  les  caractéristiques  d  et  ù. 

En  effet,  soit 

V=F(.r,j-,  3,  ...,y\z\  ...,7",  ...). 

Les  variables  ,r,  7 ,  z,  .  .  .,  j-',  z',  . .  .,  j",  .  .  .  étant 
exprimées  en  fonction  des  deux  variables  t  et  oc,  comme 
on  l'a  expliqué  plus  haut,  on  aura 

V=/(^a), 

où  l'on  suppose  que  a  a  une  valeur  déterminée  «o.  Cela 
étant,  on  a,  par  définition, 

dt  dot. 

les  variables  tel  a.  étant  indépendantes,  leurs  différen- 
tielles dt  et  dot  sont  arbitraires  et  constantes  ;  si  donc  on 
différentie  les  deux  formules  précédentes,  la  première 
par  rapport  à  a,  la  deuxième  par  rapport  à  t,  on  aura 

^Ôf{t,^                                  ^  df[t,  g] 
^  ^V  = ^ —  dt  dx,     d  SY  = * —  dt  doi, 

et  par  conséquent  (n"  60) 

âdYz-dâV, 
ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

Corollaire.  —  Oti  a,  quels  que  soient  les  entiers  m 
et  n,  â"d'"y  =  d'^d"Y. 

830.  Théorème  II.  —  On  peut  intervertir  l'ordre  des 
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opérations  exprimées  par  les  caractéî'istiques  j  et  6, 

quelles  que  soient  les  limites  entre  lesquelles  V intégra- 
tion doit  être  effectuée. 

En  effet,  soit 

S=   /      \dx; 

V  désigne  une  fonction  donnée 

d'une  variable  indépendante  jr,  de  diverses  fonctionsj^, 
z,  ...  de  X  et  des  dérivées  de  ces  fonctions;  elle  peut 
aussi  dépendre  des  valeurs  de  x,  j,  z^  .  .  . ,  y' ,  z' ,  ... 
aux  limites  de  l'intégration. 

On  peut  exprimer  jr,j',  z,  .  .  .  ,j',  z',  .  .  .  en  fonction 
des  deux  variables  tel  oc,  mais  il  iaudra  supposer  à  a  une 
valeur  déterminée  «q  après  la  substitution  de  ces  valeurs 
dans  V.  Alors,  si  fo  fct  f,  désignent  les  valeurs  de  t  qui 
répondent  aux  limites  Xq  et  x^,  on  pourra  écrire 

Maintenant,  pour  obtenir  ôS,  il  faut  différentier  cetle 
intégrale  par  rapport  à  x,  et,  comme  les  limites  t»,  f, 
sont  indépendantes  de  a,  la  différenliation  pourra  être 

exécutée  sous  le  signe   /  .  On  aura  ainsi 
<ÎS  =  /     'U  ——  ]  dt. 


r\(vd.r 

=1  '  v^ 


Mais,  comraeflfestune  constante,  on  a  o  I  — — 


,  di   I  dt      ' 

donc 


dx. 
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et,  en  revenant  à  la  variable  indépendante  .r, 

'-'la 

On  écrit  aussi  quelquefois 

-0 

en  supprimant  le  facteur  dx,  qui  figure  en  numérateur  et 

en  dénominateur  sous  le  signe   /  ,  et  en  sous-entendant 

alors  que  l'intégration  est  relative  à  la  variable  indépen- 
dantes. La  formule  précédente  est  conforme  àrénoncédii 
théorème,  et  elle  subsiste  quelles  que  soient  les  limi  tes  Xo 
et  X\,  qui  sont  constantes  quand  la  variable  x  coïncide 
avec  f,  mais  qui,  dans  le  cas  général,  varient  avec  a. 

Expressions  des  variations  d' une  fonction  et  de  ses 
dérivées,  en  fonction  de  la  variation  de  la  variable 
indépendante  et  d'une  variable  nouvelle. 

831.   Soitj^'  une  fonction   donnée   de  la  variable  x. 
Posons,  comme  précédemment, 

(,)  dy=ydx,      cly'  =  y'dT,    ..., 

et  faisons  aussi 

(«î)  w  =  (?_)■ — y  ox, 

d'où 

fjj  ^=  y' Sx  -i-  0). 

Si  l'on  difTérentie  la  première  équation  (i)  avec  la  carac- 
téristique c^  et  l'équation  précédente  avec  d^  on  aura 

'jdy  =  riy  dx  -4-  y  0  dx, 
dSj   =dj-'âx  -r-j'd'jx  -t-  doi, 
S.  —  Ca(c.  int.  Ai 
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comme  on  peut  intervertir  l'ordre  des  deux  caractéris- 
tiques d  et  d,  la  comparaison  de  ces  équations  donnera 

sy  dx  z=z  ciy  §x  +  (i',> 

ou,  en  divisant  par  dxei  en  faisant  usage  delà  deuxième 
équation  (i), 

»,        Il  ^        d''^ 

r7y=zy"âx-^  —  . 
d.v 

Pareillement,  si  l'on  dilTérentie  la  deuxième  équa- 
tion (i)  avec  la  ^  et  l'équation  précédente  avec  la  d,  on 
aura 

rjdj'  =:  Sy  dx  -f-  )  "^  dx, 

dSy  =  dj  "ox  +  j  "dâx  -\-d~-i 

dx 

d'où 

sy'dx~dy'Sx-\-d'^ 

dx 
OU,  en  divisant  par  dx, 

Sy'=y"'lr-^  ^. 
dx- 

11  est  évident   qu'en  continuant   ainsi   on  formera 
équations 

ôj  =y  ox  4-  —  » 

(iX 

(3)  {^'"=^"^^-^71?' 


d"-^r.i 


qui  permettent  d'exprimer  les  variations  O)  ,  âj',  dj 
par  les  seules  quantités  (ix  et  w. 
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832.  Au  moyen  de  ces  formules,  on  peut  obtenir  une 
expression  très-simple  de  la  variation  d'une  fonction 
quelconque  de  .r,  de  y  et  des  dérivées  y',  j",  ....  Soit 

(4)  Y  =  F{x,x,x',j",  ...,7('^)), 

et  désignons  par 

(5)  dy  =  Xdx-hYdy  +  Vdf  -{-..  .  -\-  YC'hIji") 

la  différentielle  totale  de  V;  on  aura  (n°  828) 
(6 ;        ^V  =  Xox  -f-  YoV  +  T  J)  '  + . . .  +  y(")^^-(«). 

Si  l'on  retranche  les  équations  (5)  et  (6)  l'une  de  l'autre 
après  avoir  multiplié  la  première  par  —,  il  viendra 

(JV  —  rA^  ^  =  Y(<?j  —j'âx)  -t-  Y' {or'  —  y^x)  -{-... 

ou,  à  cause  des  formules  (3), 

^  ^  '  dx  dx  dC  dx'^ 

Si  la  fonction  V  contient  d'autres  fonctions  de  x,  sa- 
voir :  z,  u,  ...,  avec  leurs  dérivées  z'j  u',  . . .,  z",  a'',  . . ,, 
il  faudra  ajouter  au  second  membre  de  la  formule  (5) 
les  termes  nouveaux 

Z  dz  -h  Z'  d-J  -H  .  .    -\-V>du^  UV///  + .  . . 

et  au  second  membre  de  la  formule  (6)  les  termes  ana- 
logues 

Z  ^iZ  +  Z'rÎ3'  +  .     .  -i~  U  o«  -\-  U'o«'  -f- .  .  .  ; 

alors,  si  l'on  pose 


z'  5x^       y^^^OU  u'  OUf 


4  k 
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il  est  évident  que  la  formule  (7)  continuera  à  donner 
la  variation  0  V,  pourvu  que  l'on  ajoute  au  second  membre 
les  termes 

Z  HT -f- Z' ^  +  .  .  .  +  U  7  +  U'  ^  +  .  .  .  . 
dx  "  dx 

Calcul  de  In  variation  d'une  intégrale  définie. 

833.   Proposons-nous  de  déterminer  la  variation   de 
l'intégrale  définie 


(•: 


<■' 


Nous  supposerons  d'abord  que  V  soit  indépendant 
des  limites  Xo,  x< ,  qui  sont,  en  général,  variables  avec  a, 
et  qu'elle  ne  renferme  qu'une  seule  fonction  j'  de  .r; 
ainsi  l'on  aura 

(2)  V  =  F(.r,j,r',y',  ...,j("^)- 

En  différentiant  l'équation  (i)  avec  la  (?,  on  a  (n'^SSO) 

(3)  -=£'^^- 

d'ailleurs,  comme  on  peut  intervertir  Tordre  des  difTé- 
rentiations  par  d  et  0, 

S[W  dx]  =  âVdx  -+-  V  dâx; 

on  a  aussi  (n**  832) 

,^V  =  ./V'^  -f- Y.  +  Y'  ^  4-.  .  .4- y^")  ^ 
dx  dx  dx" 

en  posant 

dV  =  Xdx-h  Ydf  -i-  Y'  dy'  -f-  .  .  .  +  Y^'IdjC'^ 
et 

(û  =z  âf  —  y  êx. 
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On  conclut  de  là 

(4)  <î  V^^;  =  ^(V<?^)  +  (Yw+Y'^H-...4-Y('0^V/a;; 
■    '  \  dx  djc''-  ) 

et,  par  conséquent,  la  formule  (3)  donnera 

(?S=  /      —, -dx^ï      Yf^dx+i      Y'  —  dx 

/  </jr-  ./  dx" 

La  première  des  intégrales  contenues  dans  cette  for- 
mule est  égale  à  la  différence  des  valeurs  que  prend  le 
produit  V  c?x  aux  limites  de  l'intégrale;  parmi  les  inté- 
grales qui  suivent,  celles  qui  dépendent  des  dérivées  de  o) 
peuvent  être  transformées,  au  moyen  de  l'intégration  par 
parties,  en  d'autres  où  ne  figure  que  la  seule  quantité  co. 
On  a  effectivement 

Iy'  —  dx=Y'M—   I  - —  r.ulx, 
J         dx  J     de 

> 

d'où,  en  prenant  x„  et  X\  pour  limites, 

^^^   r\" fji dx=  \y"  --  -  ~  «T'  -<-  r"'^'  ,,dx 

\     J  dx'-  dx         dx       L  /  (/x- 

Si  l'on  pose,  pour  abréger  l'écriture, 

,    .       ^^       ^       dY'        dn"  ,        ,    r/"Y(«) 

(7)    i^  =  Y--;z7-^-^------^-0"-i7:^ 


(8) 
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et 

dx  dx^  '    J  \  dx  j  dx 

,,,»  ,  d'M  _.,    V  d"~^  M 

Y'"—...    _-  +..  .  +  y(") 


dx'^  dx' 


puis  que  l'on  désigne  par  Tq,  F,  les  valeurs  que  prend  F 
aux  limites  de  l'intégration,  l'expression  (5)  de  ^S  de- 
viendra, à  cause  des  formules  (6), 


K  M  dx. 


(9)  <îs  =  (r, -ro)+  f  K 

Si  l'on  remplace  w,  -— ?   -7-^5   •••   par  leurs  valeurs 

^  dx     dx^  ^ 

èy  —  yox,    dy — j"^x,    dj" — j'"dx^   ...,    l'expres- 
sion (8)  de  r  deviendra 

Y"-  'il!  + . . .  ")/'_  (  Y'"- . . .  )  r'"-  • .  .1  <y-r 

dx  dx'^  j 

_i-  (y"-  ^  -t- . .  A  ôj' -^  (y'" -..\  iy" -h...~-  Y("  1  (Î/C-»). 

834.  Nous  avons  supposé  qu'il  n'entrait  dans  l'expres- 
sion de  V  qu'une  seule  fonction  j-  de  x,  avec  quelques- 
unes  de  ses  dérivées;  mais  il  est  évident  que  le  calcul 
de  la  variation  ^S  se  fera  exactement  de  la  même  ma- 
nière si  V  renferme  d'autres  fonctions  z,  u,  ....  avec 
leurs  dérivées  z',  z",  .  .  . ,  z^p\  u',  11",  .  . .,  «'?^  ....  En 
effet,  si  l'on  pose,  comme  au  n**  832, 

rr  =  rjz  —  z'  â.r,      y^r=§u  —  u' Sx,      .  .  .  , 

il  est  évident  que  la  formule  (4)  continuera  à  donner  la 
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variation  §[ydx),  pourvu  que  l'on  ajoute  au  second 
membre  les  ternies 

c/x  dxP  j       \    ^^  dx  dx'i 

analogues  à  ceux  qui  dépendent  de  o).  En  appliquant  à 
ces  nouveaux  ternies  le  procédé  que  nous  avons  employé, 
on  trouve  cette  expression  de  ^S, 

(il)  (?s  =  (ri— To)^  /      (Kw  +  IIcT-^Gx^-...)^"^» 

où  R  désigne  la  quantité  définie  par  la  formule  (7)  et 
où  l'on  fait  de  plus 

dZ'        d'-7J'  ,    dPZ^i') 

H  =  Z-— +  -_-.. .-t-i+i]'^ 


d.v  dx-'  •••     i     V  /         ^l^p 


En  outre,  F,,,  F,  désignent  toujours  les  valeurs  que 
prend  F  aux  limites  de  l'intégration,  c'est-à-dire  les 
valeurs  qui  répondent  respectivement  k  x  =  x^  et  à 
X  =^  x^\  mais  à  l'expression  générale  de  F  donnée  par 
la  formule  (10)  il  faut  ajouter  de  nouveaux  termes, 
savoir  ceux  qu'on  déduit  des  termes  déjà  écrits  et  qui 
renferment  les  lettres  Y,  j,  en  remplaçant  respective- 
ment ces  lettres  par  Z,  z,  puis  par  U,  u,  etc. 

83o.  Enfin  il  nous  reste  à  examiner  le  cas  où  la  fonc- 
tion V  dépend  des  valeurs  àex, y ,  ^',  j  " ,  •  •  -,  J  '•"~^\  Zy 
z' ,  z" ,  . . .,  z'^P~^\  . . .  aux  limites  de  l'intégrale. 

Dans  ce  cas,  la  variation  de  Ydx  se  composera  de  deux 
parties,  savoir  celle  que  l'on  obtient  sans  faire  varier  les 
quantités  qui  se  rapportent  aux  limites  et  celles  que  l'on 
obtient  en  ne  faisant  varier  que  ces   seules   quantités» 


6g6  CALCUL    IJNTÉGRAL. 

Nous  avons  considéré  la  première  partie  aux  numéros 
précédents,  et,  si  l'on  représente  par  la  caractéristique  d' 
les  variations  relatives  aux  seules  limites,  la  seconde 
partie  sera  §'[Y dx)  ou  d'Y clx.  Il  suffira  donc  d'ajouter 
à  Toxpression  (i  i)  de  ^S  le  terme 


/"rv.,. 


[•4) 


A  = 
On  a 

d'où,  en  intégrant, 

si  donc  on  fait,  pour  al)réger, 

(i5)  (;=r, -r,  +  A, 

l'expression  complète  de  âS  sera 

(KwH-IIôj-T-Gx^-..-)'^'-^' 

-0 

et  l'on  voit  cpie  les  termes  introduits  dans  Ç  par  A  sont 
de  même  iorme  que  ceux  qui  existaient  déjà. 

ylutre  manicrcde  calculer  la  variation  il' une  intégrale 
définie. 

836.  Au  lieu  d'appliquer  la  formule  générale  que  nous 
avons  obtenue  au  numéro  précédent,  il  est  souvent  pré- 
férable, danslesapplicalions,de  procédera unercclierclie 
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directe.  On  peut  alors  se  dispenser  d'introduire,  comme 
nous  l'avons  fait,  les  quantités  w,  cr,  . . .,  en  dirigeant  le 
calcul  comme  il  suit.  L'intégrale  proposée  étant 

S=  r    \'dz, 

on  a,  comme  on  l'a  vu, 

mais  nous  écrirons  simplement 

oS=  jo{Vdx], 

sans  désigner  la  variable  par  rapport  à  laquelle  se  fait 
l'intégration,  les  valeurs  que  prend  celte  variable  quand 
on  a  X  =  Xq,  X  =  Xi  devant  être  prises  pour  limites  de 
l'intégrale. 

Cela  posé,  V  est  une  l'onction  de  Xjj)',^',  ....  z,  z'.  ...; 
mais  nous  introduirons,  au  lieu  des  dérivées  j',  j",  ..., 
z',  ...,  les  différentielles  des  variables  a:,  },  :;,  ...,  la 
variable  indépendante  étant  le  paramètre  t,  dont  la 
variation  est  nulle.  Comme  on  a 

dy  „        dx  d-  y  —  dy  d^  x  ,        dz 

dx  dx*  dx 

Y  dx  deviendra  une  fonction  de  x,  y,  z,  ...,  dx,  dy, 
dz,  . . .,  d-x,  d'-j,  d'-z,  ...  ;  en  différentiant  ce  produit 
avec  la  caractéristique  d  et  en  remarquant  qu'on  peut 
intervertir  l'ordre  des  opérations  exprimées  par  d  et  ^, 
on  aura  un  résultat  de  cette  forme  : 

+  Yo  Sf  -^  Yi  d  0>  -r-  Y.,  d'  Sj  -r-  .  .  . 

^-  Zq  0 2  -f  z  1  d  QZ  -r  Z2  d-  0 5  -i-  .  .  . 
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Les  difTérenlialions  exprimées  par  d  se  rapporlent  à 
la  variable  t,  et  l'intégralion  par  parties  donne 

/  Xj  d  ox  zi^'^^Sx  —   I  ^Xi  ox, 

Txo  (PSx  =  X.,dâr—  r/Xj  rjx-h   j  (P  X^  Ir, 
> 

Ty^  d^lr  ^  Y,  d  rh-  —  dY,  rjj  -t-  jd'  Yi  oj, 

Par  conséquenl,  si  l'on  pose 

X  =  Xq  —  (YX,  -f-  <-/-  X2  —  ■  ■  •  } 
Y  =  Yo-clY,-^d'Y,-..., 
Z  =  Z,  —  r/Z,  -4-  r/2  z,  —  .  .  . , 


cl 

r=(X,— r/X2  +  ..  .)(î.r  +  (X2  — .  ..)<Î'/J^H-.  .. 

-K  (Y,  -  ^2  -+- . .  )^j  -f-  (Yj  - . .  .)'?'(;■  +  •  •  • 
+  (z,  —  jz,  -+-. .  .)<y^  -4-(Z2  — .  ..)r;r/c  4-.  .. , 

> 

puis  qu'on  représente  par  Fo,  F,  les  valeurs  de  F  aux 
limites,  pour  lesquelles  on  a  respectivement  x  =  X(,, 
j  =j'o>  •  •  •  ci  X  =^  Xi,  r  =j)  ) on  aura 


nXo-r  -+- Yo» 


^S  =  (r,  —  Fo)  -f-   /  (Xo.r  -+-  Y'Jy  --  Z  oZ  -4-  .  .  .), 

Cl,  si  a:  est  la  variable  par  rapport  à  laquelle  s'exécute 
Finlégration,  on  devra  écrire 

,^       ,  ,        C'XSx-^YSr-^-'JLSz-^-  ...    , 
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Nous  avons  suppose  ici  que  la  fonction  V  est  indépen- 
dante des  valeurs  que  prennent  les  variables  aux  limites  ; 
mais,  si  le  contraire  a  lieu,  il  suffira  d'ajouter  à  l'expres- 
sion précédente  de  ^S  les  nouveaux  termes  dont  nous 
avons  fait  le  calcul  au  n°  833. 

La  formule  précédente  coïncidera  avec  celle  du  n°  83o, 
si  l'on  y  remplace  07-,  oz,  .  .  .  par  les  expressions 


^>-. 

dz    , 

^^  ox  H-  oj, 

—  ox 

dx 

dx 

par  cette  substitution,  laquantitéXoa:-+-YcJ^-i-Zoj-l-  ... 
se  réduit  à 

(X^^-t-Yrt')--^Z.-f3-:-  .  ..  1-^  + Yw-+-Zo-i-  ...; 

dx 

il  en  résulte  que  l'on  a  identiquement 

X  dx  —  y  dy  -^  Z  dz  ~  .  .  .  =0 

et  que  Y,  Z,  ...  ne  sont  autre  chose  que  les  quantités  dé- 
signées par  K,  H,  .  .  .  au  numéro  cité. 

837.  Nous  avons  calculé  la  variation  de  l'intégrale  dé- 
finie S  dans  l'hvpothèse  la  plus  générale  et  en  suppo- 
sant une  altération  quelconque  dans  le  système  des  fonc- 
tions de  x  que  nous  avons  désignées  parj",  z,  .  .  . .  Sil'on 
suppose  que  la  variable  x  coïncide  avec  la  variable  t,  dont 
la  variation  est  nulle,  les  limiteso^o,^)  seront  constantes, 
et  l'on  aura  généralement  ox  =;  o.  Alors  les  quantités 
désignées  par  eu,  cj,  .  . .  ne  sont  autre  chose  que  les  varia- 
lions  0 7  ,  ^z.  ....  L'expression  de  ^S  se  réduit  alors  à 


oS=  ^r,  -  roj4- j     — dx. 


dx 
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Objet  de  la  méthode  des   variations. 

838.  La  méthode  des  variations  a  été  imaginée  par 
Lagrange,  dans  le  but  de  résoudre  certains  problèmes  de 
maxima  et  de  mininia  d'une  nature  particulière;  mais 
elle  peut  être  employée  avec  avantage  dans  d'autres  ques- 
tions diverses.  Dans  les  problèmes  de  maxima  et  de  mi- 
nima  dont  je  viens  de  parler  il  s'agit  de  déterminer  des 
fonctions  d'une  variable  indépendante,  de  manière  à 
rendre  maximum  ou  minimum  une  certaine  intégrale 
définie  où  figurent  ces  fonctions.  Quelques  problèmes 
de  ce  genre  avaient  été  résolus  avant  Lagrange  ;  en  voici 
un  exemple  : 

Trouver  une  courbe  plane  CMD  qui  passe  par  deux 
points  donnés  G,  D  et  qui  soit  telle  que  l' aire  engendrée 
par  l' arc  CD  eyi  tournant  autour  d' un  axe  situé  dans 
son  plan  soit  un  minimum. 

Si  l'on  choisit  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oy  dont 
le  premier  coïncide  avec  l'axe  de  révolution,  que  l'on 


V 

M       ^ 

c 

/ 

0 

.4 

'       1 

i 

x 

mène  les  ordonnées  CA,  DB  des  extrémités  C,  D,  et  que 
l'on  fasse  OA  =  jc^,  OB  =  Xt,  la  surface  engendrée  par 
l'arc  de  courbe  CD  sera  égale  à  2  7rS,  en  désignant  par  S 


rinlégrale 
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Il  s'agit  donc  ici  de  trouver  quelle  est  la  fonction  de  x 
qu'il  faut  substituer  à  j  pour  que  la  valeur  de  S  soit  un 
minimum. 

Au  lieu  de  se  donner  les  extrémités  C  et  D  de  l'arc  de- 
mandé, on  peut  supposer  que  ces  points  soient  seulement 
assujettis  à  la  condition  d'être  situés  sur  deux  courbes 
données;  la  question  se  ramènera  encore  à  trouver  le 
minimum  de  l'intégrale  S,  mais  ici  les  limites  x^,  Xi  ne 
seront  plus  données. 

Recherche  des  valeurs  maxiina  et  miniiiia  d'une 
intégrale  définie. 

839.  Soit  l'intégrale  définie 

s==  r  \dx, 

où  l'on  suppose 

j,  z,  . .  .  étant  des  fonctions  de  x,  et  7^,  j'',  .  .  . ,  z',  ... 
désignant  comme  précédemment  les  dérivées  de  ces  fonc- 
tions. La  fonction  V  peut  dépendre  aussi  des  valeurs  que 
prennent  les  variables  aux  limites  de  l'intégrale  ;  quant  à 
ces  limites,  elles  sont  données  ou  assujetties  à  certaines 
conditions.  Cela  posé,  il  s'agit  de  déterminer  les  fonc- 
tions j,  ^,  .  .  .  qui  répondent  à  un  maximum  ou  à  un 
minimum  de  S. 

Le  système  des  fonctions  qu'il  faut  trouver  et  tel  autre 
système  aussi  peu  différent  du  premier  que  l'on  voudra 
peuvent  être  compris,  comme  on  l'a  vu,  dans  un  sys- 
tème plus  général,  qui  dépend  d'un  paramètre  ce.  Dans  ce 
dernier  système,  toutes  les  variables  x,j,  z,  .  .  .  ainsi 
que  les  dérivées  y",  y",  .  .  . ,  z',  ...  sont  exprimées  en 
fonction  d'une  variable  nouvelle  t  et  du  paramètre  a,  et 
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la  même  chose  a  lieu  pour  les  valeurs  particulières  que 
prennent  les  mêmes  variables  aux  limites,  lesquelles  dé- 
pendront des  limites  t^,  f ,  de  t  et  du  paramètre  a.  Après 
la  substitution  des  valeurs  de  x,j,  .  .  . ,  l'expression  de  S 
deviendra 


*^  le,         '  ' 


ce  qui  se  réduit  à  une  simple  fonction  du  paramètre  a. 

Ainsi  l'on  se  trouve  ici  dans  le  cas  ordinaire  du  maxi- 
mum et  du  minimum.  La  condition  nécessaire  pour  le 

1        •    •  1     1  -  -,    ^'S 

maximum  et  pour  le  minimum  est  que  la  dérivée  — -  ou 
^  dot. 

la  dilTérenliclle  -^  de  soit  nulle  :  or,  cette  différentielle 

ch. 

n'est  autre  chose  que  la  variation  de  S;  donc  la  condi- 
tion dont  nous  parlons  est  simplement 

JS=o. 

Mais  on  sait  qu'elle  n'est  pas  suffisante.  11  faut  en  outre, 

pour  le  maximum,  que -— ou -— r/a-  soit  négative  et, 

pour  le  minimum,  que  la  même  différentielle  soit  posi- 
tive; cette  différentielle  est  précisément  la  variation  du 
deuxième  ordre  ^^S;  donc  il  faut  que  l'on  ait 

(?2S<o 

pour  le  maximum  et 

<î2S>o 

pour  le  minimum.  Dans  le  cas  de  d-S^=o,  il  faudrait 
pour  le  maximum  et  pour  le  minimum  que  l'on  eût  aussi 
^3  S  =  o.  Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  cette  discus- 
sion, f[ui  n'a  pas  d'objet,  car,  dans  la  plupart  des  cas, 
on  sait,  par  la  nature  de  la  question  à  résoudre,  s'il  v  a 
réellement  maximum  ou  minimum.  Aussi  nous  borne- 
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rons-nou3   à   étudier  la  condition  iJS  =  o  commune   an 
maximum  ou  au  minimum. 

840.  Cas  ou  V  ne  contient  qu'une  seule  fonction  j)^ 
DE  X.  — Alors  on  a,  dans  l'hypothèse  la  plus  générale, 
d'après  la  formule  (16)  du  n°  835, 

(?S  =  (7  +  /     K  w  dx. 


=,./' 


La  condition  ^S  =  o  exige  que  l'on  ait  séparément 

Çj  =  o,     K  =  o. 

En  efTet,  supposons  que  l'on  ait  fixé  les  variations  rela- 
tives aux  limites.  Comme  la  déforuiatiov  qui  résulte  des 
variations  du  paramètre  a  est  entièrement  arbitraire,  la 
fonction  w  est  elle-même  arbitraire,  et,  si  R  n'est  pas  nui, 
on  peut  choisir  w  de  manière  que,  pour  toutes  les  valeurs 
de  X  comprises  entre  Xq  et  X\,  elle  ait  constamment  le 
signe  de  K  ou  constamment  un  signe  contraire  à  celui 


de  K.  Alors  l'intégrale    |      Kw  dx  aura  une  valeur  diffé- 

rente  de  zéro,  et  elle  sera  positive  ou  négative  à  volonté  ; 
par  conséquent,  quelque  valeur  que  l'on  suppose  à  Ç,  on 
pourra  faire  en  sorte  que  «5S  ne  soit  pas  nulle.  La  condi- 
tion du  maximum  et  du  minimum  exige  donc  que  l'on  ait 

(,)  K  =  o, 

et  il  en  résulte  nécessairement  qu'on  doit  avoir  aussi 

(a)  g  =  o. 

Soient 

V  =  F(.r,j,/,/',  ...,^(")} 
et 

dW  =  X  dx  -{-Ydf  -h  Y'  r/j'  +  .  .  .  4-  Y'"  '  r/}  (")  ; 

l'équation  (i)  pourra  être  mise  (n"  833)  sous  la  forme 

(3)    ^-iz^-^-^---+(-')"-;zr^  =  «- 
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C'est,  comme  on  voit,  une  équation  différentielle  dont 
l'orxli'e  sera  en  général  2/2,  et  son  intégrale  renfermera 
2«  constantes  arbitraires.  Supposons  qu'on  ait  trouvé 
cette  intégrale  et  représentons-la  par 

(4)  j=/(,r,C„C„  ...,C,„); 

l'équation  (4)  fera  connaître  la  fonction  inconnue  j',  et 
il  n'y  aura  plus  qu'à  déterminer  les  2«  constantes  C,, 
Go,  .  . . ,  Cin  de  manière  à  satisfaire  à  la  condition  (2). 
11  faut,  à  cet  égard,  distinguer  plusieurs  cas. 

i«  Si  les  valeurs  Xojjcj'o'  •  •  • 'Jo'''\  JC:,J  t.r'i ,  ■  •  -, 
-) ,""''  relatives  aux  limites  sont  données,  les  variations  de 
ces  quantités  seront  nulles  et  l'équation  (2)  sera  satis- 
faite d'elle-même.  Différentions  n  fois  l'équation  (4); 
nous  aurons  des  résultats  de  cette  forme  : 


(5] 


[/=/(')(  07,  C,,C.,,  ...,C,„), 


Remplaçant  alors,  dans  les  équations  (4)  6t  l^)? -ï'»  )  > 

y',  ..  .,  j^«-'M'abord  par  o^o,  JoO'o'  ■  •  •  y  ïb"'^  y  P^i^ 
par  JTi,  j  t,  j)',  ,  ...,j\"~^\  on  aura  un  syslèmo  de  2/i 
équations,  savoir  : 


(G) 


^A>i-i)  —  /-(«-n  /  ^    ce  C.    y 


qui  serviront  à  déterminer  les  i /i  arbitraires. 


CHAPITRE    Xir.  703 

2°  Si  l'on  donne  seulement  les  valeurs  de  quelques- 
unes  des  in  quantités  Xq,  j)'o«  •  •  •Oo""*^  J^iO  "  •  •  *♦ 
2^i"~'\  ou,  plus  généralement,  si  l'on  donne  i  équations 

(7)  Mi —G,     M.i^o,      ...,     W/  — o 

auxquelles  ces  quantités  doivent  satisfaire,  on  difFéren- 
tiera  ces  équations  avec  la  caractéristique  ^;  les  équa- 
tions résultantes 

d\\i  .  d^\i  ,  cnii  , 

permettront  d'exprimer  i  variations  en  fonction  des 
2  71  -^  2.  —  i  autres;  on  portera  les  valeurs  de  ces  i  varia- 
tions dans  l'équation  (2),  et,  comme  les  variations  res- 
tantes sont  arbitraires,  il  faudra  égaler  à  zéro  leurs 
coefficients.  On  obtiendra  ainsi  2?i  -!-  2  —  i  équations, 
qui,  réunies  aux  équations  (6)  et  (j),  compléteront  le 
nombre  /\n  -{-  2  d'équations  nécessaires  pour  déterminer 
les  271  arbitraires  elles  27z-f-  2  quantités  relatives  aux 
limites. 

3"  Si  aucune  relation  n'est  donnée  entre  les  quantités 
aux  limites,  les  variations  de  ces  quantités  resteront  ar- 
bitraires et  l'équation  (2)  se  décomposera  en  27? -f- 2 
équations  distinctes;  ces  équations  suffiront,  avec  les  271 
équations  (6),  pour  déterminer  les  4''  H- 2  inconnues.  Ce 
cas  est  compris  dans  le  précédent,  en  supposant  le 
nombre  i  réduit  à  zéro. 

Remarque.  —  Il  peut  se  faire  que  l'ordi^e  de  l'équa- 
tion (3)  s'abaisse  au-dessous  de  27i,  et  cela  arrivera  né- 
cessairement si  V  est  linéaire  par  rapport  à  la  dérivéej^  ^"'  ; 
ce  cas  ne  saurait  offrir  de  difficultés,  et  nous  laissons  au 
lecteur  le  soin  d'examiner  les  modifications  qu'il  exige. 

S.  —  Cale.  l'/lC.  4'5 
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é 

841.  Cas  ou  V  contient  plusieuks  fonctions  dex.  — 
Nous  allons  considérer  maintenant  le  cas  où  V  renferme 
fji  fonctions  y,  sr,  u,  ...  de  x,  avec  quelques-unes  de 
leurs  dérivées,  et  nous  supposerons  d'abord  qu'il  n'existe 
aucune  relation  donnée  entre  les  fonctions  -)%  -,  u,  ... 
et  la  variable  indépendante  x.  Alors  la  variation  de  l'ia-- 
légrale 


/:■■ 


sera  (no835^ 


^S  ^  C^  -+-  /      (K w   :-  H  CT  ^  Gx  -^-    .  .  y^^j 

et  je  dis  que  la  condition  «îS  =:  o  exige  que  l'on  ait  sépa- 
rément 

K  --  o,     n  ^--  o,     G  =-^  o, 

et 

En  effet,  supposons  que  K,  H,  G,  .  .  .  ne  soient  pas 
toutes  nulles  et  que  l'on  ait  fixé  les  variations  aux 
limites;  les  fonctions  o),  cy,  ;i^,  ...  étant  arbitraires,  on 
peut  les  choisir  de  manière  que  pour  chaque  valeur  de  x 
comprises  entre  Xç^  et  x^  elles  soient  respectivement  de 
même  signe  que  K,  H,  G,  ....  ou,  si  l'on  veut,  de 
signe  contraire  à  K,  H,  G,  ....  Alors  l'intégrale  qui 
figure  dans  l'expression  de  5S  aura  une  valeur  différente 
de  zéro  et  dont  le  signe  peut  être  pris  à  volonté;  il  en 
résulte  qu'on  pourra  toujours  faire  en  sorte  que  5S  ne 
soit  pas  nulle.  Ainsi  l'on  doit  avoir 

K  --  G,      H  —  0,      G  :-  o,      .  .  .  , 

et  par  suite  aussi 

Les  premières  équations  constituent  un  système  d  é- 
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quations  simultanées  dont  on  devra  d'abord  chercher  les 
intégrales.  Il  faudra  ensuite  satisfaire  à  l'équation  Ç^o, 
et  déterminer  les  arbitraires  introduites  par  l'intégra- 
tion, ainsi  que  les  quantités  aux  limites,  si  celles-ci  ne 
sont  pas  données;  cette  recherche  n'offre  aucune  diffi- 
culté, après  ce  que  nous  avons  dit  au  numéro  précédent; 
la  marche  à  suivre  est  en  effet  exactement  la  même. 

842.  Il  nous  reste  à  examiner  le  cas  où  V  renferme 
plusieurs  fonctions  7',  z,  a.  ...  de  x,  liées  à  la  variable 
par  une  ou  plusieurs  équations  données.  Soit 

*(.r,  )■,  3,  «,  .  _  .;^-z  o 

une  telle  équation.  En  la  différentiant  avec  la  caracté- 
ristique 0,  puis  avec  la  â,  on  a 


ou 


-—  (?x  -;-  -—  à  y  -i-  --  !?;  -4-  -- 
ox  a  y  ôz  Ou 

ô^  .        d*   ,        ()<t>   ,        ô^ 

-r-  dr  -;-  -—  dy  H-   —-  dz  -h  ^—  du    :-...  =  o  ; 
dr  or    "         OZ  ou 

si  l'on  retranche  ces  équations  l'une  de  l'autre  après  avoir 
multiplié  la  seconde  par  —  et  en  se  rappelant  que  l'on  a 


'h' 

dr  . 

—    —   rjx  ~  ',,, 

d.r 

dz 

il  viendra 

Or            Oz 

Ou 

o. 


Ainsi,  à  chaque  équation  donnée  entre  .r,  y,  z.  u,  ... 
répond  une  équation  linéaire  entre  w,  tj,  7,  ....  Si  le 
nombre  de  ces  équations  est  égal  à  i,  on  pourra  exprimer  i 
des  quantités  o),  cj,  ;(,  ...  en  fonction  des  (x — i  autres, 
et,  en  substituant  les  valeurs  trouvées  dans  l'expression 

45. 
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de  cîS,  il  viendra 

âS  =  Ç-h   f      (  R'oj  ^  Il'rj  -f-  G'/  +  .  .  .  )  J.r. 

Les  p. —  t  fonctions  restantes  co,  cî,  ;^,  ...  étant  arbi- 
traires, le  raisonnement  du  numéro  précédent  montre 
que  l'on  a 

K.'=o,     Ii'  =  o,     G'  =  o,     ..., 
avec 

Les  premières  équations,  jointes  aux  i  équations 
données  ^(x,j',  z,u,  . . .]  =^  o,  . . .,  constituent  un  sys- 
tème de  p  équations  simultanées  qu'il  faudra  intégrer. 
L'équation  CJ=^  o  servira  ensuite  à  déterminer  les  arbi- 
traires et  à  achever,  s'il  y  a  lieu,  la  détermination  des 
quantités  aux  limites. 

Supposons  que  la  fonctioji  V  ne  renferme  que  deux 
fonctions  j,  z  liées  à  x  par  la  relation 

on  aura 

-—  W  H -—  0=^0,        cl  ou        CT  := ^  Ci, 

df         dz  tM     ' 

Tz 

puis 

"  "^  %  -  "  % 

SS  =  q~r     \         ^—j^ w  dx; 

ùl 

les  cond'itions  du  maximum  et  du  minimum  seront  donc 

K.  -      —II  —  =0     et     (7=o. 
Oz  Oj  ^ 
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D' une  classe  particulière   de  viaxima  et  de  mifuina 
relatifs. 

843.  Après  avoir  montré  comment  on  peut  trouver 
les  conditions  du  maximum  ou  du  minimum  dune  inté- 
grale définie 


"  ^=1'^' 


quand  on  ne  s'impose  aucune  restriction,  nous  avons 
considéré  le  cas  où  les  variables  qui  figurent  dans  la 
Ibnclion  V  sont  liées  entre  elles  par  des  équations  don- 
nées. Il  peut  arriver  aussi  que  les  équations  de  condition 
renferment  soit  des  dérivées  des  fonctions  inconnues, 
soit  une  ou  plusieurs  intégrales  définies.  Il  n'entre  pas 
dans  notre  plan  de  développer  la  solution  générale  de 
cette  question 5  il  nous  suffira  de  traiter  le  cas  le  plus 
simple,  celui  dans  lequel  on  se  propose  de  rendre  maxi- 
mum ou  minimum  l'intégrale  S,  en  imposant  la  condi- 
tion nouvelle  qu'une  deuxième  intégrale  définie 

[1]  s'=  /    r  dx 


'-i 


ait  une  valeur  donnée  /.  Dans  ce  nouveau  problème,  qui 
se  ramène  sans  difficulté  à  celui  du  n°  840,  il  s'agit  de 
trouver  les  conditions  d'un  maximum  relatif  ou  d'un 
minimum  relatif. 

jNous  raisonnerons  ici  comme  au  n°  839;  le  système 
des  fonctions  inconnues  et  tel  autre  système  aussi  peu 
différent  du  premier  cjue  l'on  voudra  peuvent  être  com- 
pris dans  un  système  plus  général  qui  renferme  un  para- 
mètre a.  De  plus,  dans  ce  système,  toutes  les  variables 
s'expriment  par  une  même  variable  t  indépendante  de  a, 
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et  alors  on  a 


H"''^-"'  '-J?"^ 


(h 


en  sorte  que  S  et  S'  sont  des  fonctions  de  a.  Mais  la 
seconde  de  ces  fonctions  doit  se  réduire  à  une  constante, 
puisque  l'intégrale  S'  doit  conserver  la  même  valeur  dans 
le  passage  d'un  système  de  fonctions  à  un  autre  ;  on  aura 

donc  —  =:=o;  d'ailleurs  la  condition  du  maximum  ou  du 
r/a 

minimum  sera  —  --o,  comme  au  n°839;  ainsi  Ion  aura 
r/a 

(3)  ^S  — o,     (ÎS'  — a. 

8ii.  Supposons  d'abord  que  V  et  V  ne  renferment 
qu'une  seule  fonction  y  de  la  variable  x  ;  les  expressions 
de  (5S  et  de  cîS'  pourront  être  mises  (n°  833)  sous  la 
forme 

{ 4  )       ^S  :  -  Ç  -h   /      K  «  clx,     (ÎS'  n=  Ç'  -f-  I      K' w  dx, 

(:(,  K'  désignant  des  quantités  analogues  à  Ç,  K  respec- 
tivement. Posons,  avec  Cauchv, 


r 


YJmcIx 


on  aura,  en  difiercntiant, 

(6)  K'w  -  -  f'[x),      d'où    .  01  "  ?-|rr-  • 

Comme  9(^0)  est  nulle  d'après  la  formule  (5),  l'expres- 
sion de  ^S'  sera 

(7)  ss>'^q^^[x,), 

et    celle   de    ^S    deviendra,    en    remplaçant  o)   par  sa 
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valeur  (6), 


L'intégration  par  parties  donne 

K  K  /  "^F 


/i 


par  conséquent,  si  l'on  désigne  par  R,,  K'j  les  valeurs 
de  K  etdeK'  pourx^Xn  on  aura,  à  cause  de  (j}(xo)^^o, 

(8)         ss----q+^j(:.,)^^J      -f^-?{^)d^. 

La  fonction  <^  {x)  est  entièrement    arbitraire;   elle  est 
assujettie  seulement,  par  sa  définition,  à  s'annuler  pour 

Cela  posé,  on  voit,  par  la  formule  (7).  que  la  condi- 
tion ^S'=  o  équivaut  à 

ce  qui  réduit  la  formule  (8)  à 

La  fonction  9(x)  pouvant  être  choisie  à  volonté,  le 
raisonnement  dont  nous  avons  fait  usage  au  n°  840 
montre  que  la  condition  (îS  =^  o  exige 

d- 

La  seconde  de  ces  équations  donne,  par  l'intégration, 
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K 

(lo)  Iv  -:-  ftK'  =-  o, 

a   élant  une   constante    arbitraire;  la   première   équa- 
tion (9)  devient  ensuite 

Les  équations  (10)  et  (1 1)  sont  les  conditions  deman- 
dées du  maximum  relatif  ou  du  minimum  relatif;  on  voit 
qu'elles  sont  aussi  les  conditions  du  maximum  absolu 
ou  du  minimum  absolu  de  Tintégrale 

S~\    aS'=  I       I  V-h  aY)dr, 


'==  i     [V-^  a' 


en  sorte  que  le  problème  dont  nous  nous  occupons  se 
trouve  ramené  à  celui  qui  a  été  résolu  au  n''  840.  A  la 
vérité,  nous  avons  ici  une  constante  arbitraire  a  de  plus; 
mais  nous  avons  aussi   une   équation   nouvelle,   savoir 

84o.  L'anal}  se  précédente  s'applique  sans  modifica- 
tions au  cas  où  V  et  V  renferment  plusieurs  fonctions  j', 
z,  ...  de  la  variable  indépendante  x.  On  a  effectivement 

(?S  "  g  -f    /         (Kw  -T-  H  cr  H-  .  .  .  )  r/j-, 


^S'  Z.-:   G'-r-  (  K'CO  H-   n'ci  +  .   .  .  WX. 


Posons 


r 


K'w-i-  IlCT-i-..  .)dx: 


d'ui 


K'w  -T-    II'cj  -f-.   .  .=  /(x),        W  =:  —— —   CJ 

K  Iv 
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on   aura  (p(\ro)=o,   et  la  condition   cîS'=o    donnera 
Cj<(x,)  =  —  g";  en  outre,  l'expression  de  JS  deviendra 

.^S  =  g -.p  [|;  .'(.)  +  (il  -  ^^) -  +  .,.]  ^r; 
d'ailleurs,  l'intégration  par  parties  donne,  à  cause  de 

o(x,)^  — g', 

et  il  en  résulte 


<^^s=(ff-|^g' 


"^M 

.(n- 

Kn' 

d.     ^(") 

"k'" 

f/'j?. 


Les  fonctions  ç(.r),  îj,  . . .  étant  arbitraires,  la  condi- 


tion ^S  exige 


avec 

K 
K 


g-F^()'-o. 


La  première  de  ces  équations  donne  |:  =  une  constante 

—  a;   par  conséquent,  les   conditions  du  maximum  ou 
du   minimum  relatif  dont  nous   nous  occupons  seront 

K  -r-  rtiv'  =-  G,       H  -i-  a  H'  ::=  O,     .  .  .  , 

avec 

ce  sont  bien  les  conditions  du  maximum  absolu  ou  du 
minimum  absolu  de  Tinté^rale  S  -!-  aS'. 


yi4  *  CALCUL    INTnGHAL. 

Remarques  sur  quelques  cas  particuliers, 

846.  Les  cas  des  maxima  ou  des  niinima  rclalifs  se 
ramenant  à  celui  du  maximum  ou  du  minimum  absolu, 
nous  ne  considérerons  ici  que  ce  dernier  cas. 

Reprenons  la  formule 


■X"^ 


(Ix, 


et  supposons  que  V  ne  renferme  qu'une  seule  fonction  r 
de  X  avec  ses  deux  premières  dérivées  j)',j)  ".  Si  l'on  pose 

V-/(^,j,r',j") 
et 

rfV  =  X  d.T  -^  Y  ci)  -,-  Tdy'  ~  X"dy\ 

la  fonction  inconnue  j)'  dépendra  de  l'équation  différen- 
tielle 

I  Y —   -I-   — -^   :    -O, 

*  dx  d.r?- 

qui  sera,  en  général,  du  quatrième  ordre.  Nous  allons 
indiquer  quelques  cas  généraux  dans  lesquels  on  peut 
effectuer  immédiatement  une  ou  deux  intégrations. 

i"  Si  V  ne  renferme  pasj^  et  que  l'on  ait,  en  consé- 
quence, 

Y  sera  nulle,  et  alors  l'équation  (i)  se  réduit  à 
dX'       d^T' 


dx  dx* 


:  O; 


en  intégrant  et  en  désignant  par  C  une  constante,  il  vient 

(,)  -Ï'H-S'=C, 

ce  qui  est  une  équation  du  troisième  ordre,  en  général. 
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On  peut  opérer  de  la  même  manière  lorsque  V  ren- 
ferme un  terme  du  premier  degré  en  j^ ,  car,  dans  ce 
cas,  \  est  constant,  et,  en  intégrant  l'équation  (i),  on  a 

2°  Supposons  que  V  ne  renferme  pas  x  et  que  l'on  ait 

Si  l'on  résout  l'équation  identique 

dV  ^--  Y  dj  —  Y'  df  -T-  Y"  dj" 

par  rapport  à  Y,  et  qu'on  porte  la  valeur  obtenue  dans 
l'équation  (i),  celle-ci  deviendra 

-"  -  (^'*-'  *  S  -<■-)  -^  (lî  "■'  -  ^""  *'")  -  "• 

ou,  à  cause  de  (Ij=ydx,  dy  ^=-j" dx. 

\        Uj:  dx  j  \  dx  dx  J 

le  premier  membre  de  cette  équation  est  une  différentielle 
exacte  ;  en  l'intégrant  et  en  désignant  par  C  la  constante, 
on  a 

(3)  V-v'(Y--^')-Y"y'.=  C, 

équation  diftérentielle  qui  est,  en  général,  du  troisième 
ordre. 

3°  Supposons  que  V  ne  renferme  ni  x  ni  y,  et  que 
l'on  ait 

v-/(j',j"). 

On  se  trouve  à  la  fois  dans  les  deux  cas  que  nous  venons 
d'examiner,  et,  à  cause  de  Y  =^  o,  on  aura  ces  deux  in- 
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tégrales  premières  de  l'équation  (i), 

-  Y'  +  —  =  C,      V  -  y'fx'  -—]-  Y"  y"  =  G, 
d.r  '      \  d.r   j 

C  et  G'  étant  deux  constantes  arbitraires.  L'élimination 

dX" 
de  --. —  •)  qui,  en  général,  contient  seule  la  dérivée  àç.  y 

dont  l'ordre  est  le  plus  élevé,  donnera  donc  l'inlégralc 
seconde 

(4)  v  =  YO"-T-G'j'-:-C. 


Application  de  la  méthode  des  variations  à  la  solution 
de  quelques  problèmes. 

847.  PaoBLÈME  I.  —  Troui^er  la  ligne  la  plus  courte 
entre  deux  points. 

Soient  Xq,  Jq,  Zq  et  Xi,j\,  z^  les  coordonnées  des 
extrémités  de  la  ligne  demandée  par  rapport  à  trois  axes 
rectangulaires.  La  longueur  de  cette  ligne  sera 


On  a  donc  ici,  en  conservant  toutes  les  notations  dont 
nous  avons  fait  usage  précédemment, 

r' dv' A- -^  d-' 


puis 

X  =;  O,       Y  =-^  G,       Z  :—  O, 

/  ,  z' 

Les  équations  qui  déterminent  les  lonctions  inconnues, 
savoir  K  =  o,  H  =  o,  sont 

dX'  iW 

ux  dx 
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d'où  l'on  conclut 

Y'  r=  const.,     Z'  =  const., 

et  pai'  suite 

y  =  C,      z'=C'; 

on  tire  de  là,  par  une  nouvelle  intégration, 

ainsi  la  ligne  demandée  est  une  ligne  droite. 
La  condition  Ç  =  o  est 

(V,  -  Y'. j-',  -  Z',  y,  )  ^.r,  ^  Y\  oy,  -^  z\  sz, 
-  (  v„  -  y;  r;  -  z;  3;  1  ir^  -  y;  ^v,  -  z;  Sz,  =  o, 

en  employant  les  indices  o  et  i  pour  représenter  les  va- 
leurs que  prennent  aux  limites  les  diverses  quantités  que 
nous  considérons.  Si  l'on  désigne  par  ds  la  différentielle 
de  l'arc  de  la  ligne  demandée,  compté  à  partir  d'une  ori- 
gine quelconque,  on  pourra  écrire 

Y'=^",      Z=.^     et     V_Y'/-Z'3'  =  ^^ 
ds  ds  -^  ds  ' 

la  condition  relative  aux  limites  est  donc 
,3^     i       [(S),--(I).--(J)-] 

'  i-[(J);'"-'-(S);^'-^ (!)/-]=''• 

848.  Passons  à  la  détermination  des  constantes.  Si  les 
extrémités  de  la  ligne  demandée  sont  données,  les  varia- 
tions ^JCo>  ^J'o>  ^^o>  ^-^«^  ^o  «^-j  sont  nulles  et  la 
condition  (3)  est  satisfaite  d'elle-même.  Alors  on  déter- 
minera les  constantes  C,  Ci ,  C,  C'i  en  exprimant  que  la 
droite  représentée  par  les  équations  (2)  passe  par  les 

deux  points  donnes  (xq.Jo'  'o);  (-^iO""  ^')- 

Si  les  extrémités  ne  sontpas  données  et  que  leurs  coor- 
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données  soient  liées  enlre  elles  par  i  équations  données, 
on  difFérentiera  ces  équations  avec  la  caractéristique  ô, 
puis  on  éliminera  i  variations  entre  les  équations  obte- 
nues et  la  formule  (3);  enfin  on  égalera  à  zéro  les  coef- 
ficients des  6  —  i  variations  restantes.  En  tenant  compte 
des  i  équations  données  et  de  celles  qui  expriment  que 
la  droite  (2)  passe  par  les  points  (xo,_}'o;  "0)»  (-^lO  o  ^0' 
on  aura  les  dix  équations  nécessaires  pour  déterminer  les 
coordonnées  des  extrémités  et  les  constantes  arbitraires. 
Considérons,  par  exemple,  le  cas  où  les  coordonnées 
Xo,j(i,  Zq  sont  indépendantes  dex,,j}(,  -1  ;  l'équation  (3) 
se  décomposera  en  deux  autres,  savoir  : 

_t  rjx^  +  ,?j-,    -I-  —  r;3,  :-.  O, 

I   aSt  ds.  ds, 

(4)  ' 

— -  à.r   -'r-  — -  0)     -+-  — -  SZf,  —  O. 
ds^  f/.Vo  ds^ 

Supposons  que  l'extrémité  (j^o>J^o>  -^0)  soit  assujettie 
à  demeurer  sur  une  surface  donnée  ayant  pour  équation 

on  auro 

()F   ,  ÔF  ,  *)F   , 

O'o  àfo  dz^ 

Si  Ton  élimine  §Xo  entre  cette  équation  et  la  deuxième 
équation  (4),  puis  qu'ensuite  on  égale  à  zéro  les  coeffi- 
cients de  èj'o  et  de  dzo,  on  aura 

dr^  djg  (ho 

^0  _    J.Vo  dso^ 

()F  ~  dF'  ~  dF  ' 

d'o         àj-o  Ozo 

ce  qui  exprime  que  la  ligne  de  longueur  minima  est  nor- 
male à  la  surface  donnée,  résultat  conforme  à  celui 
qu'on  a  obtenu  au  n"  lo7. 
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Si  l'extrémité  [xq-.  j  o,  "0)  est  assujettie  à  rester 
sur  une  courbe  donnée  ayant  pour  équations 

F  ( -^0,  Jo.  zo  ;  —  o,    /( .tq,  j-o,  Co  )  =  0 , 

on  aura 

àP  .  àF  .  dF  ^ 

-r—àXQ-^—-  rJVQ  -+-  ^  ^3n  :    :  O, 

OXq  d»o  OZf, 

d.ro  (|}-o  OZq 

Les  variations  oj'e)  o>o>  O'o?  dont  ces  équations  déter- 
minent les  rapports,  sont  proportionnelles  aux  cosinus 
des  angles  que  fait  avec  les  axes  la  tangente  à  la  courbe 
donnée  au  point  (xo,j>'o>  '0);  donc  la  deuxième  équa- 
tion (4)  exprime  que  cette  courbe  donnée  a  pour  normale 
la  ligne  de  longueur  minima. 

Il  est  évident  que  ce  qui  précède  s'applique  à  l'une 
et  à  l'autre  des  deux  extrémités  de  cette  ligne. 

849.  Au  lieu  d'appliquer  les  formules  générales,  on 
peut  chercher  directement  les  conditions  du  minimum 
de  l'intégrale 


«=XV-ë-ê-=/l 


c/.v 
Ix 


en  procédant  comme  nous  l'avons  indiqué  au   n'^  83G. 
On  a 


^S 


j      -—-  cix     ou      oS  ~-    I  0  cis. 


Or  l'équation  ds-  ==  dx-  -h  f/)  -  -{-  dz-  donne 

(ho  (h  =  dxodx  -.-  dj  odf  -h-  dz  odz; 
donc 

m-- 


js.    /  r::idox^i'^drh--,-$do^z]. 


as 


Ts"''j 
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ce  qui  devient,  au  moyen  de  l'intégration  par  parties, 


/( 


àx  d ;-  ùYcl i-  àza-~ 

ils         '       fis  as 


Lesvarlationsi^a:,  (5'j,  Jjétantarbitraires  SOUS  le  signe    /  ^ 

celles  des  conditions  du  minimum  qui  déterminent  les 
fonctions  inconnues  seront 

,rt'.r  flr  -.dz 

d — =  o,      a--:=o,     a--=ro; 
ds  cls  ds 

ces  trois  équations  se  réduisent  à  deux,  et  l'on  en  conclut, 
comme  au  numéro  précédent, 

dr  dz 

--  =  const.,       -  -  :r=  const. 
dx  dx 

Nous  nous  dispensonsd'écrire  les  conditions  aux  limites, 
qui  sont  évidemment  celles  que  nous  avons  déjà  ob- 
tenues. 

850.  Problème  II.  —  Trouver  la  ligne  la  plus  courte 
entre  deux  points  donnés  sur  une  surjuce  donnée. 

La  ligne  demandée  est  dite  une  ligne  géodésique. 
Soient  [Xf),  Jq,  z^),  (jc,,  j,,  z^)  les  coordonnées  des 
points  donnés  rapportés  à  trois  axes  rectangulaires,  et 

(,)  F^.r,j,  ^>-:o 

l'équalion  de  la  surface  donnée. 

Conservons  toutes  les  notations  du  numéro  précédent  ; 
la  valeur  obtenue  pour  5S  convient  au  cas  actuel,  et  les 
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conditions  du  minimum  ou  du  maximum  seront  encore 


V 


;3) 


as  '      as  cts 

[(ê)--(|).<'-(^).-.] 

-[C^)/"+(l)/-'-«-(^;)/-]' 


seulement  les  variations  ox,  ày,  èz  doivent  ici  satisfaire 

à  l'équation 

/,x  àF  ,         àF  ^         ÔF  ^ 

(4)  X- °-^  -i-  1-  <^J  +  ■T-âz=o. 

^^'  ôx  ôy  dz 

Si  Ton  élimine  dz  entre  les  équations  (2)  et  (4),  puis 
qu'on  égale  à  zéro  les  coefficients  des  variations  restantes 
ox,  6j  ,  il  viendra 

c/-f  d"^  di 

ds  ds  ds  ^ 

^^^  ~d^^~dF~^~dF^'^ 

dx  dy  dz 

il  est  facile  de  voir  que  les  deux  équations  contenues 
dans  cette  formule  se  réduisent  à  une  seule,  à  cause  des 

égalités 

dF  dx  dF  dy  dF  dz  _ 

dx  ds  '    âj  ds  dz  ds            ' 

dx      dx  dy     dy  dz  dz 

ds      ds  ds      ds  ds  ds           ' 

dont  la  seconde  s'obtient  en  différentiant  l'identité 
dxy-      (flyy      (dzY 


ds  j         \ds  )         ^  d. 

La  courbe  cherchée  sera  donc  déterminée  par  deux 
des  trois  équations  (i)  et  (5).  Les  constantes  introduites 
par  l'intégration  et  les  coordonnées  Xo,jo;  ~o;  Xi,  y\,  z,, 

S.  —  Cale.  int.  46 
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si  elles  sont  variables,  se  détermineront  ensuite,  sans 
difficullé,  en  faisant  usage  des  équations  aux  limites. 
Les  numérateurs  des  rapports  (5)  sont  proportionnels 
aux  cosinus  des  angles  que  fait,  avec  les  axes,  la  normale 
principale  de  la  ligne  géodésique;  d'ailleurs,  les  dénomi- 
nateurs sontproportionnels  aux  cosinus  des  angles  que  fait 
avec  les  mêmes  axes  la  normale  de  la  surface  donnée  ;  donc 
les  deux  normales  coïncident,   et  l'on  a  ce  théorème  : 

Le  plan  oscillateur  d' une  li^^ne  géodésique  d'une  sur- 
face est  constamment  normal  à  la  surface. 

La  propriété  d'être  la  ligne  la  plus  courte  entre  deux 
points  n'a  pas  nécessairement  lieu  pour  tous  les  arcs 
d'une  ligne  géodésique.  Ainsi,  sur  la  sphère,  les  lignes 
géodésiques  sontdes  grands  cercles,  et,  si  Ion  prend  deux 
points  sur  la  circonférence  de  l'un  de  ces  grands  cercles, 
la  propriété  du  minimum  n'appartiendra  qu'à  l'arc  infé- 
rieur à  une  demi-circonférence. 

80 1.  Problème  IIL  —  Trouver  la  courbe  plane  qui 
passe  par  deux  points  donnés  ou  assujettis  à  des  condi- 
tions données,  et  qui  engendre  une  aire  minima  en 
tournant  autour  d'un  axe  donné  dans  son  plan. 

Si  l'on  prend  deux  axes  rectangulaires  dans  le  plan  de 
la  courbe,  dont  l'un,  celui  des  x,  coïncide  avec  Taxe  de 
rotation,  l'aire  dont  on  demande  le  minimum  sera  le 
produit  par  271  de  l'intégrale 


-/ 


ysji  --.  y"^<f''^- 


On  a  donc,  en  se  reportant  aux  formules  générales  du 
n"  833, 
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L'équation 

K  --  o     ou     Y ;—  =  o 

clx 

tombe  dans  l'un  des  cas  du  n°  84'a,  et  elle  a  pour  inté- 
grale première 

V  ^^  Y' y  -h  c     ou     ■'^^ =  c, 

c  étant  une  constante  arbitraire.  On  tire  de  là 

cdy  a: — a        ,       T -^  \,' y- — c'^ 

dx=  —  -.      d  ou —  log 5 

y>  -  —  c^  ^  ^ 

a  étant  une  constante  arbitraire.  On  peut  écrire 


j  —  V';'  —  c'-      -T-      .7- 


d'où 

ce  qui  est  l'équation  d'une  chaînette. 
L'équation  aux  limites  Q=  o  est  ici 

elle  servira  pour  la  détermination  des  coordonnées  Xj.ri 
et  Xq,  j'oy  lorsque  celles-ci  seront  variables. 

Si  les  extrémités  sont  données,  l'équation  de  la  courbe 
suffira  pour  déterminer  les  constantes  c  et  or  ;  supposons, 
par  exemple,  que  les  ordonnées  de  ces  extrémités  soient 
égales,  et  prenons  pour  axe  des  y  la  perpendiculaire  à 
l'axe  menée  à  égale  distance  de  ces  deux  points.  On 
aura  X,  =n= — xq  ;  par  suite,  la  constante  a  sera  nulle,  et 
l'on  aura,  pour  l'équation  de  la  courbe. 


c  1    - 


U-he    ^J 


i6. 
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la  constante  c  se  déterminera  donc  par  la  condition 

Si  le  rapport  —  est  inférieur  à  une    certaine  limite 

qu'on  détermine  aisément,  la  précédente  équation  n'a 
aucune  racine  réelle  c;  dans  ce  cas,  il  n'existe  ni  mini- 
mum ni  maximum. 

Lorsque  les  extrémités  sont  mobiles  sur  des  courbes 
données,  on  a 

et  l'on  conclut  facilement  de  là  que  la  chaînette  demandéo 
est  normale  aux  deux  courbes  données. 

852.  Problème  IV.  —  Etant  donnés  deux  points  A 
et  B,  trouve?'  la  couihe  AMB  que  doit  suivre  un  point 
matériel  pesant  pour  aller  du  point  A  au  point  B  dans 
le  temps  le  plus  court. 


0 

/ 

/ 

— 

\ 

y 

/ 

p 

E 

\ 

\^ 

^B 

X 

La  courbe  demandée  est  dite  brachistochrone.  Prenons 

trois  axes  rectangulaires  dont  l'un,   celui   des  x,    soit 

parallèle  à  la  direction  de  la  pesanteur,  et  désignons  par 

(•3^oO'o>  ~o)>  (-^nj'o-))  les  coordonnées  des  points  A 

et  B.  L'accélération  due  à  la  pesanteur  étant  désignée 

par  g,  etj',  z'  représentant  comme  à  rordinairc  les  dé- 

.    ,      flr    dz    ■.  ,       , 

rivées  -^»  -7-  »  le  temps  employé  par  un  corps  pesant,  par- 
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tant  du  repos,  pour  aller  de  A  en  B  est  égal,  comme  on  le 
démontre  en  Mécanique,  au  produit  de  la  constante  \'2^ 
par  l'intégrale 


il  s'agit  de  trouver  les  conditions  du  minimum  de  S.  On 


a  ICI 

V-^"-^-'"-^'".   T-- 

j 

z  — 

0,  Z=0 

Y' 

puis 

d.r- 

-f'-^z^- 

Comme  les  points  A  et  B  sont  donnés,  les  conditions 
du  minimum  seront  ici 


^Y'  cTL' 

doù 


dx  dx 


Y'=r,     Z'  =  c', 
c  et  c/  étant  des  constantes  arbitraires.  On  a  donc 


y'=C\'x  —  x^  s,l  I  ^y^  -h  z'-,     z'  =  c'  ^x  —  JTo  y'  l  -i- /"+  z'-, 

d'où 


=  7-^ 


intégrant  et   désignant   par  c"  une   nouvelle   constante 
arbitraire,  on  a  l'équation 


■j  +  c- 
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qui  est  celle  d'un  plan  vertical  contenant  la  courbe  de- 
mandée. Ce  plan  passe  par  les  deux  points  donnés,  et, 
par  conséquent,  il  est  déterminé;  on  peut  le  prendre 
pour  celui  des  xj,  et  alors  on  a  c'=o,  c' =  o,  d'où 
z  -_-  o,  2'z^  o,  et 


Résolvant  par    rapport  à  j'=  ~,  il  vient 


v^ 


ce  qui  est  l'équation  d'une  cjcloïde  dont  la  base  est  hori- 
zontale (n°  231  )  ;  on  achèvera  de  déterminer  cette  courbe 

par  la  condition  qu'elle  passe  par  les  points  A  et  B  ;  —  est 

ici  le  diamètre  du  cercle  générateur. 

853.  Supposons  maintenant  que  les  extrémités  A  et  B 
ne  soient  pas  données,  mais  qu'elles  soient  assujetties  à 
certaines  conditions.  L'équation 

c  '' 

a  toujours  lieu,  et,  par  conséquent,  la  courbe  demandée 
est  encore  située  dans  un  plan  vertical.  Bien  que  ce  plan 
soit  inconnu,  rien  n'empêche  d'y  choisir  deux  axes  pour 
j  rapporter  la  courbe,  et  l'analyse  du  numéro  précédent 
prouve  que  cette  courbe  est,  dans  tous  les  cas,  une 
cvcloïde. 

Tout  se  réduit  ici  à  déterminer  les  points  extrêmes  et 
le  rayon  du  cercle  générateur.  L'équation  aux  limites 
Ç=:  o  est  ici 

[(V  -  Y'y-  Z'a'jJx-r  Y'o>  -,-Z'(î;     -\-q.t^  j     i-  dx  ^o. 
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Or  on  a 

—  —      -«^j 

donc 

^  dx  =  ^JLdx-z{  Y'ciy  -^  Z'  dz'  —  dy), 
Or,  '        ^  " 

et,  parce  que  Y'  et  7/  ont  des  valeurs  constantes, 

^  dx  =  d( Y'/  -f-  Z' 2'  —  V  ; 
notre  équation  devient  donc 

["(  V  -  r/- Z'/) <J^ -f- Y' o>  +  Z'o^zT 

-ïy-Ty-z-A'3x,  =  o 

ou,  en  remplaçant  V,  Y'  et  Z'  par  leurs  valeurs, 

^  -  U^o-.o. 

Enfin,  comme  on  a 

I  ce' 

)/x  —  •'^o  V  ^  "•" /'^^~ -^^        ^  ^ 

si  l'on  désigne  par  1  la  valeur  commune  de  ces  rapports, 
les  produits  ly  et  Iz'  étant  constants,  on  aura 

et,  par  conséquent,  l'équation  de  condition  sera,   après 
la  suppression  du  facteur  ),,, 

( Ivi  -i- y\  (?j',  -{-  3,  -J^i  )  —  ; (?Xo -f-  y\  (?ro  +  2',  8z,)  =  o. 

Quelles  que  soient  les  conditions  auxquelles  les  points 
extrêmes  doivent  satisfaire,  on  achèvera  maintenant  la 
solution  sans  difficulté.   Supposons  que  chacun  de  ces 
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points  soit  assujetti  à  être  sur  une  courbe  donnée  :  on 
aura  séparément 

a-^-i  +  ïi  iri  +  z'i  <?Zi  =  O, 

d'où  Ton  conclut  facilement  que  la  bracJiistochrone  est 
normale  à  la  courbe  donnée  qui  passe  par  le  point 
d' arrivée ,  et  que  la  tangente  de  la  seconde  courbe 
donnée,  au  point  de  départ,  est  perpendiculaire  à  la 
tangente  de  la  brachistochrone  au  point  d'arrivée. 

854.  Problème  V.  —  Trouver  une  courbe  plane  AMB 
telle  que  l'aire  K^CD,  comprise  entre  l'arc  AMB,  les 
rayons  de  courbure  AC  et  BD,  qui  correspondent  aux 
deux  points  extrênies  A,  B,  et  l'arc  de  la  développée  CD 
compris  entre  les  centres  de  courbure  C,  D,  soit  un 
minimum . 

Soient  MK  le  rayon  de  courbure  en  un  point  M  de 
l'arc  AM=:^,  M'R'  un   rayon  de  courbure   infiniment 


voisin;  l'aire  comprise  entre  ces  rayons  R  et  les  deux 
courbes  sera  évidemment  égale  à  R<Y5(i  -j-s),  e  étant  un 
infiniment  petit.  Si  donc  on  rapporte  la  courbe  à  deux 
axes  rectangulaires  Ox,  Oj,  l'intégrale,  qui  doit  être 
un  minimum,  sera 


Ainsi  l'on  a 

fi +  >-''; - 

y  =  '      y,         ^      X=o,      Y=rO; 

on  est  donc  dans  l'un  des  cas  du  n°  846,  et  l'équation 
du  minimum  admet  l'intégrale  seconde 

V  =  C  -Cy'^X")-"; 

mais  ici  cette  intégrale  se  réduit  simplement  à 

v  =  c-^c'y, 

C  et  C  étant   des   constantes    arbitraires,    à   cause  de 

¥"->"  =  —  ¥.  Remettant  R -^  au  lieu  de  V,  et  4-    a>i 
^  d.v  dx 

lieu  de  j',  on  aura,  pour  déterminer  la  courbe  de- 
mandée, 

(i^         ^        ^,  ày  „         ^  dx        „.dy 

R^=C  +  C'---     ou     Rz=C  —  +C'  — . 

dx  dx  dx  dx 

Posons 

dx  .  dy 

—  =sino,     -7    =  coso, 

ds  '       ds  ' 

puis 

C  =  /^a  cosx,     C'  =  —  ^asinu, 

a  et  «  étant  de  nouvelles  arbitraires;  notre  équation  de- 
viendra 

R  =  4*^  sii^(?  —  ^-)' 

Mais,  si  Ton  fait  tourner  les  axes  d'un  angle  et,  et  que 
l'on  désigne  toujours  par  o  l'inclinaison  de  la  tangente 
de  la  courbe  cherchée  sur  l'axe  desx,  on  aura  plus  sim- 
plement 

T\  ^  /\a  s'iUf     ou     ds  =  4  «  sin  o  dtf, 

car  do  est  évidemment  égal  à  l'angle  de  contingence.  On 
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a  ensuite 

dx    -  ils  sin ç  =  4 ^  sin^ <fdf=iia[i  —  cos i y ) r/y, 
dj   -  ds cos ff  ^^  ^a  sin çp  cos (f  d-f  z^ia  sin  2 y  ^Z», 

d'où,  en  intégrant  et  en  désignant  par  jtoOo  ^^  nouvelles 
constantes  arbitraires, 

.r—  .roi  :  a[i'f  —  sin  2y^,     7  — ro=  «('  —  cosîy); 

on  voit  que  la  courbe  demandée  est  une  cycloïdc. 

855.  Problème  VI.  —  Etant  donnés  deux  axes  rec- 
tangulairesOx^  Oyel  deux  points  G,  D  dans  leur  plan, 
on  demande  de  troui^er,  parmi  toutes  les  courbes  de 
longueur  donnée,  situées  dans  ce  plan  et  terminées  aux 
points  C,  D,  celle  pour  laquelle  l'aire  A.BCD  comprise 
entre  la  courbe,  l'axe  des  x  et  les  ordonnées  extrêmes, 
est  un  maximum. 

L'intégrale  qu'il  s'agit  de  rendre  maxima  est  ici 

et  l'on  doit  avoir 

S'  ^^  \      \l  i  -i-  /'*  dx  =  /, 


/  étant  une  longueur  donnée.  Il  faut  alors  (n°  843)  cher- 
cher le  maximum  absolu  de  l'intégrale 

a  étant  une  indéterminée.  On  a  ici 
V^--/-f-flVi+yS     X^^o,     Y    .1,     Y'=        "^^     > 
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et  l'on  est  dans  le  deuxième  des  cas  du  n°  846  ;  l'équation 
du  maximum  admet  l'intégrale  première 

V  —  r  Y  -=  c     ou     Y  -, —  =  c, 

c  étant  une  constante  arbitraire.  On  tire  de  là 

d'où 


x^czzz^a- — [c — y]-     ou     [x  —  c]--^[y  —  Cj-^=:(7'. 

La  courbe  demandée  est  donc  un  arc  de  cercle  de  rayon  a. 

806.  Problème  Vil.  —  Parmi  toutes  les  combes  iso- 
périmètres que  l'on  peut  tracer  sur  un  plan  entre  deux 
points  donnés,  quelle  est  celle  qui,  en  tournant  autour 
d'une  droite  donnée  dans  le  même  plan,  engendre  la 
plus  grande  ou  la  plus  petite  surface  de  réi^olution  ? 

L'intégrale  qui  doit  être  maxima  ou  minima  est 

et  l'on  a,  en  outre, 

S'^f    ^'i-h-y-dx^l; 

il  faut  donc  chercher  le  maximum  ou  le  minimum  ab- 
solu de 

/"'  

S  +  aS'  ^   /        (j  -I-  «)  \/l  -^-y'^elr. 

Comme  a  est  une  constante,  le  calcul  à  exécuter  est  le 
même  que  celui  du  problème  III  (n°  80I),  et,  par  cou- 
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séquent,  la  courbe  qui  engendre  la  plus  grande  ou  la 
plus  petite  surface  est  une  chaînette. 

857.  Problème  VIII.  —  Parmi  toutes  les  courbes  îso- 
périmctres,  quelle  est  celle  à  laquelle  répond  le  volujue 
de  révolution  nùjiimuui  ? 

L'intégrale  qui  doit  cire  un  minimum  est 
et  Ton  a,  comme  dans  les  précédents  problèmes, 

S'  =    r      \ll-f-y-  dx  n=  /. 

Il  faut  chercher  le  minimum  absolu  de 

S  +  aS'=   C     [y-  4-  a  v^i-r-j'^')  dr. 


On  a 


V=j^4-«v/'   *-/%     X  =  o,     Y  =  '2j;     Y': 


^y 


par  conséquent,  on  aura,  comme  dans  le  problème  VI, 

\-yY'  =  c 

pour  l'intégrale  première  de  l'équation  diflerentielle  qui 
exprime  la  condition  du  minimum,  c'est-à-dire 


ou 

_      (  j«  —c)dx 


dj:  = 


s/[^''—y  —  c]* 


•  > 
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ce  qui  est  l'équation  différentielle  de  li couibe élastique 
(n°709). 

838.  Problème  IX.  —  Détermine?'  la  courbe  plane 
qui,  en  tournant  autour  d'un  axe  situé  dans  son  plan, 
engendre  la  surface  mininia  renfermant  un  volume 
donné. 

L'intégrale  qui  doit  être  minima  est 

et  l'on  a 

S' ^  [      y^  dx  =  const.  =  /, 

Nous  chercherons  le  minimum  absolu  de  l'intégrale 

2  a  S  -î-  S'  =  i       (  j-  ~  lay  \Ji  +  7'  ^  )  dx, 
a  étant  une  indéterminée.  On  a 


et  l'on  aura  ici  encore,  pour  l'intégrale  de  l'équation  qui 
répond  au  minimum, 

ou 

s/i  +  r'2 


b  étant  une  constante  arbitraire.  On  tire  de  là 
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Cette  équation  n'est  autre  que  celle  dont  nous  nous 
sommes  occupé  au  n"  712,  et  qui  appartient  à  la  courbe 
décrite  par  le  foyer  d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole 
qui  roule,  sans  glisser,  sur  une  droite  fixe  située  dans 
son  plan. 


FIN  DU  TOME  SECOND. 
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